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und  da  präciser  gefasst  oder  verallgemeinert  worden;  in  §.  32 
habe  ich  zur  Entwickelung  des  unendlichen  Productes  für  den 
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und  Physik  angegebene  sehr  elegante  Verfahren  benutzt;  in 
§.  57  sind  die  unbequemen  Cauchy'schen  Ausdrücke  für  die 
cyclometrischen  Functionen  complexer  Variabelen  durch  ein- 
fachere Formeln  ersetzt  worden;  neu  hinzugekommen  ist  §.  116, 
die  Integration  der  homogenen  Differentialgleichiriigen  zweiter 
Ordnung  enthaltend.  Schliesslich  darf  ich  wohl  tehrer  und 
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zu  sehen  wünschen,  auf  mein,  gegenwärtig  in  zweiter  Auflage 
erscheinendes  „Uebungsbuch  zum  Studium  der  höheren  Analysis; 
Leipzig,  Teubner''  aufmerksam  machen.    ' 
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Do<:tordisseTtation :  Demonstratio  nora  etc.  Helmstadii  1799,  die  beiden 
anderen  in  den  Comment.  Gotting.  a.  1816,  pag.  107  und  pag.  135.  Der  im 
Texte  mitgetheilt«  Beweis  ist  der  Legendre-Caachy-Stnrm'sche. 
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L    Die  veränderlichen  Grössen  und  die  Functionen. 

^OB  der  elementaren  Arithmetik  ist  hinreichend  bekannt,  dass  zwi- 
Bchen  zwei  gegebenen  Zahlen  beliebig  viel  neue  Zahlen  eingeschaltet 
und  deren  Differenzen  beliebig  klein  gemacht  werden  kennen;  man 
darf  sich  daher  an  jeder  Stelle  der  Zahlenreihe  eine  Zahl  denken 
oder,  mit  anderen  Worten,  die  ganze  Zahlenreihe  von  —  oo  bis  4~  ^ 
ist  als  eine  nnunterbro ebene  anzusehen.  Demnach  kann  auch  der 
U^bergang  von  irgend  einer  Zahl  a  au  einer  anderen  6  ohne  Unter- 
brechung, d.  h.  so  erfolgen,  dass  alle  zwischen  a  und  b  denkbaren 
Zahlen  getroffen  worden  sind^  ein  solcher  Uebergang  heisst  ein 
stetiger  (continuirlicher)  und  lässt  sich  passend  mit  dem  Durch- 
laufen einer  geraden  Linie  ah  vergleichen,  weil  bei  dieser  Bewegung 
ebenfalls  alle  zwischen  a  und  h  liegenden  Punkte  der  Geraden  ge- 
troffen werden.  Zufolge  dieser  Bemerkungen  ist  es  möglich,  sich 
eine  veränderliche  Zahl  x  vorzustellen,  welche  erst  den  Werth  a  be- 
Bass  und  nachheir  durch  stetigen  Uebergang  den  Werth  d  erhielt; 
eine  solche  Zahl  heisst  eine  continuirliche  Yariabele  und  wird 
gewöhnlich  durch  einen  der  letzten  Buchstaben  des  Alphabetes  be- 
zeichnet. Zahlen  dagegen,  denen  man  den  Charakter  stetiger  Aende- 
mag  nicht  beilegen  will  und  welche  daher  als  relativ  unveränderlich 
gelten  sollen,  nennt  man  Gonstanten  und  bezeichnet  sie  mit  den 
ersten  Buchstaben  des  Alphabetes. 

SchUmlleb,  Analyst«.  X 


2  Einleitung. 

Sind  zwei  veränderliclie  Zahlen  x  und  ff  durch  eine  Gleichung 
verbunden,  welche  auf  der  einen  Seite  y  allein  enthält,  wie  z.  B. 

so  entspricht  jedem  wiUkührlich  angenommenen  Werthc  des  x  ein 
aus  der  Gleichung  selbst  folgender  Werth  ißa  y,  welcher  eben  dess- 
halb  nicht  willkührlich  ist;  in  diesem  Falle  heisst  x  die  unabhän- 
gige, y  die  abhängige  Variabele,  und  um  anzudeuten,  dass  es  x 
ist,  wovon  y  abhängt,  nennt  man  y  eine  Function  von  x.  Man  be- 
zeichnet diess  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

y  =  F(x)  oder  y  =/(a;),  y  =  <p(x)  u.  dgl., 
womit  also  nichts  weiter  gesagt  sein  soll,  als  dass  jedem  Werthe  des 
X  ein  bestimmter  Werth  von  y  zugehört,  gleichgültig,  wo  letzterer 
hergekommen  ist. 

Wenn  femer  drei  veränderliche  Zahlen  x^  y^  e  durch  eine  Glei- 
chung verbunden  sind,  di3  auf  der  einen  Seite  e  allein  enthält,  wie 
z.  B. 

^  2a        26 

so  hängen  die  verschiedenen  Werthe  des  g  gleichzeitig  von  denen  des 
x  und  des  y  ab;  dann  heisst  b  eine  Function  der  beiden  unabhängi- 
gen Variabelen  x  und  y  und  wird  im  Allgemeinen  bezeichnet  durch 

B  =  F{x^  y)  oder  m  =/(a?,  y)  u.  8.  w. 

Auf  ganz  analoge  Weise  lassen  sich  Functionen  von  drei,  vier 
und  überhaupt  beliebig  viel  Variabelen  bilden. 

Für  alle  Functionen  gilt  noch  die  Bemerkung,  dass  die  unab- 
hängigen Variabelen  immer  als  stetig  veränderlich  angesehen  werden ; 
ob  die  abhängige  Variabele  dieselbe  Eigenschaft  besitzt,  entscheidet 
sich  in  jedem  besonderen  Falle  durch  die  individuelle  Natur  der 
Function,  und  bedarf  daher  einer  speciellen  Untersuchung  (s.  Ab- 
schnitt III.). 

Mit  Hülfe  der  analytischen  Geometrie  ist  es  übrigens  sehr  leicht, 
sich  ein  Bild  von  jeder  gegebenen  Function  zu  verschaffen,  voraus- 
gesetzt, dass  letztere  eine  oder  höchstens  zwei  unabhängige  Variabele 
enthält;  man  braucht  nur  die  vorkommenden  Variabelen  als  die  Coor- 
dinaten  eines  veränderlichen  Punktes,  und  die  zwischen  den  Varia- 
belen ^bestehende  Gleichung  als  Gleichung  einer  Curve  oder  Fläche 
anzusehen.  So  wird  z.  B.  durch  die  Gleichung  1)  eine  Parabekans- 
gedrückt,  und  überhaupt  kann  y  =/(x)  als  Gleichung  irgend  einer 
ebenen  Curve  gelten ;  der  Gleichung  2)  entspricht  ferner  ein  hyper- 
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bolisclies  Paraboloid,  aUgemeiner  ist  «  =  F(x,  y)  die  Gleichung 
irgend  einer  Pl&cfae.  Bei  einer  Function  von  drei  oder  mehr  Varia- 
blen wie  z.  B.  ii  =  9  (x,  y,  B)  hört  die  Möglichkeit  einer  geome- 
trischen DarsteUong  auf,  weil  der  Raum  nur  drei  Dimensionen  besitzt. 

II.     Die  einfachen  Functionen. 

Nimmt  man  mit  einer  Yariabelen  x  die  vier   arithmetischen 
Grandoperationen  vor,  so  entstehen  die  Tier  einfachsten  Fnnctionen 

£«  man  aber  nicht  besonders  zu  unterscheiden  pflegt,  weil  sie  in  der 
geoeinscliaftlichen  Form  a  -{-  hx^  begriffen  sind.  Femer  liefert 
^t  Potenz  zwei  verschiedene  Functionen,  je  nachdem  die  Basis  oder 
der  Exponent  als  yariabel  angesehen  wird ;  die  erste  dieser  Functio- 
nen, nämlich  rc^,  ftihrt  in  der  Analjsis  ausschliesslich  den  Namen 
Potenz,  während  die  zweite,  a',£xponentialgrösse  genannt  wird. 
l>enkt  man  sich  femer  die  Logarithmen  als  Functionen  der  Zahlen, 
so  hat  man  noch  die  Function  'logx,  worin  das  oben  angesetzte  a 
die  Basis  des  logarithmischen  Systemes  bezeichnen  solL 

Man  weiss  femer  aus  der  Geometrie,  dass  sich  jeder  Bogen 
eines  mit  dem  Halbmesser  1  beschriebenen  Kreises  in  Theilen  des 
Halbmessers,  d.  h.  durch  eine  absolute  Zahl  ausdrücken  lässt;  man 
kann  daher  auch  jede  Zahl  als  Maass  eines  solchen  Kreisbogens  an- 
sehen und  die  goniometrischen  Linien  desselben  aufsuchen.  In  die- 
sem Sinne  hat  jede  absolute  Zahl  ihren  Sinus,  Cosinus  u.  s.  w.  z.  B. 

sin  (1,570796  .  .)  =  sin  ^  =  sin  90»  =  1, 

cos  (1,047197  .  .)  =  cos  '-'  =  cos  QO^  =  0,5, 

tan  ß  =  tan  1710  53' 14"  4  =  —  0,1425467, 

und  es   entstehen  so  die  goniometrischen  Functionen  der  Zahl 
«,  nämlich  sinUy  cos%  tanu,  cotu,  secu^  cscu. 

Umgekehrt  kann  man  auch  eine  Yariabele  x  als  Maass  einer 
trigonometrischen  Linie  betrachten  und  den  zugehörigen  Bogen  auf- 
suchen; hierdurch  entstehen  Aie  sogenannten  cyclometrischeu 
Functionen.  Sehen  wir  z.  B.  x  als  die  Länge  eines  Sinus  an,  so 
entspricht  demselben  ein  bestimmter,  im  ersten  Quadranten  liegen- 
de Bogen,  welcher  mit  aresin  x  bezeichnet  und  positiv  oder  negativ 

1* 
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genommen  werden  möge,  je  nachdem  x  positiv  oder  negativ  ist 
Nach  dieser  an  keiner  Vieldeutigkeit  leidenden  Bezeichnung  ist  z.  B. 

aresin  (+  |)  =  +  j,  aresin  (— ■^)  =  "f ' 

Ebenso  bedeutet  areeos  x  den  kleinsten  Bogen,  welcher  x  zum 
Cosinus  hat,  z.  B. 

arccos  (+^)  =  +f .  arcco,  (-^)  =  ^- 

Femer  ist  unter  arctan  x  deijenige  ini  ersten  Quadranten  lie- 
gende Bogen  zu  verstehen,  welcher  x  zur  Tangente  hat,  und  zwar 
mit  demselben  Vorzeichen  wie  x  genommen,  z.  B. 

arctan  (Vo  )  =  — ,  aretan  ( —  1)  =  —  — » 

o  4 

aretan  oo  =  —  • 

Dem  Vorigen  analog  kann  man  noch  die  Functionen  arceotx^ 
arcsecx  etc.  bilden,  doch  sind  letztere  wenig  im  Gebrauch. 

Da  in  den  Lehrbüchern  der  Trigonometrie  keine  Rücksicht  auf 
die  cyclometrischen  Functionen  genommen  zu  werden  pflegt,  so 
mögen  hier  die  betreffenden  Hauptrelationen  folgen. 

Ein  im  ersten  Quadranten  liegender  Bogen,  dessen  Sinus  =  x 

ist,  hat  V^l — x^  zum  Cosinus,  daher  gilt  die  Gleichung  : 

1)  aresin  x  =  areeos  Vi  —  x^. 

Das  Complement  des  Bogens  aresin  x  hat  x  zutn  Cosiaus,  mit- 
hin ist 

2)  aresin  x  -J-  areeos  x  =  \  n» 

Wenn  x  den  Sinus  eines  Bogens  darstellt,  so  hat  derselbe  Bogen 
eine  Tangente  =    .  j  diess  giebt 

8)  aresinx  =  arct(m  ,, 

Vi— «« 

Einer  Tangente = b  entspricht  umgekehrt  ein  Sinus  =  ^ ,  . 

d.h. 


4)  aretan  8  =  aresin  , .  =  areeos  77 —  - 

VT+15  VIT 


e^ 


wie  man  auch  aus  Nr.  4)  durch  Substitution  von  ,  .  =  jg  er- 

/l— x« 
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hilt     Derselbe  Bogen,  welcher  jr  zur  Tangente  hat,  besitzt  eine  Co- 

tangente  =  — ,  mithin  ist 

5)  ardan  m  =  arccot  — ; 

M 

das  Gomplement  dieses  Bogens  hat  s  zur  Cotangente,  folglich 

6)  ardcMg  4~  o,TCCotg  =  J9t. 

Aehnliche  Formeln  för  arcsecx  und  arccscx  sind  leicht  zu  ent- 
wickeln. 

Für  zwei  im  ersten  Quadranten  liegende  Bögen  u  und  v  sei 
sinu  =  x^    mithin  u  ==  aresin  x^ 
smv  =  yt         "      f  =  arcsiny^ 
mao  hat  dann 

sin  (tf  4"  v)  =  ^^  <^^  +  ^^^  <^o^^ 

und  auf  ganz  Ähnliche  Weise 

eo$iu+v)=Vil  -a!')(l-y»)-  a;y=   .       ^  -  C^'  +  y*) 

An  dem  YorzeÜhen  des  letzten  Ausdrucks  erkennt  man ,  ob  die 
Bögen  u  und  v  zusammengenommen  einen  Bogen  des  ersten  oder 
des  sweiten  Quadranten  geben;  im  ersten  Falle  ist 

#  -f.  t>  =  aresin  {xV  1  —  y'  -f  y  V^l  —  x^) 
oder  vermöge  der  Werthe  von  u  und  t; 

7)  arcsinx  +  arcsiny  =  arcsin  (ojV^I  —  y'  +  y  V^l  t-  «0» 

«'  +  y*  <  1- 

Liegt  dagegen  tf  -|-  r  im  zweiten  Quadranten,  so  folgt 

I«  +  f?  =  jr  —  aresin  {xYl  —y^  +  y  Yl  —  x^) 
oder 

8)  aresin x  + arcsiny  =  71-^ aresin  (xYl—y^  +  y V"!  — «»), 

«*  +  y'  ^  1- 

Durch  eine  ganz  Ähnliche  Betrachtung  gelangt  man  zu  der 
Formel 

9)  arcsinx  —  arcsiny  =  aresin  (xYl  — y'  —  y  Vi—«*), 
bei    welcher   es  keiner  Unterscheidung  bedarf,   weil  die  Differenz 
zweier  Bogen  des  ersten  Quadranten  immer  zwischen  —  }»  und 
+  l9  liegt. 
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Ist  ferner  bei  swei  im  ersten  Quadranten  liegenden  Bögen  u 
und  V 

tanu  =:  Xf  mithin  u  =  arctanx^ 

tanv  =  2(t        «      V  =  arctany^ 
so  hat  man  • 

ta»  («  +  .)  = -^ü^JL^  =  iL±y. 

1  —  tan  u  tan  v        1  —  xy 

Im  Falle  xy  ^  1  ist,  liegt  u  •\'  v  im  ersten  Quadranten,  und 
dann  folgt 

+  x  -\-  y 

V  =  ardan  - — —^ 
l^xy 

oder  vermöge  der  Werthe  von  u  und  v 

X     1     f/ 

10)  arcfan  ä  +  arctan  y  :=  arc^an  ,         ^  , 

1  — icy 

xy  <  1. 

Wenn  dagegen  a;j/>>  1  ist,  so  fallt  u  -{-  v  in  den  aweiten  Qua* 
dranten,  und  man  hat  dann 

u  +  V  =  JC  —  arctan  — —^ , 
d.  L 

11)  arctanx  4-  ardany  =  ä  —  orcfan  — ^-^  , 

xy — 1' 

xy  >  1. 

Durch  eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  gelangt  man  zu  der 
Formel 

X  — ^  fi/ 

12)  aräan  x  —  ardany  =  ardan  - — j — ^, 

1  -f  xy' 

fär  welche  keine  Unterscheidung  nöthig  ist. 


m.     Continuit&t  und  Discontinuitftt  der  Functionen. 

Wie  bereits  in  Nr.  L  erw&hnt  wurde,  gelten  die  unabhängigen 
Yariabelen  jederzeit  als  stetig  veränderlich;  ob  diese  Eigenschaft  der 
Continuität  auch  den  abhängigen  Yariabelen  zukommt,  ist  dagegen 
eine  andere  Frage,  die  wir  jetzt  discutiren  wollen.  Zu  diesem 
Zwecke  betrachten  wir  die  Sache  unter  dem  geometrischen  Gesichts* 
punkte  und  denken  uns  die  Gleichung 

alB  Gleichung  einer  auf  rechtwinklige  Goordinaten  bezogenen  ebenen 


Fig.  1. 
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Corre;  sollte  letztere  aus  mehreren  Zweigen  bestehen,  so  fassen  wir 
jeden  derselben  einzeln  in's  Auge. 

Sind  nnn  in  Fig.  1  OÄ  =  a  und  OB  =  6  >  a  zwei  belie- 
bige Abscissen  und  AC  =  f(a) ,  B D 
=  f(b)  die  zügehörigen  Ordinalen ,  so 
können  bezüglich  des  GurTenstückes  CD 
nur  zwei  Fälle  eintreten;  die  Curve  geht 
nämlich  entweder  in  einem  ununterbro- 
chenen Zuge  von  G  nach  D,  oder  sie  er- 
leidet auf  dieser  Strecke  Unterbrechungen. 
Im  ersten  Falle  nennen  wir  f(x)  conti- 
nuirlich,  von  a;  =  a  bis  ^=5,  im  zwei- 
ten Falle  discontinuirlich. 

Die  genannten  Unterbrechungen  können  aus  verschiedenen  Ur- 
sadien  eintreten.  Es  ist  erstens  möglich,  dass/(a)  und  /(&)  reell 
sind,  dass  aber/ (2;)  fär  gewisse,  zwischen  a  und  h  liegende  Werthe 
ron  X  imaginär  wird.     Ein  Beispiel  hierzu  liefert  die  Gleichung 

weiche  sowohl  für  z  <C  l  alsfürap>>3  reelle  y,  dagegen  für 
1  <  «  <  3  imaginäre  y  liefert;  von  a;  =  J  bis  .-r  =  4  verläuft 
also  die  Curve  nicht  in  einem  Zuge.  Hierher  gehören  auch  die  Gur- 
ren mit  ieolirten  Punkten,  z.  B. 

y  =  {x^2)  y(a;-l)(x-3); 

diese  Curve  ist  gleichfalls  imaginär  zwischen  2;  =  1  und  o;  =  3,  be- 
sitzt aber  in  der  Mitte  des  genannten  Intervalles  einen  reellen  Punkt 
mit  den  Coordinaten  o?  =  2  und  y  =  0. 

Aber  selbst  in  dem  Falle,  wo  f(x)  von  2;  =  a  bis  o;  =  6  reell 
bleibt^  kann  eine  Discontinuität  eintreten,  sobald  nämlich  an  einer 
Stdle    OM=i  die  Ordinate  sprungweis  von  einem  Werthe  JKfP 


Fig.  2, 


zu  einem  anderen  MQ  übergeht 
(Fig.  2).  Zu  jener  Abscisse  gehören 
hier  plötzlich  zwei  verschiedene Or- 
dinaten,  während  ausserdem  jeder 
Abscisse  nur  eine  Ordinate  entspricht ; 
die  erste  Ordinate  MP  beschliesst 
die  bisherige  Reihe  der  Ordinaten, 
die  zweite  MQ  bildet  den  Anfang 
einer  neuen  Reihe.  Berücksichtigt 
man,  dass  jedes  a?  <;  |  durch  |  —  y, 
Bad  jedes  x  >  i  durch  |  +  d  dargestellt  werden  kann,  so  ist  es 
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nur  consequent,  die  Coordinaten  von  P  mit 

OJf  =  I  —  0.    MP  =/(!  —  0), 
und  die  Coordinaten  von  Q  mit 

ojjf={  +  o,   jfe=/(H-o) 

ZU  bezeichnen.  Demnach  kann  man  sagen,  die  Function / (x)  bleibt 
an  der  Stelle  a;  =  |  continuirlich,  wenn/(|  —  0)  =/(f  +  0),  sie 
wird  dagegen  für  a;  =  |  discontinoirlich,  wenn  /(§  —  0)  von/(|  -f-  ö) 
verschiedep  ist.  Indem  wir  den  Fall  ausschliessen,  wo/(a;)  zwischen 
x  =  a  und  X  =  h  theilweis  imaginär  wird,  haben  wir  nun  folgen- 
den Satz: 

Wenn  die  Differenz 

/(«  +  «)-/(*- y) 

mit  y  und  8  gleichzeitig  verschwindet,  und  zwar  bei 
allen  von  x  =  a  bis  o;  =:  5  gehenden  Werthen  des  x, 
80  ist  die  Function  f(x)  innerhalb  jenes  Intervalles 
continuirlich;  giebt  es  dagegen  zwischen  a  und  6  einen 
oder  mehrere  Werthe  des  x,  bei  denen  jene  Differenz 
sich  nicht  annullirt,  so  erleidet  f(x)  für  jeden  derar- 
tigen Werth  eine  Unterbrechung  der  Continuität. 

1  '         .     . 

So  ändert  sich  z.  B.  die  Function  f(x)  = discontinuir* 

X —  1 

lieh  beim  üeberschreiten  der  Stelle  o;  =  1|  denn  es  ist 

/(l-y)  =  -.l.  /(l-0)  =  -oo, 

y 

f(l+S)  =  +j,        /(l-fO)  =  +  oo; 

demnach  findet  hier  ein  Sprung  von  —  oo  nach  -\-  oo  statt. 
Ein  zweites  Beispiel  liefert  die  Function 

f(x)  =  2  4-  ordan r, 

x—l 

wobei  der  auf  S.  4    angegebene  Sinn  des  Zeichens  ardan  streng 
festzuhalten  ist.    Man  erhält 

/(l  —  y)  =  2  +  ardan  ^—  - j  =  2  —  arctan  ^, 

/(l  —  0)  =  2  —  arctan  oo  =  2  —  J  «; 

/(l  4-  3)  =  2  4-  ardan  -j-, 

/(l  4-  0)  =  2  -f  ardan  oo  =  2  +  |ä; 

an  der  Stelle  o;  =  1  geht  also  die  Curve  sprungweis  von  2  —  ^7t 
nach  2  -|-  |3C.     Ganz  ähnlicher  Art  ist  die  aUgemeinere  Fonction 
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/(x)  =  — jr 1 arctan 


2  «  X  —  a 

bei  welcher  an   der  Stelle  x  =  a  eine  diecontinuirliche  Aenderong 
Yon  /(a  —  0)  =  h  nach  /(a  -f  0)  =  c  eintritt 

DasB  eine  Function  auch  mehrmalige  Unterbrechungen  der  Con- 
tinoitAt  erleiden  kann,  zeigt  das  Beispiel  f(x)  =  tanx}  an  den  Stel- 
len «==  +  JjT,  +  l^r,  +  |;r  etc.  geht  n&mlich  tanx  von — ao  nach 
-f-  00  über«  wie  aus  den  Elementen  der  Trigonometrie  bekannt  iat. 

Diese  Erörterungen  lassen  sich  ohne  Mühe  auf  Functionen  meh- 
rer Yariabelen  übertragen.     Insbesondere  bei  Functionen  zweier  Ya- 
riabelen  ist  die  geometrische  Bemerkung  von  Nutzen,  dass  eine  stetig 
gekrümmte  Fläche  mit  jeder  Yerticalebene  eine  continuirlich  verlau- 
iende  DnrchschnittsUnie  bilden  muss. 


lY.    Die  Grenzwerthe  der  Functionen. 


Wenn  in  der  Function  —  die  Yariabele  x  in's  Unendliche  w&chst, 

X 

go  nimmt  der  Functionswerth  beständig  ab,  und  zwar  in  der  Weise, 
dasa  er  kleiner  als  jeder  noch  so  kleine  willkührlich  gewählte  Bruch 
werden  kann,  wofern  nur  x  gross  genug  genommen  wird.  Kürzer 
drückt  man  diess  durch  die  Worte  aus :  ,Bei  unendlich  wachsenden 

X  conyergirt  —  gegen  die  Null**  oder  „fiEkr  x  =  co  ist  der  Orenz- 

X 

werth  von  —  gleich  Null'' ;   die  letztere  Form  lässt  sich  in  einer 

Gleichung  darstellen,  wenn  man  die  Worte  „Grenzwerth  von''  irgend- 
wie abkürzt,  entweder  deutsch  durch  Gr.  oder  lateinisch  durch  Lim. 
(Ton  Itfiies),  und  man  schreibt  daher 

Lim  —  =  0 ,         für  d?  =  00  • 

X 

In  gleicher  Weise  convergirt  der  etwas  zusammengesetztere  Aus- 
dmck \^  h  gegen  die  Grenze  b,  d.  h. 

X 


Lhn  f |-l>j  =  6,        f&ra;=ao. 


Dem  entsprechend  bedeutet  die  Gleichung 

Limf(p)  =  If    («  =  op), 
daas  der  Unterschied  zwischen  der  Constanten  X  und  der  Function 
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f{x)  kleiner  als  jede  angebbare  Zahl  gemacht  werden  kann,  wenn  x 
iq'b  Unendliche  w&chst  Geometrisch  heisst  dies,  die  Carve,  deren 
Gleichung  y  =/(x)  bt,  hat  eine  in  der  Entfernung  k  parallel  aur 
4P- Achse  liegende  Asymptote. 

Der  Kürte  wegen  bezeichnen  wir  im  Folgenden  eine  anendlich 
wachsende  Zahl  mit  o»,  eine  gegen  die  Null  conrergirende  Zahl  da- 
gegen mit  d  oder  d.  Wir  wollen  nun  einige  Grenzwerthe  unter* 
suchen,  die  spftter  sich  ab  wichtig  zeigen  werden. 

A.    In  der  identischen  Gleichung 

£|m  +  l  — 5«»  4-1 

a  —  6 
=  «•  +  a*-»  h  +  a*-«  d'  4-  •  •  •  aft"»-*  +  6* 
möge  a  ^  b  sein;  die  rechte  Seite  erhält  dann  einen  zu  grossen 
Werth,  wenn  man  überall  a  statt  h  setzt,  mithin  ist 

J-— ^ <(«t  +  l)a- 

oder  durch  Weg8cha£Fung  des  Bruches  und  Vereinigung  aller  der 
Grössen,  welche  a"*  enthalten, 

1)  [«  —  (»»+  1)  («  —  V)]  a"  <  6-  +  1. 

Die  Snbstitutionen   a=l  -f— 16=1  +    — \ — r  erfüllen 

m  m  -|-  1 

die  Bedingung  a  >>  5  und  geben 

folglich,  wenn  der  Reihe  nach  m  =  1,  2,  3  etc.  gesetzt  wird, 

(•+f)'<('+^)*<('+f)"<- 

Man  ersieht  hieraus,  dass  der  Ausdruck  ( 1  -h  ~)  fortwäh- 
rend wächst,  wenn  o  das  Gebiet  der  natürlichen  Zahlen  durchläuft. 

Die  Formel  1)  giebt  femer  für  a  =  1  +  ^— ,  6  =  1,  m  =  n 

i(l  +  ^)'<loder(l  +  i;j)"<2 

und  durch  Erhebung  aufs  Quadrat 

'• 
<4- 


(•  +  i-J 
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Nach  Kr.  2)  ist  nun  uiiihso  mehr 

es  mag  also  m  gerade  oder  ungerade  sein,  jedenfaÜB  "beträgt  ( 1  -{ ) 

weniger  als  4.  Der  Ausdruck  (l  4"  ~~)  ^^^^  demnach,  trotz  sei- 
nes fortwährenden  Wachsthnms,  nicht  unendlich  gross«  und  muss 
desshalb  gegen  eine  bestimmte  endliche  Grenze  convergiren,  die  ^  2 
aber  <  4  ist.  Bezeichnen  wir  dieselbe  mit  6,  wo  nun  e  eine  zwar 
nicht  genau  bekannte,  aber  sicher  existirende  absolute  Zahl  ist,  so 
haben  wir  für  unendlich  wachsende  ganze  positive  o  die  Gleichung 

3).  i.»,  [(l  +  i)"]  =  e. 

Ist  o  keine  ganze,  aber  wenigstens  eine  positive  Zahl,  so  g^ebt 
es  immer  zwei  auf  einander  folgende  ganze  positive  Zahlen  6  und  x 
=  tf  4"  1»  zwischen  denen  o  liegt;  man  hat  dann 


1  +  ^>14-^>1  +  T. 

O  G}  X 


mithin  auch 


Zugleich  lässt  sich  o  unter  der  doppelten  Form  o  =  <}  -f*  ^ 
and  10  =  r  —  /}  darstellen,  wo  a  und  /S  ächte  Brüche  bezeichnen, 
die  sich  zur  Einheit  ergänzen;  die  vorige  Ungleichung  wird  dann 
zur  folgenden 

('+ir>o+»i)">('+r' 

wof&r  man  schreiben  kann 

Bei  unendlich  wachsenden  o  nehmen  auch  die  ganzen  Zahlen  <f 

und  X  in's  Unendliche  zu;  die  Ausdrücke  (  1  ~f  ~")  ^uid  ( 1  H"  ~~) 
convergiren  nach  Nr.  3)  gegen  die  gemeinschaftliche  Grenze  e,  und 
^  wwie  I  haben  die  NuU  ^  gemeinschirfUiohen  Grenze.    Hieraua 
zusammen  folgt  die  Gleichung 
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4)  Lm[{l^Ly]=e, 

welche  nunmehr  auch  f%br  nicht  ganze  positive  unendlich  wachsende 
CD  besteht 

Ist  CD  eine  negative  unendlich  werdende  Zahl,  so  kann  man 
o  =  —  (^4*  1)  setzen,  wo  q  eine  positive  unendlich  wachsende 
(ganze  oder  nicht  ganze)  Zahl  bedeutet;  man  hat  dann 

('+i)'=(-d^r"""=('+^y('+i)- 

Der  Grehzwerth  des  ersten  Factors  rechter  Hand  ist  e,  der  des 
sweiten  die  Einheit,  mithin  ergiebt  sich  wieder 

6)  Ln.  [(l  +  if]  =  e. 

und  damit  ist  bewiesen,  dass  die  vorstehende  Gleichung  ftir  jedes 
irgendwie  unendlich  werdende  d  gilt 

Der  numerische  Betrag  von  e  kann  nach  Nr.  5)  n&herungsweia 
berechnet  werden,  wenn  man  für  cd  eine  grosse  Zahl  setzt  und  die 
angedeutete  Potenzirung  ausfährt;  doch  erreicht  man  damit  keine 
bedeutende  Genauigkeit  Nach  einem  anderen  Verfahren,  welches  in 
§.  7  zur  Sprache  kommen  wird,  findet  man  sehr  leicht 

e  =  2,718281828459  .  . 

Nicht  selten  stellt  man  die  Gleichung  5)  in  einer  anderen  Form 

dar,  welche  dadurch  entsteht,  dass  man  —  =  d  setzt,  wo  nun  8  eine 

C9 

gegen  die  Null  convergirende  Zahl  bezeichnet;  es  ist  dann 

6)  XtmKl  +8)^]  =  e. 

B«     Indem  man  die  identische  Gleichung 

f^iyi^  =  lo,  [(1  +  «)7] 
beachtet,  gelangt  man  mit  Hälfe  von  Nr.  6)  zu  folgender  Formel 

7)  Lm  it =^log  e. 

C.     Wenn  d'  irgend  eine  gegen  die  Null  convergirende  Zahl 

bedeutet^  so  hat  a^  die  Einheit  und  a  —  1  die  Null  zur  Grenze;  man 
kann  daher 

a^—  1  =  *,  mithin  »  =  ^log  (l  +  S) 
setzen«     Hieraus  folgt 
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g-^--  1  _  i 1 

d  ^lag{l  +  S)  ~  ^log  (1  +  S) 

ö 
nnd  durch  üebergang  zur  Grenze  für  gleichzeitig  unendlich  abneh- 
mende ^  und  8 

8)  Lm  — ^ —  =  -t —  • 

D.    Die  Formeln  7)  nnd  8)  können  noch  znr  Bestimmung  des 

Grenzwerthes  von  / benutzt  werden,  worin  d  eine  irgend- 

wie  gegen  die  Null  convergirende  Zahl  bedeutet     Es  ist  nämlich 
identisch 

(1+d)^— 1  ai^foy(l  +  <y)— 1     logll  +  if) 


wobei  zur  Abkürzung  log.  statt  ^log.  geschrieben  wurde;  setzt  man 
weiter  iilog(l  •]-  S)  =  ^,  so  hat  man  auch 

(1  4-  g)^~  1  _  ..  a^-  1    %(l  +  g) 
«  "'^      -^      ■  d 

und  hierin  bedeutet  &  eine  Grösse,  welche  gleichzeitig  mit  8  ver- 
schwindet. Durch  Üebergang  zur  Grenze  erhält  man  unter  Anwen- 
dung der  Formeln  7)  und  8) 

£.     Wir  wollen   endlich  noch  die  Grenze  aufsuchen,  welcher 

sich  das  Yerhältmss     .      in  dem  Falle  nähert,  wo  ^  gegen  die  Null 

conTergirt  Denken  wir  uns  unter  d'  vorläufig  einen  beliebigen  Bo- 
gen des  ersten  Quadranten,  so  haben  wir  die  Ungleichung 

stnO<'&<*an6' 
und  umgekehrt 

1  Jl^        casd' 

mithin  durch  Multiplication  mit  stn^ 

Da  bei  yenchwindenden  ^  die  einschliessenden  Grössen  1  und 
cos  9  den  gemeinsdiafUichen  Werth  1  haben,  so  folgt 

10)  Ltm  —^  =  1. 
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Die  Formeln  7),  8),  9)  und  10)  genügen  für  die  spateren  Un- 
tersuchnngen. 


Y.    Die  AendernngBgescliwindigkeit  einer  Function. 

Schon  die  oberflächliche  Ansicht  verschiedener  Corven  zeigt 
mannich£ftltige  Arten  der  Ordinatenveränderung;  während  z.  B.  die 
Ordinaten  der  Parabel  fortwährend  zunehmen,  die  Cnrve  also  steigt, 
hat  die  Sinuslinie  (^  =  sinx)  unendlich  viel  Punkte,  in  denen  ein 
Uebergang  von  Wachsthum  zu  Abnahme  der  Ordinaten  stattfindet 
Ja  seihst  bei  Curven  von  gleicher  Gattung  können  die  Ordinaten- 
änderungen  auf  sehr  verschiedene  Weise  vor  sich  gehen.     So  z  B. 

steigen  die  Parabeln  y  =  yx  und  p  =  x^  gleichzeitig,  man  wird 
aber  von  der  zweiten  sagen,  dass  sie  rascher  als  die  erste  steigt, 
auch  findet  noch   insofern   ein  wesentlicher  Unterschied  statt,    als 
die  erste  Parabel  ihre  hohle  Seite,  die  zweite  dagegen  ihre  erhabene 
Seite  gegen  die  Abscissenachse  kehrt.     Um  nun  jenen  noch  unbe- 
stimmten Begriff  der  Geschwindigkeit  des  Wachsthums  festzustellen, 
betrachten  wir  vorerst  die  Gerade,  deren  Gleichung  y  z=i  ax  -^  h 
sein  möge.     Hier  ist  unmittelbar  einlenchtend,    dass  die  Steigung 
immer  dieselbe  bleibt;   ihr  Maass  kann  man  einfach   dadurch  ans- 
dräcken,  dass  man  angiebt,  um  wieviel  die  Ordinate  wächst,  wenn 
die  Abscisse  um  die  Einheit  zunimmt.     (Steigungen  von  Strassen 
werden  bekanntlich  auf  dieselbe  Art  ausgedrückt.)     Nehmen  wir  in 
Fig.  8  OM  =  X,  MP  =  y,  MN  =  PB  =  1,  so  ist  QE  die  ent- 
Fig.  8  sprechende  Ordinatenzunahme ,    also    die 

Steigung,  und  zwar  findet  man  leicht 

QB  =  tan  QPB  =  a; 
in  der  That  hängt  dieser  Ausdruck  ziicht 
von  X  ab  und  bleibt  daher  constant  iur 
alle  Punkte  der  Geraden. 

Denken  wir  uns  femer  eine  Curve 
durch  stetige  Fortbewegung  eines  Punktes 
entstanden,  während  gleichzeitig  die  Rich- 
tung der  Bewegung  sich  continuirlich 
ändert,  so  wird  die  momentane  Bewegongs- 
richtung  jederzeit  durch  die  zugehörige  Tangente  an  der  Corve  dar- 
gestellt Es  sei  nun  P  T  (Fig.  4)  die  Tangente  der  Curve  im  Punkte 
P  und  die  vorige  Construction  auf  diese  Tangente  angewandt,  so  ist 
OB  diejenige  Zunahme  der  (hrdinate  MP,  welche  der  Absciseensu- 
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nähme  MN  =  1  entsprechen  würde,  wenn  die  Curve  von  P  aus 
in  ihre  Tangente  yerliefe ,  also  in  die  gleichm&ssig  steigende  Gerade 


Fig.  4. 


M,   N 


P  T  überginge.  Nennen  wir 
wiedenim  Q  ^  die  Steigung 
der  Corve  im  Punkte  P,  so 
kommt  es  darauf  an,  den 
Winkel  su  finden,  welchen 
die  Tangente  PT  mit  der 
Abscissenachse  einschliesst; 
die  trigonometrische  Tan- 
gente dieses  Winkels,  mul- 
tiplicirt  mit  der  Längenein- 
hot, wäre  dann  das  gesuchte  Maass  für  die  Geschwindigkeit  der 
Tagung  oder  überhaupt  der  Aenderung. 

Zur  Kenntniss  des  genannten  Winkels  führt  die  Bemerkung, 
daas  eme  Gerade,  die  zwei  Punkte  einher  Curve  verbindet,  alsp  eine 
Secante,  zur  Tangente  wird,  sobald  die  Endpunkte  der  abgeschnitte- 
nen Sehne  zusammenfallen.  Demgemäss  verbinden  wir  den  gegebe- 
nen Cnrvenpunkt  P  mit  einem  aweiten,  willkührlich  auf  der  Curve 
gewählten  Punkte  Pi  und  bestimmen  zun&chst  den  Winkel  P| P  ü^=6^ 
welchen  die  Secante  FP^  mit  der  Abscissenachse  bildet;  unter  Ein- 
führung der  Bezeichnungen  OM  =  rc,  MP  =  y  =  f(x)  und  MMi 
=  8  erhalten  wir 


1) 


PU  ~        MMi         ~  d 

LtBMBea  wir  jetzt  Ö  in  Null  übergehen,  so  dreht  sich  die  Secante 
um  den  festbleibenden  Punkt  P  und  wird  für  d  =  0  zur  Tangente; 
gleichzeitig  verwandelt  sich  Ö  in  den  Winkel  zwischen  Tangente  und 
Abficisaenachso,  welcher  t  heissen  möge.  Wollte  man  in  Nr.  1)  ge- 
radezu d  =  0  setzen,  so  würde  man  rechter  Hand  das  unbestimmte 

und  nichtssagende  Resultat  -rr  erhalten;  man  thut  daher  besser  nur 

anzadeuten,  dass  schliesslich  d  =  0  werden  soll,  also  zu  schreiben 

_  r/(^  +  8)~  fix) 

~L  d 


2) 


tan  t 


J(«f=o) 


In  jedem  specieUen  Falle  bedarf  es  der  wirklichen  Ausführung 
der  angedeuteten  Operationen,  wie  die  folgenden  Beispiele  zeigen 
werden.     Fflr/(a;)-=  x^  hat  man  zunächst 
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mithin  f&r  d  =  0 

tan  t  =1  2x. 

Femer  iBt«  wenn/(aj)  =  Va*  —  «*  genommen  wird, 
tan  o  = V =  — ,y  — ;■/ 

mithin  für  A  =  0 

tanr  =  —  ,  j 

a*  —  Ä« 

Die  Formel  2)  setzt  stiUschweigend  voraus,  dass  d  den  Werth 
Null  erreichen  kömie;  diess  ist  zwar  bei  einer  ganz  willkührlichen 
Grösse  möglich,  würde  jedoch  in  dem  Falle  nnthonlich  werden,  wo 
d  abhängig  ist,  wie  z.  B.  wenn  es  einen  aliquoten  Theil  einer  ande- 
ren Grösse  ftusmacht.  Dann  bildet  aber  die  Null  wenigstens  die 
Grenze,  welcher  8  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  und  in  dem- 
selben Sinne  ist  t  die  Grenze  von  5,  mithin  wird  man  statt  der  Glei- 
chung 2)  schreiben 

Hierunter  ist  auch  die  Gleichung  2)  mitbegriffen,  wenn  man 
sich  in  den  Fällen,  wo  d  =  0  werden  kann,  vorstellt,  dass  8  seinen 
Grenzwerth  wirklich  erreicht  habe. 


DIFFERENTIALRECHNUNG. 


^chiomilch,  AnalysiS. 


Cap.  L 

Einfache    Differentiation. 

§.1 

DiffSarensen  und  Differentiale. 
Zufolge  unserer  einleitenden  Betrachtungen  ist  es  der  Quotient 

d 

dessen  Orenzwerth  eine  wichtige  Rolle  bei  den  Fragen  nach  den 
Aendemngen  einer  Function  spielt,  und  der  zugleich  eine  geome» 
irische  Bedeutung  gewinnt,  wenn  die  Gleichung  y  =/(a;)  als  Glei« 
drang  einer  ebenen  Curve  betrachtet  wird.  Das  häufige  Vorkom- 
men jenes  Grenewerthes  macht  nun  zunächst  eine  kurze  Bezeichnung 
deBselben  nöthig,  und  man  ist  daher  übereingekommen,  ihn  mit  f  (x) 
n  bezeichnen,  so  dass  also  die  Gleichung 

1)  /  (r^  =  Lm  li^JlJL^im. 

die  Definition  von  f  (x)  enthält     So  ist  z.  B.  nach  Abschn.  Y  der 
Einleitung 

weimf(z)  =  aa;  -f  5,  f'(x)  r=  a, 

•    f(x)  =  x\  f(x)  =  2x, 

Va^  —  x^ 

überhaupt  nennt  man/'(x)  die  abgeleitete  oder  derivirte  Func- 
tion im  Gegensatze  zu  der  ursprünglichen  Function  /(x). 

Eine  andere  Symbolik  ist  aus  der  Bemerkung  entsprungen,  dass 
die  Grösse  d,  welche  einen  Zuwachs  des  x  bedeutet,  auch  als  Unter« 
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schied  zweier  verschiedenen  Werthe  des  X  betrachtet  werden  kann, 
nämlich  als  die  Differenz  zwischen  dem  neuen  Werthe  x  -]-  i  und 
dem  froheren  Werthe  x.  Bezeichnet  man  Überhaupt  die  Differenz 
zweier  gleichartigen  Grössen  durch  ^,  so  ist  die  Differenz  zweier 
verschiedenen  Werthe  des  x  mit  ^g  zu  bezeichnen,  wobei  z/  den 
numerischen  Betrag  der  Differenz  darstellt  und  die  angehangene 
Marke  x  anzeigt,  dass  es  verschiedene  x  sind,  welche  um  ^  differi- 
ren.  Consequenter  Weise  bezeichnet  hiernach  ^^  die  Differenz  zweier 
verschiedenen  jf,  von  denen  das  eine  dem  x^  das  andere  dem  x  -\-  ^x 
entspricht;  vermöge  der  Gleichung  y  =/(x)  ist  dieses  /^^^/{x  -[-  ^x) 
—  /(x)  mithin 

•    ^r  _fix  +  ^x)-fix) 

Der  grösseren  Bequemlichkeit  wegen  pflegt  man  ^x  und  z/|/ 
statt  ^x  und  z/^  zu  schreiben,  wobei  man  sich  nur  zu  hüten  hat, 
z/o;  und  z/y  ftLr  Producte  anzusehen.  Die  Grössen  ^x  und  jJy 
heissen  die  Differenzen  von  x  und  y\  der  auf  der  linken  Seite  der 
Gleichung 

Zl  X  ^  X 

vorkommende  Quotient  wird  folglich  der  Differenzenquotient 
genannt 

Wenn  nun  d  =  ^^x  gegen  die  Null  convergirt»  so  nähert  sich 
auch  ^y  der  Grenze  Null,  und  daher  wird 

um  jedoch  die  beständige  Wiederholung  der  Sylbe  lAm,  zu  ersparen, 

dy  /iy 

schreibt  man  -r-  statt  Lim  -r— ,  also 

dx  /MX 

Hier  bedeuten  dx  und  dy  Differenzen,  an  welchen  die  Bedingung 
unendlicher  Abnahme  haftet;  derai-tige  Differenzen  heissen  Diffe- 
rentiale. Jedes  Differential  ist  demnach  nichts  weiter,  als  eine 
gegen  die  Null  convergirende  Differenz. 

Die  Gleichung  2)  sagt,  dass  der  Differentialquotient  und 
die  derivirte  Function  einander  gleich  sind,  dass  also  die  Yerscliie* 
denheit  allein  in  der  Schreibweise  liegt.     Durch  die  Benutzung  des 

dy 
Zeichens  -r~  werden  die  auszuführenden  Rechnungsoperationen  nur 

(iX 
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«ngedeutet,  während /'(or)  das  fertige  Resultat  angiebt,  s.  B. 

der  Sinn  der  Gleicbung  2)  ist  demnach  ein  gana  ähnlicher,  wie  s.  K 

bei  3«  =  9,  V2b  =  5  und  dergL 

Dem  Vorigen  zufolge  sind  der  Differenseiiquotient  und  sein 
Grenzwerth,  der  Differentialquotient,  so  lange  von  einander  verschie- 
den als  z/x  und  dy  endliche  Werthe  haben,  jedoch  beträgt  dieser 
unterschied  um  so  weniger,  je  kleiner  dx  und  jdy  genommen  wet^ 
den.     Setzt  man  daher 

80  ist  ^  eine  Grösse,  deren  Grenze  die  Null  wird,  sobald  ^/^nnd  dy 
gegen  die  Null  convergiren.     Aus  Nr.  3)  folgt  weiter 

oder  wegen  Nr.  2) 

Jy  z=if{x) /Ix -^  Q/Ix\ 
laseen  wir  ^x  und  ^y  wieder  gegen  die  Null  convergiren,  d.  h.  zu 
Differentialen  werden,  so  verschwindet  Q  und  es  bleibt 

4)'  dy=f{x)dx 

d.  L  je  kleiner  die  Aenderung  dx  ist,  um  so  genauer  wird 
die  Aenderung  dy  gleich  dem  Producte/'Ca;)  dx.  Die  geo« 
metrische  Interpretation  dieses  Satzes  lautet  (Fig.  4):  Je  näher  der 
Pimkt  Pi  dem  Punkte  P  liegt,  um  so  eher  darf  man  ihn  als  einen 
Ponkt  der  Tangente  P  T  ansehen.  Aus  der  Differentialgleichung  4), 
Terglichen  mit  Nr.  2),  geht  noch  hervor,  dass  man  mit  den  verän- 
derlichen, gegen  die  Null  convergirenden  Grössen  dx  und  dy  ebenso 
mnltiplicirt  und  dividirt,  als  wären  sie  bestimmte  Zahlen ;  hierin  be- 
steht ein  nicht  geringer  Yortheil  der  obigen  Bezeichnung. 

Nach  diesen  Erörterungen  kommt  es  nun  darauf  an ,  die  ver- 
schiedenen einfachen  und  zusammengesetzteren  Functionen  wirklich 
in  differenziren,  d.  h.  ihre  Differentialqnotienten  aufzusuchen.  Bevor 
wir  dazu  schreiten,  wollen  wir  noch  einen  Blick  auf  die  geometri- 
Bcbe  Bedeutung  der  derivirten  Function  werfen ;  namentlich  mögen 
die  Fälle  untersucht  werden ,  wo  die  ursprüngliche  Function  eine 
ebene  Fläche  oder  ein  Volumen  bedeutet. 

In  Fig.  5  (a.  f.  S.)  sei  OM  =x,  MP=/(x),  und  die  über 
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der  AbscisBe  Btehende  Fläche  B  OMP  =  F  (x)\  ändert  sich  dieAb- 
Bcisse  um  MMi  =  ^x,  so  ist 

F(x  +  Jx)  —  F{x)  =  Fläche  MMx  Pj  P. 
Diese  Fläche  kommt  einem  Rechtecke  gleich,  welches  ^x  zur 


Fig.  6. 


NM7 


men  und  es  bleibt 


Grundlinie  und  eine  zwischen  MP  und 
M\  P\  liegende,  wenn  auch  sonst  nicht 
näher  bekannte  Ordinate  N  Q  zur  Höhe 
hat;  demnach  istMMiPiP=NQ'^x 
und 

F(x  +  z/x)  -  F(x)  ^  ^^ 

^  X 

Bei  verschwindenden  ^rr  fallen  die 
drei  Ordinaten  MiPu  NQ  und  MP 
in    die    einzige  IfP  =  f(x)    zusam- 


F'ix)  =/(x). 
Die  derivirte  Function  bedeutet  also  im  vorliegenden  Falle  die 


Fig.  6. 


letzte  Ordinate. 

In  Fig.  6  sei  wieder 
OM  =  Xy  die  Quer- 
schnittsfläche MPQ 
=  tp  (x)  und  das  Vo- 
lumen, welches  zwi- 
schen den  Querschnit- 
ten OB  CundilfPC 
enthalten  ist,  =  ^  (x) ; 
der  Aenderung  MMi 
= ^x  entspricht  dann 
die  Volumenzünahme 
♦  («  +  Jx)  —  *(«)  =  Vol.-JifP  Q  ft  Pi  Ifi. 

Das  letztere  Volumen  lässt  sich  einem  Cylinder  vergleichen, 
welcher  ^x  zur  Höhe  (oder  Dicke)  und  einen  zwischen  MPQ  und 
JtfiP]  Qi  eingeschalteten  Querschnitt  zur  Basis  hat;  nennen  wir  8  die 
Fläche  dieses  mittleren  Querschnittes,  so  ist  das  Volumen  MP  Q  QiPiMi 
=  8.^x^  mithin, 

*{x-\-dx)^if{x)  ^^ 
dx 
Bei    verschwindenden  dx   fallen    die  Querschnitte    MxPiQ^ 
^z  ip(x  -{-  ^x)j  8  und  MP  Q  =  ^>(x)  zusammen,  mithin  bleibt 

if' (x)  =  ip  (x). 
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Besuchtet  man  die  unabhängige  Yariabele  x  immer  als  Ab- 
scisse,  so  hat  man  jetzt  folgende  Sätze: 

Der  Differentialquotient  eines  Yolumens  ist  des- 
sen letzter  Querschnitt;  der  Differentialquotient  einer 
ebenen  Curvenfläche  ist  deren  letzte  Ordinate;  der 
Differentialquotient  einer  Gurvenordinate  ist  die 
trigonometrische  Tangente  des  letzten  Berührungs- 
winkels. 


§2. 
Difibrentiation  der  einfachen  algebraischen  Functionen. 

I.  Differentiation  einer  Constanten.  Wenn  f{x)  für 
jedes  X  denselben  Werth  a  behält,  also  constant  bleibt,  so  ist  auch 
/(x  +  zfx)  =  a,  mithin  f(x  -|-  z/x)  —  f(x)  =  0.  Hier  findet 
bei  abnehmenden  ^x  weiter  keine  Aenderung  statt,  mithin  ist 

1)  i^  =  Oxmd  da  =  0. 

dx 

n.  Differentiation  der  Potenz.  Als  Differenzenquotien- 
ten von  xf^  erhält  man  augenblicklich 

/        Jx\f^ 
^{xf^  ^{x  +  dx)^--x^  ^V'^~r)    ^^^u-^l 
^x  ^x  ^x 

X 
^  X 

oder,  wenn  zur  Abkürzung =  5  gesetzt  wird, 

X 

^X  ö 

Wenn  nun  jdx  gegen  die  Null  convergirt,  so  hat  auch  S  die 
Kull  zur  Grenze,  und  der  rechter  Hand  stehende  Bruch  nähert  sich 
der  Grenze  fi  (s.  EinL  lY,  Nr.  9);  daher  ist 

2)  £^  =  ^a.iu-i   nnddixf)  =  iixl''-^dx. 

o  X 

m.  Differentiation  der  Exponentialgrösse.  Als  Diffe- 
renzenquotienten  von  a*  erhält  man 

^X  ^x  ^x     ' 
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nnd  diy-aas  folgt  nach  Formel  8)  in  Abschn.  IV  der  Einleitung 

3)  _i— i=(|'' 


dx  ^loge 

Gewöhnlich  stellt  man  diese  Gleichung  unter  etwas  anderer  Ge- 
stalt dar.  Man  denkt  sich  nämlich  die  Zahl  e  als  Basis  eines  Systems 
von  Logarithmen  und  bezeichnet  letztere  mit  einem  blossen  2,  so 
dass  immer  e'  -  =  xr  ist ;  man  hat  dann  auch 

e'«  =  a 

nnd  wenn  man  beiderseits  die  Logarithmen  der  Basis  a  nimmt 

la  .  ^Joge  =  ^Joga  =  1, 
woraus  folgt 

^  ^  U'      ""löge 

Hiernach  lautet  die  Gleichung  3) 

6)  -^  =  ö'?ö  und  d  (a')  =  a'la  dx. 

dx  ^     . 

Für  a  =  e  wird  diese  Formel  am  einfachsten,  nämlich 

6)  ^^  =  e'  und  d(e')  =  e'dxi 

€L  X 

man  nennt  desswegen  e*  die  natürliche  Exponential grosse. 

IV.  Differentiation  des  Logarithmus.  Der  Differenzen, 
quotient  von  logx  ist 

^logx       'log{x-\-dx)  —  Ugx  \         x  )     1 

^x  dx  dx  % 

X 

dx 

oder,  wenn  zur  Abkürzung mit  d  bezeichnet  wird 

X 

dlogx       Jog(l-\-S)      1 
dx  0  X 

Wenn  nun  dx  gegen  die  Null  convergirt,  so  ist  diess  auch  mit 
d  der  Fall,  und  zufolge  dessen  hat  der  erste  Bruch  rechter  Hand 
zur  Grenze  den  Werth  löge  (EinL  IV,  Formel  7);  diess  giebt 

^.  dlogx       löge 

7)  ,       = 

'  dx  X 

Bezeichnen  wir  mit  a  die  Basis  des  hier  vorkommenden  loga- 
rithmischen Systems,  so  können  wir  nach  Kr.  4)  löge  durch 

8)  ^  =  M. 


Cap.I.  §.3.  Differentiation  der  goniometrisclien  Functionen.  25 

enetsKen;  die  Grösse  Ma  Leisst  dann  der  Modalus  des  logarithini- 
tchen  Systems  der  Basis  a\  statt  Nr.  7)  haben  wir  jetzt 

dx  X  ^  X 

Am  einfachsten  werden  diese  Formehi  für  a  =  e  nämlich 

10)  -3—-  =  —  und  dlx  =  —  dx\ 

ax  XX  ,        . 

die  Logarithmen,  deren  Basis  e  ist,  nennt  man   desswegen  natür- 
liche Logarithmen. 


§.3. 
Differentiation  der  goniometrischen  Functionen. 

Unter  Anwendung  der  bekannten  goniometrischen  Formel 
sina  —  sinß  =  2cos  J(a  +  ß)  ^n  i(a  —  ß) 
erhalt  man  für  den  Differenzenquotienten  von  sin  u  folgenden  Aus- 
druck 

^smu 8in(u-\-  ^u)  —  sinu 2co8(u  +  l^fu)8inl^u 

oder,  wenn  l^u  kurz  mit  ^  bezeichnet  wird. 

Die  Grössen  z^«  und  %  convergiren  gleichzeitig  gegen  die  Null, 

— -  hat  die  Einheit  zur  Grenze  (EinL  lY,  Nr.  10),  mithin  ist 

* 

I;  — ; —  =  cöStt  und  dwn'^k  =  cosu  du. 

du 

Eine  ganz  gleiche  Behandlung  gestattet  der  Cosinus.     Unter 
Benutzung  der  Formel 

eosa  —  cosß  =  —  2sinl(a  +  ß)  sin\(tt  —  ß) 
erbalt  man  nämlich  für  |  jdu  =  ^ 

Jcasu cos(u-^-  ^u)  —  cos ti 28in  (u  +  ]^u)  gtn|z/u 

^u  du  du 

=  —  Sin  (tt  +  «•)  — g^ 

ud  durch  üebergang  zur  Grenze 

2)  —5 —  =  —  9%nu  oder  dcosu  =  —  stnu  du. 

'  du 
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Für  die  Secante  hat  man  zunächst 
^  secu 5CC  {u-^  jdfi)  —  sec  u cos  it  —  cos  {u  ^  /fu) 

^U  z/t*  cos  (tt -|- ^tt)C0Stt.  ^u 

2sm(u4-  l'^u)sinl^u sin (u  -\-  d)  sin O- 

COS(tt+ -^ttjCOStt.-^tt        cos(tt+ 2^)cosu         O" 
mithin 

^.  efsccu        stnt«     ,      ,  •       .        ■. 

3)  .'  — ; —  =  — -—  oder  dsecu  =  sec^u  stnu  du. 

du  cos^u 

Als  Differenzenquotient  der  Gosecante  ergiebt  sich 

d cscu       CSC (tt  4-  ^w)  —  cscu sin u  —  sin {u-\-  ^u) 

^u  ^u  sin {u-\-  du) sin u.du 

2cos(u-\'\^u)sin\du  cos(tt-|-'^)  sin9^ 

sini^-^-  d%C)sinu.du  sin{u-\-2d)sinu       Q" 

und  daraus  folgt 

^.  dcscu  cosu     ,      ,  o  j 

4)  — ; —  = T-T—  oder  dcscu  =  —  csc^ucosu  du, 

du  stn^  u 

Um  den  Differenzenquotienten  von  tan  u  in  eine  passende  Form 
zu  bringen,  machen  wir  Gebrauch  von  der  Relation 

.      «        Bin  ja  --  ß) 

tan  a^tanß  =^ ^ ^ 

'^        cosa  cosp 

und  erhalten 

Jtanu       tan(u-\'du)^tanu  1  sindu 

du  du  cos{u-\'  du)cosu       du 

sin  d  u 
Wenn  du  gegen  die  Null  convergirt,  wird  Lim  —i ^  1 

folglich 

dfanu  1        ,      -1^  o     j 

6)  — 5 —  =  — r-  oder  dtanu  =  scc^t»  du. 

'  du  cos^  u 

Mit  Hülfe  der  bekannten  Formel 

i  *  A  sinja^-^ 

stna  stnß 

erh&lt  man  auf  ähnliche  Weise 

dcotu cotiu-['du)  —  cotu 1 ^  sindu 

^u  du  sin  (u  +  ^t*)  stnu       du 

und  durch  Uebergang  zur  Grenze 

dcotu  _ l     ^^^^  ^^^^^  =—  csc'tt  du. 

'  Ott  sni^u 
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§•4. 
Differentiation  der  cyolometrisohen  Functionen. 

Zufolge  der  Definition  von  aresin  x  zieht  die  Gleichung 

u  =  aresin  X 
die  umgekehrte  Gleichung  nach  sich: 

sinu  =  x\ 
siu  der  geänderten  Gleichung 

11  -|-  ^^  =  aresin  (x  +  ^ix) 
erh&It  man  analog 

sin(u  -{-  jdu)  =  0?  +  /^x; 
ond  nach  diesen  Bemerkungen  kann  man  den  Differenzenquotienten 
TOD  aresin  X  in  folgender  Form  darstellen 

^  aresin  X aresin  (x  +  ^x)  —  aresin  x 

^x  ^  X 

Ju  1 

sin  {u  +  du)  —  sinu       sin  (u  +  du)  —  sinu 

du 
Der  Nenner  des  letzten  Bruches  ist  der  Differenzenquotient  von 
m«  und  geht  in  den  Differentialquotienten  eosu  über,  wenn  d x 
und  du  gegen  die  Kuli  convergiren;  man  hat  daher 

daresinx 1 1 

dx       ~7ösu~  Vi— stn^tt 
oder,  weil  sinu  =  o?  ist, 

,.         daresinx  1  ,        .  1         , 

I)         — :; =  ,.  ,     darcstnx  =  ^.  dx. 

dx  Vi  — aj«  Vi— «2 

Da  unter  aresin  x  ein  Bogen  zvrischen  —  |ff  und  -h  1^  ^^f* 
standen  wird  und  jeder  Bogen  dieser  Art  einen  positiven  Cosinus 
hat,  so  iKt  das  vorkommende  Wurzelzeichen  immer  positiv  zu  nehmen. 

Ein  ähnliches  Verfahren  wäre  zur  Differentiation  von  arecosx 

anwendbar,  man  gelangt  aber  kürzer  zum  Ziele,  wenn  man  von  der 

Rdation 

arecosx  =  |^  —  aresinz 

Gebrauch  macht;  es  ergiebt  sich 

d arecosx arecos  (x  +  dx)  —  arecosx 

d^  dx 

aresin  (x  -f-  dx)  —  aresinx daresinx 

•    dx  ^x 
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mithin  auch  beim  Uebergange  zur  Grenze 

d  arccos  z d  aresin  x 

dx  dx 

d.  L 

«v  d  arccos  X  1  _  1         . 

2) = — , y  ,     darcc<>sx  =  —  , .  dz. 

dx  Vi  —  x^  Vl—x^ 

Um  femer  die  Function  i«  =  arctcmx  zu  differenziren ,  geben 
wir  von  folgenden  vier  Gleichungen  aus 

u  =  arctanx  ,  tanu  =  x 

u  +  -^t*  =  arctan  (X'\-  jJx)  f    tan  (i*  +  -^  u)  ==  ä  -f  ^^  ar, 
und  stellen  mit  Hülfe  derselben  den  Differenzenquotienten  von  arctan  x 
in  nachstehende  Form 

darctanx arctan  (x^  ^x)  —  arctan x 

jJx  ^x 

^ 1 

tan  (u  -f-  ^u)  —  tanu       tan  (u  -f-  ^u)  —  tanu 

Der  letzte  Nenner  ist  der  Differenzenquotient  von  tanu  und 
geht  in  den  Differentialquotienten  sec^u  über,  wenn  ^x  und  ^u 
gegen  die  Null  convergiren;  diese  giebt 

d  arctan  x     ^     1      1 

dx  sec^u       1  +  tan^u 
oder,  weil  tanu  =  rc  ist, 

^.          dardanx            1  j      .                  1       , 

Die  Differentiation  von  arccotx  lässt  sich  mittelst  der  Formel 

arccat  x  =z\n  —  ardan  x 

auf  die  Differentiation  von  ardan  x  zurückfuhren;  man  findet 

^.          darccotx  1  ■,         ^  1       , 

4)         — 5 = — -rn — ;t     d  CNTccat  X  =  —  -—. — rdx. 

Setzt  man  u  =  arcsecx  mithin  sectt  =  x,  so  gelangt  man  leicht 
zu  der  Gleichung 

darcsecx arcsec  (x  +  ^x)  —  arcsecx 

dx  dx 

du^ 1 

sec  (u-^du)  —  secu       Jsecu 

Ju 
woraoi  doroh  üebergang  zur  Grenze  folgt 
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darcseex  ^___      1      1 1 

dx  dsecu        sinu        ^ecu  Vsec^t^ —  1 

du         eas^u 
iL  wegen  secu  =  x 

..        darcseex  1  _  1  , 

0)        — =    ,y  y     darcseex  =    ,/  dx. 

dx  xVx^—l  «V««— 1 


Mit  Hülfe  der  Relation 

arccsex  =  \it  —  arcsecx 

gelangt  man  endlich  noch  zu  der  Formel 

..     darccscx                    1                _  1  , 

6)     — = ^,  ,    darccscx  = ,  dx. 

^^  xVx*--l  xVx^—l 

Nachdem  hiermit  die  Differentiation  der  einfachen  Functionen 
erledigt  ist,  hahen  wir  uns  nun  mit  der  Differentiation  zusammen- 
gesetzter Functionen  zu  beschäftigen. 


§.6. 
IHfferentiation  der  Aggregate,. Producte  und  Quotienten. 

I.  Sind  A  und  B  Constanten,  u  und  v  Functionen  der  unab- 
h&Dgigen  Yariabelen  x,  so  bildet  das  Aggregat  Au  -^  Bv  eine  zu- 
^^nunengesetzte  Function  von  x^  welche  u.  A.  die  Summe  u  -^  r, 
die  Differenz  u  —  v  und  das  Product  Äu  als  specielle  Fälle  in  sich 
Qitiuilt  Die  Aenderung  des  x  hat  gleichzeitige  Aenderungen  von  u 
ood  V  zur  Folge  und  es  ist  demnach  der  Differenzenquotient 

^{Au -\-Bv)  _Ä(u  +  ^u)  +  J  (y  +  ^v)  —  iÄu  +  Bv) 
Jx  ^x 

^u  ^v 

^x  dx 

Je  kleiner  dx  ist,  desto  weniger  untei*scheiden  sich  die  Diffe^ 
fenzecqnotienten  --^  und  --7—  Yon  den  entsprechenden  Differential- 

^tienten,  und  man  kann  daher 

du  ^   I  ^p  dv   . 

■^  ~  da?  ^  *^*  Jx~dx'^^^ 

■stieii,  wo  pi  und  Q%  nicht  näher  bekannt  sind,  aber  gleichzeitig  mit 
^'  g^gen  die  Null  convergiren.     Dia  vorige  Gleichung  wird  jetzt 
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— zi —  =^  d^  +  ^  di  +  ^*«  +  ^<'» 

nnd  hieraus  folgt,  indem  man  zur  Grenze  für  verschwindende  ztx^ 
Qi  und  Qi  übergeht 

1)  iM^±M=jipL  +  B^ 

dx  dx  dx 

oder  auch 

2)  d  {Au  -^  Bv)  =  Adu  ■\'  Bdv. 

Für  B  =  +  1,  B  =  —  1  und  jB  =  0  liefert  die  Formel  drei 
specielle  Gleichungen,  die  man  leicht  in  Worte  fassen  und  als  Regeln 
aussprechen  kann. 

Mittelst  derselben  Schlussweise,  die  zur  Formel  1)  fiihrte,  ge- 
langt man  auch  zu  dem  allgemeineren  Resultate 

^^       Tx =^d^  +  ^d^  +  ^d^  +  " 

worin  das  Aggregat  Au  -{-  Bv  -^  etc.  aus  einer  beliebigen  end- 
lichen Menge  von  Summanden  zusammengesetzt  sein  darf;  für  eine 
unendliche  Menge  derselben  gilt  aber  die  Formel  nicht  ohne  Weite- 
res, weil  es  in  diesem  Falle  fraglich  bleibt,  oh  AQi  -\-  Bq2  -^  CQz 
-^  •  •  •  in  inf.  die  Null  zur  GreAze  habe,  wenn  pi,  9s,  Qz  •  •  •  E^BI^^ 
die  Null  convergiren. 

Mittelst  der  Formel  3)  kann  die  Differentiation  jeder  zusammen- 
gesetzten Function  ausgeführt  werden,  die  sich  in  ein  Aggregat  ein- 
facher Functionen  auflösen  lässt.     So  hat  man  z.  B. 

d  [(g  +  hxY]  _  d  [g»  +  Za^x  +  3a5«a;»  +  6»x«] 
dx  dx 

dx      ^  dx     ^  dx      ^  dx 

=  3g«6  +3g5«.2a?    +  5«  .  3»' 

=  35  (g»  -f  2a}>x  +  5«rc«)  =  3d  (g  +  hx^. 
Ein  zweites  Beispiel  ist 


(i^") 


<?  (1  +  g  +  a?»  +  g»  +  •-'  +  a?*  " ') 


dx  dx 

_d(l)    .    IM    .    1^)    .  I    djx--^) 

~  dx    ^    dx    "^    dx    '^         "^       dx 
=  1     -f    2g    +  •••  +  (n  — 1)«»-«. 

n.     Sind  wieder  u  und  v  Functionen  der  Yariabelen  x^  ao  hat 
man  als  Pifferenzenquotienten  des  Productes  uv 
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d  (uv) (u  +  Ju)(v  +  ^v)  —  UV 

Jv    ,       du    ,    du     dv      ^ 
dx  dx        dx     jdx 

Die  Grenzwerthe  von  — r—  ,  — r—  und  ^a:  sind  der  Reihe  nach 

dx     dx 

--  ,  -r—  nnd  NuJl;  mithin  wird 
ax     aas 

d(ttt;)  iv    ,      du 

dx  dx  dx 

5)  (l(«t;)  =  tt  dv  +  vdtt. 

Als  Beispiel  diene  der  Fall  u  =  x'^^  v  =  x^\  man  erhält 

^^^  =  x'ßxf-'  +  xP  ax"-^  =  («  +  Ä  «"  +  ''-' 

vie  nch  auch  direct  ergieht,  wenn  o^'^rc^  in  ^''i^  zusammengezogen 

wird. 

IIL    Behufs  der  Differentiation  des  Quotienten  —  bilden    wir 

u 

zunächst  den  Differenzenquotienten 

^  /v\        V  +  dv         V  dv         du 

d  \  — )        — ' —  —        u —  f>  — 3— 

\u/ u  +  du        u dx         dx 

dx  dx  (<*  +  ^^)  ^ 

erhalten  durch  Uebergang  zur  Grenze 

du 
dx 


6)  a(L)    ;§!_, 

\u/  dx 


dx 

oder 

7) 

<i) 

Sttnach  ist  2. 

B. 

—  vdu 


(1  —  x*\ 

Vi  —  g/  _  (1  —  g)  (—  na;»- ')  —  (1  —  a;")  (—1) 
dx         ~  (1  —  «)* 

1  —  nx"  ~  '  +  (n  —  1)  x* 

—  (1  -  xy 

Derselbe  Ausdruck  wurde  schon  in  Nr.  I.  auf  anderem  Wege 
differenzirt;  vergleicht  man  beide  Differentialquotienten  mit  einander, 
Bo  hat  man  die  neue  Summenformel 
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1  +  2«  +  3««  +  4ic»  H +  (n  —  l)x»-« 

1  —  na?»~^  +  (n  —  l)a?* 

-  (1  -  o:)« 

Ueberhaupt  Iftsst  sich  aas  jeder  analytischen  Gleichung,  die  eine 
willkührliche  Yariabele  enthält,  immer  eine  neae  derartige  Gleichung 
darch  Differentiation  in  Beziehung  auf  jene  Yariabele  ableiten. 

§.6. 
Differentiation  der  Functionen  von  Functionen. 

Wenn  jer  eine  Fanciion  von  y^  und  y  wieder  eine  Function  tod 
X  ist,  so  hat  man  zwei  Gleichungen 

welche  sich  auch  in  die  eine 

2)  t=fiq>(xy] 

zusammenziehen  lassen.  Ebenso  kann  umgekehrt  eine  Gleichung  der 
letzten  Art  in  zwei  Gleichungen  von  der  obigen  Form  zerlegt  wer- 
den, z.  B.  0  =  log sinx  in  g  =  log y  und  y  =  sinx.  Einer  Aende- 
rung  des  x  entsprechen  nun  Aenderungen  von  y  und  xr,  mithin  ist 
nach  Nro.  1) 

^x  ^x  ' 

dafür  kann  man  schreiben 

^^^/[y  +  ^y]-/[y]    ^y 

/ix  ^y  Jx^ 

und  hier  ist  der  Differenzenquotient  Yon/[y]  ebenso  gebildet,  als 
wenn  y  eine  unabhängige  Yariabele,  mithin  /i y  eine  willkührliche 
Zunahme  des  y  wäre.  Gehen  wir  nun  in  der  vorigen  Gleichung  oder 
in  der  folgenden  mit  ihr  identischen 

z/jf         /Jg     ^y 


^x        ^y     ^x 

zur  Grenze  aber, 

SO 

gelangen  wir  zu  der  Formel 

2) 

dg  dg     dy 

dx        dy     dx* 

oder 

3) 

dg     dy 
dg  —  -j-  '  ^  '  dx. 
dv     dx 

von  Functionen.  33 

...  d/s 

Demnach  erhält  man  den  Differentialqnotieiiten  -3^,  iKrenn  man 

dx 

tat  den  Differentialqaotienten  -r—  so  bildet,   als  wäre  y  eine  unab- 

hängige  Yariabele,  und  ihn  nachher  mit  -r^  multiplicirt;  die  Werthe 

s  dz 

dg  dy 

▼on  -T—  nnd  -r—  leitet  man  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  1)  ab. 
d^  dx  ~o        / 

In  der  Anwendung  auf  das  Beispiel 

gestaltet  sich  die   Sache  folgendermaassen.     Statt  der  vorstehenden 
Gleichung  schreibt  man  die  beiden  Gleichungen 

und  erhält  daraus 

mithin  durch  Multiplication  dieser  Differentialquotienten 

-r--  =  hnpyP'~^x*''^ 
ax 

oder  endlich,  wenn  man  für  y  und  g  ihre  Werthe  setzt, 

-i^^ — 3 i-d  =  inp  (a  +  hx*)P     ^a:*     \ 

dx 

Bei  mehrfacher  Uebung  in  diesem  Verfahren  wird  man  finden, 
<li88  es  nicht  nothwendig  ist,  die  Variabelen  y  nnd  g  in  Rechnung 
la  bringen,  weil  sie  später  doch  wieder  daraus  verschwinden ;  viel- 
mehr kann  man  diese  Substitutionen  im  Gedächtnisse  behalten  und 
dadurch  eine  wesentliche  Abkürzung  herbeiführen.  Auch  ist  es  be- 
qaemer,  nicht  gleich  auf  die  Entwickelung  des  Differentialquotienten 
Musugehen,  sondern  vorläufig  erst  das  Differential  der  gegebenen 
Fonction  zu  suchen.  So  würde  man  bei  dem  vorigen  Beispiele  sa- 
g«:  analog  d  (yf)  =  pyP  -  ^dy  ist 

d[(a  -f  6x")p]  =p  (a  +  hx'^y  -  «  d(a  +  6a;») 

=  p  {a  +  hx'^y  -1  6df(a;") 

c=  p  (a  +  hx'')P~  '  hnx^'-  'dx, 

vas  mit  dem  früheren  Resultate  übereinstimmt. 

Als  zweites  Beispiel  diene  die  Differentiation  von  X*.  In  der 
Form  einer  Exponential grosse  dargestellt,  ist  dieser  Ausdruck 

Scklftmlleb,  Analysls.  3 
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naoh  der  Regel  d(e^  =z  e^dy  erhält  man  daraus 

d(x*)  =  e^'^'dixlx) 

=  e*^'(xdlx  4-  Ix  dx) 

=  e***(x  — dx  +  Jxdx\ 

=  x*{\  4-  lx)dx. 

Auf  demselben  Wege  gelangt  man   zu  der  folgendeu    kleinen 
Formelsammlung,  welche  später  von  Nutzen  sein  wird: 

.[^Ka  +  M]  =^. 

dx 


~  (a  +  hx)'^' 
ßx'\  dx 

dx 

—  a^^ß^x^' 
xdx 


^L      b(a  +  hx)\ 

^  I  — 3  arctan  —  1 
L«P  a  J 

-  r2Va  +  hx]  _        dx 

p(/3a;  4- Vft^  +  /?^a;')]       _  <^^ 

,  r  1  .     /^a:]  Ja; 

Iß  « J  y^a  —  /32a;' 

^  rV^g  +  5x^1  _        xdx 

L         ö         J  ~  /a  +  daj2' 

^  r ^        1  =         ^^ 

La  /a  +  &a;2J  V(a  +  hx^y 

^  r 1 1  xdx 

d  [x  Ja?  —  «:]  =   la;  (la?, 

d  [—  2  costt]  =  tanu  du, 

d  p  sin  u]  =  CO«  t<  dtt, 


I2rcß\a  -  ßianuj]         ~ 


du 


a'Uos^u  4-  ß^sin^v" 

iju 

a^cos^u  —   ß'^sin'^u 
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§.  7. 
Anwendungen  der  vorigen  Formeln. 

I.     Wenn  m  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  liefert  die 
wirkliche  Ausführung  der  durch  (1  -f"  ^)"  angezeigten  m  Multiplica- 
tionen  ein  Besultat  von  der  Form 
1)   (1  +«)*=  1  +  OiiJ  +  Ci»2  +  CSs»«  H +  C«aj«, 

worin  Ca  9  ^  i  C^ ,  .  .  .  C«,  gewisse,  vorläufig  noch  unbekannte  Zah- 
iencoefficienten  bedeuten«  Um  sie  zu  bestimmen,  differenziren  wir  bei- 
derseits, und  erhalten 
m(l  4-  a;)«-^  =  iCi  +  2  C^a;  +  SCa««  +  •••  +  m  C«a?«-'- 

Diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit  1  -f*  ^«  die  Gleichung  1) 
dagegen  mit  m,  dann  sind  die  linken  Seiten  der  beiden  neuen  Glei- 
chungen dieselben,  mithin  müssen  auch  die  rechten  Seiten  gleich 
sein,  d.  h. 

=  «4-  mCiX  +mC2«'  +*»Cya;*  +  •  •  • 

Die  vorstehende  Gleichung  kann  aber  fiir  jedes  beliebige  x  nur 
dann  bestehen,  wenn  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen  von  x  gleich 
sind;  es  ist  dalier  der  Reihe  nach 

^         ^  m  —  2         m      m  —  Im  —  2 
^  ~  ^        3       ~  T     ~2  3 

tu    8.    W. 

Durch  Sabstitution  dieser  Goefficientenwerthe  erhält  man  aus 
Nro.  1)  die  Gleichung 

^)[i+xy'  =  i+—x+  — — - — x^-\ — - — ~ ä'h — 

welche  den  Namen  des  binomischen  Satzes  für  ganze  positive 
Eiponenten  fuhrt.  Die  darin  vorkommenden  Coefficienten  heissen 
Binomialcoefficienten  und  werden  am  zweckmässigsten  auf  fol- 
gende Weise  bezeichnet: 

(fii)o  =  1,  («),  =  — ,  (w)j  =       \     2       


fw(m  —  l)(;n  —  2)  .  .  .  (m  --  [fe  —  1]) 

1  ■^•«/••«•f( 


3* 
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Setzt  man  x  =  —  und  multiplicirt  beiderseits  mit  a"*,  so  ge- 
langt man  zu  der  Formel  -  * 
3)    (a  +  &)"*  =  (»Ooa»»  +  (w),  a«  -  *  b  +  (m)^  o«  -  H«  +  •  •  • 

mittelst  deren  jede  zweitheilige  Grösse  auf  eine  beliebige  ganze  po- 
sitive Potenz  erhoben  werden  kann. 

Die  Gleichung  2)  dient  auch  zur  Berechnung  der  Zahl  e,    wenn 

X  =  —  genommen  und  m  als  unendlich  wachsende  Zahl  betrachtet 

Hl 

wird.     Man  erhält  zunächst 

V+W  ='  +  T  +  -i-r  + iT2T3 ^- 

V m/V  m  J      \  m     ) 

^  1     2  .  3  ...  w 

wobei  die  rechte  Seite  m  '\-  \  Summanden  zählt.  Verstehen  wir 
unter  li  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  <;  m,  so  können  wir  die 
rechte  Seite  in  zwei  Theile  zerlegen,  deren  erster  die  A;  -{-  1  ^  orstou 
Summanden  enthält,  während  der  zweite,  welcher  "R  heis'^en  möge, 
den  noch  übrigen  Rest  von  m  —  Ä;  Summanden  umfasst;  dies  giebt 

"  ^  "^  1  +  1.2   + n + 

•  '  •    "T   — ^— — ^^— — ^— ^— — ^^—    -|-    iJ, 

1  .2...(Ä;  -I-  1)  I    ■*"    fc  +  2     + 


(._i±i)...(._ 


tn  — 


^  (k  +  2)  .     .m 

In  der  zuletzt  eingeklammerten  Summe  ^nd  die  Zähler  aller 
Sammanden  positive  ächte  Brüche;  setzen  wir  statt  derselben  duixsh- 
weg  die  Einheit  und  nehmen  statt  der  Nenner 
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i  f  2,      (fc  +  2)  (Ä  +  3), .  .  (3b  +  2)  (Ä;  +  3)  .  .  .  f» 

die  kleineren  Nenner 

i  +  i,    (fc -I- 1)», . . . '.  («  +  i)«-»-», 

80  erhalten  wir  zu  viel,  mithin  ist  die  erwähnte  Summe  kleiner  als 

Vx^  +  1/ 


,m  —  il 


1 


Aj  +   1  *  Ä   +   1 

Andererseits  beträgt  jene  Summe  mehr  als  Null,  sie  liegt  also 
iwiachen 

0  und ' —     =       T 

1 }—  * 

Ä;  +  1 

k  4-  1 
and  kann  folglich  =  s  — - —  gesetzt  werden,  wo  €  einen  nicht  nä- 

K 

iier  bestimmteD  positiven  ächten  Bruch  bezeichnet;  es  ist  dann 

,  ,  ('-^)('-^)-0-^)  . 

Gehen  wir  nun  in  den  Gleichungen  4)  und  5)  zur  Grenze  für 
aBendlich  wachsende  m  über,  ohne  die  Zahl  k  zu  ändern,  and  be- 
rücksichtigen die  Gleichungen 

Lim  —  =  lAm  —  =  -  .  •  •  =  lAm  —  =  0, 
191  m  ffi 

»  gelangen  wir  zu  folgender  Formel 

e  =  1  4-  —  -I 1 U  .  .  .     -I 1 +  B, 

1  « 

!•«•«>••      IG        K 

vorin  k  eine  beliebige  endliche  positive  ganze  Zahl  ist.  Indem  man 
^  e  einmal  die  Null,  das  andere  Mal  die  Einheit  setzt,  erhält  man  zwei 
verschiedene  Summen,  zwischen  denen  e  liegt;  weil  aber  22  beliebig 
klein  gemacht  werden  kann,  wenn  man  k  gross  genug  wählt,  so  las- 
^  sich  jene  Summen  einander  beliebig  nahe  bringen  und  liefern  den 
Werth  von  e  so  genau,  als  man  es  verlangt    So  iat  z.  B.  für  X;  =  10 
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'   +  T  +  1^  +  •  •  •  +  1     2.\.10  =  2.7182818011 

^  =■■  1.2'..  10  •  iö  -  0.0000000276  •  .. 

mithin  für  «  =  0  und  fi  =  1 

2,7182818011  <  e  <  2,7182818287, 
womit  e  auf  sieben  Decimalstellen  genau  bestimmt  ist. 

IL    Setzt  man  zur  Abkürzung 

80  findet  man  sehr  leicht  folgende  zwei  Relationen 

Pn^i  =  Pn  —  Qn  tonu,        Q^  ^  ^  =  Q^  ^  P^  tanu', 

von  den  Werthen  Po  =  1  und  Qq  =  0  ausgehend,  kann  man  diese 

Formeln   der  Reihe  nach  für  n  =  0,  1,2,3,...  anwenden  und 

erhalt 

P,  =  1  ,  Qi  =  t^nu, 

P,  =-  1  —  ton'tf,  Q-2  =  2  tenii, 

P3  =  1  —  3  ton*tt,  ^3  =  3  tanu  —  ton'tf, 

P4  =  1  —  6  tan^u  -f  ton*«,     ^4  =  4  tanu  —  4  tan^u^ 

Die  vorstehenden  Gleichungen  berechtigen  zu  4em  allgemeinen 
Schlüsse,  dass  für  jedes  ganze  positive  m  sein  werde 

6)  P,  =  ^^^ 

=  1  —  Cj  tan^u  +  Ci  tan^u  —  C«  ian^'u  +  •  •  •  •  t 

=  Ci  tanu  —  Cg  tan^u  +-  C^  ian^u  — 

worin  Ci ,  C9 ,  C3  etc.  gewisse  vorläufig  unbekannte  Zahlencoefficien* 
ten  bedeuten.  Um  diese  zu  bestimmen,  differenziren  wir  jede  der 
vorigen  Gleichungen  und  bemerken  dabei,  dass 

dPn, 


du 


=  —  w  ö«  4-  mP^  ton«, 


dUan^u)       ,  .     »     , 
— ^-- — i  =  fc  tan*  ~  *  tt  sec*  u 
du 


Cap.  I.    §.  7.    Anwendungen  der  vorigen  Formeln.       39 

ist,  wie  sich  bei  wirklicher  Ausfühnmg  der  Differentiation  leicht  fin- 
det; wir  erhalten 

8)  —  wPm  tanu  -\-  mQm 

=  (2Ciianu  —  4 C4  tonnte  +  eC^tan^u  —  .  .  .  )  sec^u, 

9)  mPm  +  fi^Qin  tan  u 

=  (1C|  —  3  Cstan^u  +  5  C^fa»*«  —  7  Gitm^u  +  •••)  sec^u. 

Moltipliciren  wir  die  erste  Gleichung  mit  tanu  und  ziehen 
das  Product  von  der  zweiten  Gleichung  ab,  so  bleibt  linker  Hand 
mP»  (1  4-  ian^u)  =  mP«  sec^u  übrig,  wobei  sich  der  Factor  sec^u 
hebt;  gleichzeitig  setzen  wir  statt  P^  den  in  Nro.  6)  verzeichneten 
Ausdruck  und  gelangen  so  zu  der  Gleichung 

10)  m  —  m  C2  ian^u  +  m  C4  tan^u  —  m  C^  ian^u  4-  •  *  • 
=  1  Q  _  (2  Ci  4.  3  Cli)tan^u  +  (4  Ci  +  5  Ci)tan^u 

.—  (6  Co  +  1  Ci)tan^u  +  ••  ' 

Das  Seitenstück  hierzu  ergiebt  sich,  wenn  wir  aus  den  Gleichun- 
gen 8)  und  9)  die  Grösse  P^  eliminiren  und  statt  des  übrig  bleiben- 
den Qm  den  in  Nro.  7)  verzeichneten  Ausdruck  setzen ;  es  wird 

11)  m  Citanu  —  m  Cztan^u  4-  fnC^tan^u  —  •  •  • 
=  (1  Gl  +  2  G2)tanu  —  (3  ft  +  4  Cijtan^u 

+  (5  C5  +  6  Ce)tan^u  — 

Vergleichen  wir  nun  wechselweise  in  10)  und  11)  die  Coefficieu- 
ten  gleicher  Potenzen  von  tan  u, .  so  erhalten  wir 

^           IW      —          ri   ^  —  ^          w      tw  —  1 
Q,  =  — ,  Q  =  C  —^—  = 2—' 

^         ^  m  —  2         m      m  —  \     m  —  2         . 

04  =  0« =  —  • •  — T. — ,u.s.f. 

^        ^       3  1  2  3      ' 

woraoB  augenblicklich  hervorgeht,  dass  Ci ,  Cs,  Cz  etc.  mit  dem  Bi- 
DomialcoeiEcienten  (ni)i,  (m)2,  {rn)z  etc.  identisch  sind.  Demnach  ha- 
ben wir  nach  Nro.  6)  und  7)  folgende  Formeln 

12)  — - —  ==  (*»)o  —  (mutan^u  +  (mutan^u 

C08^  U  I     N    /t 


—  (m^tan^u  + 


13)  =  (w)i  tanu  —  (m)^  tan^u  +  (m\  tan^u  —  •• 

cos"*  U  1     \    /« 

oder  auch  durch  beiderseitige  Mnltiplication  mit  cos^  u 
U)  cosmu  =^  (*»)o  cos""  u  —  (m)j  cos^  ~  * « sm'? u 

+  («1)4  cos^  "■  *usin*  u  —  .... 
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15)  8inmu  =  (m)i  cd«*»  ~  ^usinu  —  (fn)s  ccs^  ~  ^usin^u 

+  Wo  cosj*  -  .•i««m»t*  —  •  •  • 
Diese  Formeln  lassen  noch  einige  Umgestaltungen  zu,   die  wir 
kurz  andeuten  wollen.    Die  Gleichung  14)  enthält  nur  gerade  Poten- 
zen von  sinUj  d.  h.  ganze  Potenzen  von  sin^u  =1  —  cos^u,  man 
kann  daher  den  hinomischen  Satz  anwenden,  indem  man 

sin^^u  =  (1  —  €08^  uy 
=  1  —  (k)i cos^u  +  (k)ieos*u  —  (k)z cos^u  -j-  •  •  • 
und  k  =  1,  2,  3  etc.  setzt;  nach  Zusammenfassung  aller  Glieder» 
welche  gleiche  Potenzen  von  cos  u  zu  Factoren  haben,  gelangt  man 
zu  einem  Resultate  von  der  Form 

16)  casmu  =  Äocos^  u  +■  uijcos*»""  *w  + , 

worin  Aq^  Äj^  A4  etc.  gewisse  constante  Coefficienten  bedeuten,  deren 
Weiihe  sich  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Operationen  von 
selbst  ergeben.    Schreibt  man  femer  statt  Nro.  15) 

sinmu  =  sinu  [(m)i  cos*  ~  *«  —  (m)^  cos^  "  ^usin^u  +  •••]» 
so  ist  innerhalb  der  Parenthese  wieder  die  vorige  Transformation  an- 
wendbar und  führt  zu  einem  Resultate  von  folgender  Form 

17)  smmu  =  sinu  [BiCOS^'~^u  +  B;iCos^  ~  *i*  +  •  •  •  *]* 
Will  man  die  Cosinuspotenzen  in  Sinuspotenzen  umsetzen,  so 

braucht  man  nur  u  =  \n  —  t;  zu  substituiren,  doch  hat  man  dann 
linker  Hand  gerade  und  ungerade  m  zu  unterscheiden. 

§.  a 

Zusammenhang  Bwischen  einer  Function  und  ihrem  Diffc- 

rentialquotienten. 

L  Wie  in  §.  1,  Formel  3)  bezeichnen  wir  mit  Q  den  Unter- 
schied  zwischen  dem  Differenzenquotienten  und  dem  Differentialquo- 
tienten einer  Function  f  (x),  wir  setzen  also 

/(x  +  Jx)  —  fix)        ^,.    , 

wo  Q  zwar  nicht  n&her  bekannt  ist,  aber  gleichzeitig  mit  dx  gegen 
die  Null  convergirt  Eben  desswegen  lässt  sich  auch,  wenn  ^x  hin- 
reichend klein  genommen  wird,  9  so  weit  verringern,  dass  sein  abso- 
luter Werth  weniger  als  der  absolute  Werth  von  f\x)  beträgt;  fibr 
noch  kleinere  ^x  findet  diese  Ungleichung  um  so  mehr  statt  wegen 
der  weiteren  Abnahme  des  9.     Die  rechte  Seite   der  obigen  Glei- 
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chaog  hat  jetzt  dasselbe  Vorzeichen  wie/'(x),  mithin  kommt  das 
oimliche  Vorziehen  auch  der  linken  Seite  zn.  Ist  n\inf(x)  und 
daher  /'  (x)  -|-  p  positiy ,  so  folgt ,  z/a:  immer  als  positiv  vorausge- 
setzt, äBaaf(x  +  jdx)^f{x)  sein  muss;  in  diesem  Falle  entspricht 
der  grösseren  Yariabele  ein  grösserer  Functionswerth.  Wenn  da- 
g^en  /*{x)j  mithin  auch  /'(a?)  -f-  Q  negativ^  ist,  so  ergiebt  sich 
fix  -j-  ^x)  <if(x)t  und  hier  gehört  zur  grösseren  Variabele  ein 
Ueinerer  Functionswerth.  Man  hat  daher  folgenden  Satz:  Je  nach- 
dem der  Differentialquotient  einer  Function  das  positive 
oder  negative  Yorzeichen  besitzt,  ist  die  Function  selber 
im  Wachsen  oder  im  Abnehmen  begriffen,  und  umgekehrt. 
Hieraus  erkl&rt  sich  z.  B.,  warum  der  Differentialquotient  des 
Sinus  positiy,  der  des  Cosinus  negativ  ist,  wenn  der  Bogen  im  ersten 
Quadranten  liegt 

II.  Wir  betrachten  ferner  die  Function  9  (x)  als  endlich  und 
continnirlich  von  x  -=  a  bis  x  =  5,  und  setzen  voraus,  dass  ihre 
Derivirte  <p^{x)  die  nämliche  Eigenschaft  besitze;  durchl&iift  nun  x 
das  genannte  Intervall,  so  wird  (p'(x)  das  eine  Mal  einen  grössten 
Werth  Jf',  ein  anderes  Mal  einen  kleinsten  Werth  N^  annehmen,  mit- 
bin ist  innerhalb  jenes  Intervalles 

q/ix)  ^  M*  negativ,         9'  (x)  —  N'  positiv. 

Andererzeita  lässt  sich  g.'  (x)  —  M'  als  Differentialquotient  von 

u  =  9  (x)  —  9  (a)  —  (a?  —  a)M* 

betrachten,  ebenso  q)'(x)  —  N'  als  Differentialquotient  von 

t^  =  9  (x)  —  9  (fl)  —  (a?  —  a)N\ 

ond  nun  folgt  aus  dem  in  Abschn.  I.  bewiesenen  Satze,  dass  u  eine 
abnehmende,  dagegen  v  eine  zunehmende  Function  ist.  Für  x  =  a 
▼owhwinden  diese  Functionen ;  demnach  fangt  u  seine  Abnahme  mit 
dem  Werthe  «  =  0  an  und  muss  folglich  immer  negativ  sein;  v  be- 
ginnt sein  Wachsthum  mit  v  =  0  und  ist  daher  positiv.  Dies  gilt 
Monx  =  a  bis  x  =  h^  mithin  ist  auch 

j.  j    9  W  —  9^  (ö)  —  (&  —  a)  ^'  negativ, 

(     9^  W  —  9  (ö)  —  (5  —  a)  ^  positiv. 
Lassen  wir  nun  in  dem  Ausdrucke 

fc?  ==  9  (6)  —  q)(a)  —  (l>  —  o)  (p'(x) 

die  Yariabele  x  das  Intervall  x  =  a  bis  o?  =  5  durchlaufen ,  so  er- 
reicht ^f'ix)  einmal  den  Werth  M\  ein  anderes  Mal  den  Werth  N'; 
im  cnien  Falle  wird  w  negativ,  im  zweiten  positiv.  Dieser  Ueber« 
gaag  vom  Negativen  zum  Positiven  ist  bei  einer  continuirlichen  Func* 
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tion  nur  mittelst  Durchganges  durch  den  Werth  tr  =  0  möglich ; 
zwischen  a  und  h  muss  es  daher  wenigstens  einen  speciellen  Wcrth 
X  =  I  gehen,  für  welchen  to  =  0  oder 

g>(b)-  <p(a)  =  (5- a)9'(S) 
wird.     Dass  a  <^  |  <C  ^  ist,  kann  man  durch  die  Gleichung  |  = 
a  +  d'(h  —  a)  ausdrftcken,  wenn  man  unter  d"  einen  nicht  näher  he- 
kannten  positiven  ächten  Bruch  versteht ;  die  vorige  Gleichung  lautet 
dann* 

2)  9(6)  —  9(a)  =  (b  -^  a)<p'(a  +  ^  P>  —  a]),  0  <  -^  <  1, 
oder  auch,  wenn  b  =  a  -|-  A  gesetzt  wird, 

3)  q>(a  +  Ä)  =  fp(a)  +  h<p'(a  +  ^Ä),  0  <  ^  <  1. 
wobei  jede  der  Functionen  ^(x)  und  (p'ix)  endlich  und  stetig  blei- 
ben muss  von  x  =  a  bis  x  =  h. 

Die  Wichtigkeit  der  Formel  2)  wird  es  rechtfertigen,  wenn  wir 
einen  zweiten  Beweis  derselben  mittheilen,  welcher  noch  einfacher  ist 
und  die  Eenntniss  des  in  Abschn.  I.  entwickelten  Theoremes  nicht 
voraussetzt  Denken  wir  uns  die  Differenz  h  —  a  in  n  gleiche  Theilc 
getheilt  und  bezeichnen  wir  einen  solchen  Theil  mit  9,  so  ist 

n 

und  identisch 

ip(b)  —  y(a)     _       (p(h)  —  y(a) 
h  —  a  nÖ 

1  ry(g  +  *)  —  y(g)    .    y(a  +  25)  —  y(a  -f  8)  , 

=  t[ d + d 2^' ' 

fp(a  +  nö)  —  q>{a  -\-  n  —  1  6)  j 
■^  Ä  J 

In  Worten  heisst  dies:  der  Quotient  — ^ — —  ist  dasarith* 

0  —  a 

metische  Mittel  aus  den  n  Werthen ,  welche  der  Differenzenquotieiit 

y(g  +  ^  —  y(a?) 

8 

annimmt,  wenn  der  Reihe  nach 

«  =  a,    a  +  4,    a  +  2Ä, .  .  ,  .    a  -\-  {n  --  1)8 

gesetzt  wird,  oder,  wenn  x  das  Intervall  a  bis  &  —  d  in  Absfttsen 
von  8  zu  d  durchläuft.  Das  arithmetische  Mittel  aus  mehreren  Zah- 
len liegt  immer  zwischen  der  kleinsten  und  grössten  derselben;  be- 
zeichnen wir  daher  mit  M  den  grössten   und  mit  N  den  kleinsten 
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Werth,  welchen  der  genannte  Differenzenquotient  erreicht,  wenn» 
sich  auf  die  vorgeschriehene  Weise  ändert,  so  ist 

Bei  unendlich  wachsenden  n  convergirt  S  gegen  die  Null,  und 
dann  durchläuft  X  stetig  das  Intervall  a  his  &;  der  Differenzenquo- 
tient wird  zum  Differentialquotienten,  M  geht  über  in  M\  N  in  N', 
Qnd  die  vorige  Ungleichung  lautet  jetzt 

0  —  a 
Dies  ist  einerlei  mit  Dem,  was  unter  Nro.  1)  gefunden  wurde; 
die  übrige  Schlnssweise  bleibt  dieselbe. 

Der  gewonnene  Satz  kann  auf  verschiedene  Weise  geometrisch 
interpretirt  werden,  je  nachdem  man  tp  (x)  als  die  zur  Abscisse  x  ge- 
hörende Ordinate  einer  ebenen  Curve,  oder  als  die  über  der  Abscisse 
X  stehende  Fläche  einer  anderen  Curve,  oder  als  Volumen  betrachtet. 
Wir  wollen  die  erste  Voraussetzung  genauer  untersuchen. 

pjg.  7^  In  Fig.  7  sei  die  ebene  Curve 

CPDdurch  die  Gleichung  y=qp(a[;) 
/  bestimmt,   OÄ  =  a,    OB  =  l>, 

ÄB  —  h--a  =  h,  AG=(p(a% 
BD  =  (pQ))  =  (p(a  +  Ä),  end- 
lich CE  parallel  und  gleich  AB\ 
2  man  hat  dann  einerseits  DE = BD 

—  AC  =  (p(h)  —  if  (a),    ande- 
m.         *.  — X      rerseits  DE  =  CE  -  tan  D  CE, 

mithin 

g)(a  +  Ä)  —  <p(a)  =  h  tanDGE. 
Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Curve  von  C  bis  D  ununter^ 
brochen  verläuft  und  dass  die  Tangente  an  derselben  ihre  Richtung 
stetig  ändert,  wenn  der  Berührungspunkt  den  Bogen  CD  durchläuft, 
giebt  es  jedenfaUfl  eine  zur  Sehne  CD  parallele  Tangente,  deren  Be- 
rührungspiuikt  P  zwischen  C  und  D  liegt;  ea  ist  dann  ^  DCE 
=  ZPTJIf  =  r  und  - 

9  (a  +  Ä)  —  9  (a)  =  Ä  tonr. 

Für  OM  =  I  ist  weiter  tanx  =  ^'(D  =  <p*{a  -|-  AM),  und 
da  Ai(f  einen  Bruchtheil  von  AB  ausmacht,  so  kann  AM •=^  ^h 
gesetzt  werden.  Nach  diesen  Substitutionen  geht  die  vorige  Glei- 
chung in  Nro.  3)  über  und  bedeutet  geometrisch,  dass  es  im  Allge- 
meinen zu  jeder  Sehne  einer  Curve  eine  parallele  Tangente  giebt. 
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Nicht  ühei-flassig  ist  es,  sich  von  den  Ausnahmen  zu  üherzeugen, 
pig^  3,  welche  dieser  Satz  erleidet,  wenn  entweder 

ip(x)  oder  (p'(x)  oder  heide  Functionen 
discontinuirlich  werden.  So  erkennt  man 
augenblicklich  aus  Fig.  8y  (fass  der  3atz 
nicht  mehr  richtig  zu  sein  braucht,  wenn 
die  Curve  von  (7' bis  2>  durch  imaginäre 
Ordinaten  unterbrochen  ist.  Setzen  wir 
ferner  voraus,  dass  9(x)  zwar  reell,  aber 
discontinuirlich  zwischen  x  =  a  und  o;  =  &,  dagegen  q>'  (x)  conti- 
nuirlich  sei,  so  besteht  die  Curve  aus  zwei  nicht  zusammenhangenden 
Bögen  CH  und  JTD,  wobei  die  Tangenten  in  IT  und  f  parallel  lau- 
fen (Fig.  9);  auch  hier  giebt  es  keine  zu  CD  parallele  Tangente,  de- 
ren Berührungspunkt  zwischen  C  und  D  fallt  Im  dritten  Falle,  wenn 
n&mlich  (p(x)  continuirlich,  aber  (p'(x)  discontinuirlich  ist,  erleidet  zwar 
die  Curve  keine  Unterbrechung,  dagegen  ändert  die  Tangente  ihre 
Lage  sprungweise  zwischen  CundD  (Fig.  10),  d.h.  sie  geht  in  einem 
Fig.  9.  Fig.  10. 


Punkte  G  plötzlich  von  G II  nach  GK  über,  wodurch  die  Curve  eine 
Spitze  erhält.  Wiederum  gilt  hier  der  Satz  nicht,  da  eine  Parallele 
zu  CD  zwischen  GH  und  GK,  etwa  nach  GJ,  fallen  kann  und  dann 
keine  Lage  der  Tangente  darstellt  Sind  endlich  fp(x)  und  <p'{t) 
gleichzeitig  discontinuirlich,  so  erhält  man  eine  ähnliche  Figur  wie 
Nro.  9),  nur  sind  in  diesem  Falle. die  Tangenten  in  H  und  K  nicht 
parallel;  die  Folgerung  bleibt  aber  dieselbe. 

Behufs  einer  zweiten  geometrischen  Deutung  denken  wir  uns 
q>{x)  als  die  über  der  Abscisse  x  stehende  Fläche  einer  Curve;  die 
Gleichung  der  letzteren  ist  dann  y  =  ^'(x),  und  die  Formel  2)  ent- 
hält nun  den  unmittelbar  klaren  Satz,  dass  die  über  der  Strecke  Ä  B 
stehende  Fläche  als  ein  Rechteck  angesehen  werden  kann,  welches 
AB  zur  Basis  und  eine  mittlere  Ordinate  zur  Höhe  hat  Aohnlich 
gestaltet  sich  die  Sache  in  dem  Falle,  wo  ^{x)  als  ein  Volumen  be- 
trachtet wird. 
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Trotz  ihrer  Einfachheit  ist  die  Formel  2)  doch  eine  sehr  wich- 
tige, die  viele  Anwendungen  gestattet  Hier  nur  eine  derselben.   Für 

(p  (x)  z=:logx  wird  9>'  {x)  =  --^- ,  mithin 

X 

log(a  +  Ä)  —  loga  =  h  ^  ^^^; 

setzt  man  an  die  Stelle  des  ächten  Bruches  d"  das  eine  Mal  die  Ein- 
heit, das  andere  Mal  die  Null,  so  gelangt  man  zu  den  beiden  Unglei- 
chungen 

4)  iog(a^h)>loga  +  ^^, 

5)  log(a-\-h)<loga-\-h^- 

Bei  grossen  a  und  kleinen  h  können  diese  Formeln  zur  Berech- 
nung Yon  log  (a  -|-  h)  dienen,  wenn  log  a  bekannt  ist.  Wollte  man 
z.  B.  eine  bis  zur  Zahl  100000  gehende  Tafel  der  Brigg'schen  Loga- 
rithmen erweitern  und  etwa  7o^  100003  berechnen,  schatte  man  nach 
dem  Obigen 


log  100003  >  5  + 


3  .  0,43429448 

100003 
3  .  0,43429448 


100000 


log  100003  <  5  + 

oder 

loglOOOOS  >  5,000013028,         %  100003  <  5,000013029; 
beide  Zahlwerthe  stimmen  in  8  Decimalen  überein,   daher  ist,  mit 
Rüclcsicht  auf  die  neunte  Stelle 

log  100003  =  5,00001303 
n  setzen^  wie  man  auch  in  grösseren  Tafeln  angegeben  findet» 

lU.  Durch  Yerallgemeinerung  der  Schlüsse,  welche  zu  Formel  2) 

fahrten, -kann  man  noch  weiter  gehende  Resultate  erreichen.     Sind 

lB.  q>{x)j  ^'(x)y  if(x)  und  if' (x)  Functionen,  die  von  ^  =  a  bis 

X  =  5  endlich  und  stetig  bleiben,  und   deren  letzte  innerhalb  des 

geuannten  Intervalles  nur  positive,  von  Null  verschiedene  Werthe  be- 

Q>'(x) 
ntzt,  so  ändert  sich  der  Quotient    .,)  .  continuirlich  von  a;  =  a bis 

W(x) 

<  =  b;  sein  grösster  Werth  innerhalb  dieses  Intervalles  sei  M\  sein 

kleinster  N\  so  ist 

Z-^  —  Jtf '  negativ,         ZTrk  "-  ^  positiv, 


46    Cap.  I.    §.  8.  Zusammenhang  zwischen  einer  Function 

femer  wegen  des  positiven  ^'  (x) 

gi'(x)  —  M't'(x)  negativ,         9' (x)  -^  N*  ^' (x)  positiv. 

Der  erste  Ausdruck  kann  als  Differentialquotient  von 
u  =  q>{x)  —  tp(a)  -  M'[^(x)  —  ^(a)] 
angesehen  werden,  der  zweite  als  Differentialquotient  von 

und  wie  in  Absch.  I.  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  u  eine  abneh- 
mende und  negativ  bleibende  Function  ist,  dagegen  v  eine  wachsende 
und  positive;  daraus  folgt 

fp(b)  -  q>{a)  —  Jir[*(6)  —  *(a)]  negativ, 

9  W  —  9>  («)  —  ^  [*  (b)  —  *  (a)]  positiv. 

Da  ferner  ^'(or)  als  positiv  vorausgesetzt  wurde,  so  ist  ^{x) 
eine  wachsende  Function,  ^(5)  —  ^(0)  positiv  und  nach  dem  Vo- 
rigen 

*  w  —  *{«) 

Lässt  man  in  dem  Ausdrucke 

y(&)   —   y(a)     ^     fp*(x) 

♦  (5)  —  V^(a)  n>'{j) 

X  das  Intervall  a  bis  5  durchlaufen,  so  ändert  sich  der  Quotient  rech- 
ter Hand  stetig,  erreicht  einmal  den  Werth  M\  ein  ander  Mal  den 
Werth  N*  und  wird  demnach  einmal  grösser  imd  einmal  kleiner 
als  der  links  stehende  Quotient;  es  giebt  daher  zwischen  a  und  h  we- 
nigstens einen  Werth  o:  =  {  oder  a;  =  a4-  -^(6  —  a),  für  welchen 
die  Gleichheit  beider  Quotienten  emtritt,  nämlich 

y(b)  -  y(a)  _  y'(a  +  »p>  -  a])       „  ^  -  ^  , 
^^        ♦(6)-*(a)~!>''(o  +  »[6-a])'     "  ^  «^  ^  *• 

oder  für  h  —  a  ^  A, 

^       y(a  +  »)  -  y(a)  _  tp'ja  +  frfc)       «  ^  Ä  ^  r 
'       i>{fl  +  Ä)  —  * (o)  ~  *'(a  +  ^Ä) '     "  "^  '^  ^  *• 

Zu  derselben  Formel  gelangt  man  auch  durch  folgende  Betrach- 
tong.     Wenn  wie  früher 

i  -=• ,  mithin  h  ■=.  a  A-  ni 

n 

gesetzt  wird,  und  wenn  femer  ^^  (x)  und  ip  (x)  von  x  =  a  bis  o;  =-  b 
endlich  und  durchaus  eindeutig,  d.  h.  continuirlich  bleiben,  so  hat 
man  sonächst  die  identische  Gleichung 
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,q>(b)  ->  y(a)_. 

wobei  sowohl  im  Zahler  als  im  Nenner  n  Summanden  stehen ,  wenn 
jede  Differenz  als  ein  Summand  gerechnet  wird.  Hier  lässt  sich  der 
bebumte  Satz  anwenden,  dass  der  Werth  des  Quotienten 

Fl  +   Fa  +   F3  +  '  >  >  +    7, 

Wi  +  TT,  +  Wi  +     -  +  Wn 
zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  der  einzelnen  Quotienten 

F,         7,         r. 


•  • 


>Fi '  TT,  *  W^  '  Wn 
liegt,  falls  TFi,  TF2,  .  .  .  Wn  sämmtlich  positiv  sind*).  Die  letzte 
Bedingung  ist  hier  erfüllt,  wenn  ilf(x)  eine  wachsende  Function  von 
I  bedeutet,  und  unter  dieser  Voraussetzung  liegt  nun  Q  zwischen  dem 
grössten  und  kleinsten  der  Quotienten 

y(g  +  6)  —  y(a)  y(a  +  2i)  —  y(a  -f  3) 

^(a  +  «)  —  tl>(ay        ^(a  +  2cJ)  —  ^(a  +  d)* 
i  h.  Q  hildet    eine  Mittelgrösse  zwischen  den  n  Werthen ,   welche 
der  Quotient 

fp(x  +  ^)  —  <P(a?) 

q>(x  -\-  S)  —  tp(x)    Ö 

tix  +  d)  —  ♦(ir)    ~   »(a;  +  d)  —  ?(^) 

d 

»nimmt,    sobald   o;  die  f»  Werthe  a,    a  4-  ^t   a  +  23, 

<>  i  (»  —  1)  A  erhält.     Bei  unendlich  wachsenden  n  wird 

(p(x  +  3)  —  y(a;) 

d  9'(:r) 


Lim 


^(x  +  3)  —  »(a?)  *'  (x) 

d 


^   Der  grosste  der  genannten  Quotienten  sei  Jlf,  der  kleinste  N; 
Bsn  bat  dann 


M>^>N,     M>^>  N,..  .     M>^^>  N, 


and  durch  Multiplication  mit  den  positiven  Factoren  Wi,  W^,..     Wn 
Ar  Fi  >  F,  >  JV  TTi ,       3f  TFa  >  Fa  >  JV  TTa  u.  8.  w. 
Indem  man  diese  Ungleichungen  addirt  und  nachher  mit  TFj  -f"  ^9 
+  •  •  •  +  F",    dividirt^  erhält  man 

Jlf  :>    F|  +  Fa  +  -  ■  »  +  F,   ^  xr  ^   .   u   -. 
Ä  P>  Wi+Wi'\ ^  ^^  >  iV,  w.  z.  b.  w. 
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und  es  ist  nun  Q  eine  MittelgrÖsse  zwischen  den  unendlich  vielen 

Werthen,  welche   .,\  i  «nnimmL  sobald  x  das  Iiitei'vall  a  bisl»  ste- 

V  (x) 

tig  durchläuft.     Daraus  folgt  unmittelbar,  dass  einer  dieser  Werthe, 

etwa  der  für  a?  :=  |  =  a  +  ^  (&  —  a)  eintretende,  dem  Quotien- 

cp'  (x) 
ten  Q  gleichkommen  muss,  wofern  sich    .,)  (  continuirlich ändert,  von 

if'ix) 

x  =  a  bis  x=zh.  Uebrigens  kann  hierbei  ^'(a)odor  if'(b)  verscliwin- 

den,  denn  es  wird  dadurch  die  Continuität  von    ,.,  .    innerhalb   des 

*  (x) 

Intervalles  a  bis  h  nicht  gestört. 

Den  für  ^  (x)  und  ^'  (x)  angegebenen  Bedingungen  genügt  z.  B. 
die  Function 

^(x)  =  hP  —  (b  '-  x)P,  %/{x)  z=p(b  —  xy-\ 

bei  welcher  in  der  That 

y'(a?)  _  q>'(x) 

continuirlich  bleibt,  so  lange  x  die  Stelle  x  ■=.  h  nicht  übersdireiiet, 
und  ^f{x)  continuirlich  ist;  man  erhält  in  diesem  Falle  aus  Nro.  6) 

8)        y(&)  -  y(a)=^(/_~^°>-i  y'(°  +  »[ft  -  «])• 

Für  den  speciellen  Werth  jp  =  1  geht  diese  Gleichung  in  die 
früher  unter  Kro.  2)  entwickelte  Formel  über. 


Differentiation  der  Functionen  mehrerer 


I.     Wenn  £  als  Function  der  beiden  unabhängigen  Yanabelen 
X  und  y  betrachtet  und 

1)  '=/(",  y) 

gesetzt  wird,  so  sind  drei  verschiedene  Aenderungen  zu  unterschei- 
den; es  kann  nämlich  entweder  x  allein  geändert  werden,  während  y 
constant  bleibt,  oder  man  lässt  y  bei  constanten  x  sich  ändern,  oder 
endlich,  man  setzt  voraus,  das  x  und  y  gleichzeitige  Aenderungen  er* 
leiden.  Begreiflicherweise  ändert  sich  0  in  jedem  Falle,  da  aber  diese 
Aenderungen  verschieden  sein  können,  so  bedarf  es  einer  Unterschei- 
dung derselben,  und  zwar  nennt  man  die  erste  die  partielle  Aende- 
mng  von  £  nach  rc,  die  zweite  die  partielle  Aenderung  nach  y,  und 


mehrerer  Variabelen. 
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die  leiste  die  totale  Aenderong  des  B  (nach  x  und  y).     Diese  drei 

Aendeningen  kann  man 
^^'  ^^'  sich  leicht  veranschauli- 

chen, wenn  man  die  Glei- 
chung 1)  als  Gleichung 
einer  auf  rechtwinklige 
Coordinaten  bezogenen 
Fläche  betrachtet,  etwa 
wie  in  Fig.  11,  wo  OM 
=x,MN=y,NP=e 
ist.  Lässt  man  hier  x 
allein  um  dx  =  MMi 
wachsen,  so  ruckt  N  nach 
JYi ,  P  bewegt  sich  auf 
dem  Durchschnitte  der 
Fläche  mit  der  Ebene 
FNN\  und  erhält  die  neue 
Lage  Pi ;  der  Aenderung 
^x  entspricht  daher  die 
partielle  Aenderung 

^»i»)  =  P\  öl  =/(a?  +  ^x,  y)  — /(rr,  y). 
Wenn  zweitens  y  allein  um  dy  =  NN^  zunimmt,  so  rückt  P 
parallel  zur  Ebene  y »  auf  der  Fläche  fort,  etwa  bis  P^ ,  und  es  ist 
die  sngehöiige  partielle  Aenderung 

^'(r)  =-P«ft  =f{x,y  +  dy)  — /(x,y). 
Im  Fall  endlich  x  um  ^x^  und  gleichzeitig  y  um  ^  y  zimimmt, 
g^angt  N  nach  ^a,  P  nach  Pg  und  es  entsteht  die  totale  Aenderung 

-^^(r,  y)  =  i*»  Qt  —f{x  +  /Ix,  y  +  ^y)  —  f{x,  y). 
Was  nim  die  partiellen  Aenderungen  betrifiPt,  so  sind  dieselben 
vks  leicht  zu  behandeln.     Der  Differenzenquotient 

^^W  _  fix  +  ^g,  y)  —fix,  y) 
^x  jdx 

iit  nämlich  ganz  so  gebildet,  als  wäre  y  eine  Gonstante,  und  es  be- 
darf daher  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  ^x  nur 
eines  Zeichens,  dass  x  hier  als  alleinige  Yariabele  angesehen  wurde. 
Fär  den  Grenzwerth  linker  Hand,  d.  h.  für  den^  partiell  nach  x  ge- 
nommenen Dififerentialquotienten,  benutzt  man  eins  der  Zeichen, 


äx 


( 


äB\ 
dxj' 


Ton  denen   das  letzte  am  bequemsten  ist;    den  Grenzwerth  rechter 

SehlOmlleh,  Analjsls.  4 
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Hand,  d.  h.  die  partiell  nach  x  derivirte  Function,  bezeichnet  n&an  mit 
fl  {x ,  y\  und  hat  nun 

oder 

2)  dxü=fx{x,y),dx. 

Dem  entsprechend  ist  fär  das  zweite  partielle  Differential 

3)  d,e=fiix,y).dy. 
So  erh&lt  man  z.  B.  aus 

y 

M  =  ardan  -^ 

X 

nach  den  gewöhnlichen  Regeln  die  beiden  partiellen  Differentiale 

dxM  = dx  ,        d^z  =  A dy. 

Was  endlich  die  totale  Aenderung  betrifft,  die  man  schlechthin 
mit  ^£  zu  bezeichnen  pflegt,  so  kann  man  dieselbe  in  folgender 
Form  darsteUen 

dx 

+ :ry ^^' 

und  es  ist  nun  zu  untersuchen,  welchen  Grenzen  sich  die  vorkommen- 
den Quotienten  bei  gleichzeitig  verschwindenden  dx  und  dp  nä- 
hern. Beachtet  man,  dass  der  Z&hler  des  ersten  Quotienten  ebenso 
gebildet  ist,  als  wenn  y  -{-  dy  constant  und  nur  x  um  dx  geändert 
wäre,  so  erhellt  augenblicklich  die  Anwendbarkeit  dar  Formel  2) 
des  vorigen  Paragraphen  und  dann  hat  man  ftlra  =  4,7*  =  ^x 

fix+dx,y  +  dy)=f(x,y  +  dy)  +  dxfi(x+»dx,y  +  ^y), 

mithin  statt  der  Gleichung  4)  die  folgende 

6)  d0  =/i(x  -f  i^dx,  y  +  dy)  .  dx 

I  /(g»  y  +  ^y)  —  f(x,y)  j 

dy 

Bei  verschwindenden  dx  und  dy  wird  nun 

Limfiix  -f  ^dx,  y  +  dy)  =fi(x,y), 
^/(x.y+^j)^-/(..y)  _^,(^^  y^ 

mithin  aus  der  vorigen  Gleichang 

6)  äg=/i(x,9).dx+/l(x,if).d9 


mehrerer  Yariabelen. 
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oder 
7) 


,  de  ,       ,     de 


dy- 


Statt  der  Gleichung  6)  kann,  den  Formeln  2)  und  3)  zufolge, 
aoch  geschrieben  werden 

8)  dg  =  dxM  +  d^g, 

und  es  liegt  hierin  der  Satz,  dass  das  totale  Di£Perential  einer  Func- 
tion gleich  ist  der  Summe  ihrer  partiellen  Diffei'entiale. 

Der  geometrische  Sinn  dieses  Resultates  erhellt  aus  folgender 


Fig.  12. 


ig 


Betrachtung.  Denkt  man  sich 
in  der  Gleichung  g  r=z  f(x,  y) 
vorerst  y  als  constant,  so  bat 
man  die  Gleichung  der  Cunre 
PPi,  in  welcher  die  Fläche 
von   der  Ebene  PNNi  \\  xg 

geschnitten  wird,  daher  ist  •^— 

ox 

die  Tangente  des  Winkels 
QxPTi  (Fig.  12),  welchen  eine 
durch  F  an  die  Curve  PPj  ge- 
legte berübrende  Gerade  mit 
der  o^-Acbse  einschliesst»  Aus 
ganz  ähnlichen  Schlüssen  folgt. 


^  ^  die  trigonometrische   Tangente  des  Winkels   QtPTt  dar- 

stdlt,  welchen  die  Tangente  am  Schnitte  F  P^  mit  der  ^ -Achse  bil* 
^    Eb  gelten  daher  die  Gleichungen 


«•^'  =  li^«- 


«»^»  =  |J^««- 


Durch  die  Tangenten  FT\  und  FT%  kann  man  eine  Ebene  le* 
gen,  welche  von  P3  Q^  in  einem  Punkte  T3  geschnitten  wird;  das 
Viereck  P  Ti  T^  T^  ist  dann  ein  Parallelogramm,  und  wenn  man  noch 
r}(7||PQi  zieht,  so  erhält  man  die  congruenten  Dreiecke  T^  U  Tz 
nnd  Pft  r„  mithin  T3  17  =  Ti  Qi.     Dies  giebt 

ft  Ts  =  Tg  r;  +  UQi  =  ft  Ti  +  ft  T,. 

Je  kleiner  nun  P  Qi  und  P  Q3  genommen  werden,  um  so  näher 
rö^  Pi  an  Ti ,  P^  an  I2 ,  P;j  an  Ts ,  um  so  genauer  gelten  daher 
uch  die  Beziehungen 

4* 
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Q,P,  =  öiPi  +  QiPi\ 
diese  sind  identisch  mit  den  Gleichungen  2),  3)  und  8),  weil  ein  ge- 
gen die  Null  convergirendes  FQi  mit  dx,  ebenso  P  Q^  mit  dy  be- 
zeichnet werden  muss  und  QiPi,  Q/Pii  QsP^  die  entsprechenden 
Zunahmen  d^z,  d^z^de  darstellen.  Mit  einem  Worte:  je  näher  die 
Punkte  Pi,  P29  P^  dem  Punkte  P  liegen,  um  so  eher  ist  es  erlaubt, 
Pi  und  Pa  als  Punkte  der  Tangenten  P  Ti ,  PT-i,  und  P3  als  einen 
Punkt  der  anschliessenden  Ebene  Ti  P  T2  zu  betrachten.  In  der  That 
wird  sich  in  Cap.  III.  zeigen,  dass  diese  Ebene  die  Fläche  berührt. 

IL  Bei  Functionen  mehrerer  Variabelen  gestaltet  sich  die  Sache 
sehr  ähnlich.     Aus 

u  =  F{x,y,z) 

erhält  man  für  die  totale  Differenz 

du  =  F{x  4-  dx,  y  -f  Jy,  z  +  dz)  —  F{x,  y,  z), 
wofär  geschrieben  werden  kann 

^^^_F(x  +  dx,y+dy,z-^-dz)-^F(x,y  +  dy,z-{-  dz)  ^  ^ 

d  X 
,    F(3?,y  +  dy,z  +  dz)  —  F(x,y,z  +  -^^)  . 

dy 
,    F(x,  y,z  +  dz)  —  F{x,  y,z)  ^_ 

-\-    --: ^  Z. 

dz 

Unter  Anwendung  der  Formel  2)  in  §.  8  wird  hieraus,  wenn  O 
und  1}  positive  ächte  Brüche  bezeichnen, 

du  =  F!c{x  +  d-dXf  y  4-  ^y%  ^  +  ^^)  -  ^^ 

+  Fi{x,  y  4-  n^y^  *  4-  ^e) .  ^y 

,    JP  (x,  y,  ir  +  dz)  —  jr(x,  y,  ^)^^ 

und  durch  Uebergang  zur  Grenze 

9)  du  =  Fi(x,y,z)  .  dx  +  Fi(x,y,z)  .  cfy  +  F[{x,y^z)  .  dip 
oder 

10)  du  =  ^-'dx   H-  5— cfy   +  ^-e^Ä 

dx  dy  oz 

Diese  Betrachtungen  sind  leicht  auf  beliebig  viele  Yariabele  aus- 
zudehnen und  führen  zu  dem  allgemeinen  Theoreme:  Das  totale 
Differential  einer  Function  beliebig  vieler  Variabelen  ist 
die  Summe  der  partiellen  Differentiale  jener  Function. 
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§.  10. 
Differentiation  unentwickelter  Functionen. 

L  Besteht  zwischen  zwei  Yariabelen  x  und  y  eine  Gleichung, 
die  man  immer  auf  die  Normalform 

1)  /(x,9)  =  0 

bringen  kann,  so  sind  nicht  beide  Yariabele  willkührlich ;  denn  durch 

Anfiösnng  der  Gleichung  nach  y  würde  man  ein  Resultat  von  der 

Form 

y  =  vW 

erhalten,  wo  nun  y  von  x  abh&ngig  ist.  Lässt  sich  diese  Reduo- 
tion  auaftlhren,  so  luCbn  auch 

nach  den  früheren  Regeln  abgeleitet  werden ;  dies  geht  jedoch  nicht 
mehr,  wenn  die  Gleichung  1)  unauflösbar,  mithin  y  eine  unent- 
wickelte (implicite)  Function  von  x  ist.  Man  hilft  sich  dann  auf 
folgende  Weise. 

Aus  der  Gleichung  1)  erhält  man  zunächst,  weil  sie  für  alle  x 
and  die  zugehörigen  y  bestehen  soll, 

2)'  J(x  +  ^x,y  +  ^y)  =  0',     . 

Die  Differenz  der  Gleichungen  2)  und  1),  dividirt  durch  ^  x, 
liefert  weiter 

f(x  +  Z/x,  y  -\-  ^y)  ^  f(x,  y)  _  ^ 

^X 

Aji£  der  linken  Seite  kann  man  dieselbe  Transformation  vorneh- 
meUf  die  im  vorigen  Paragraphen  benutzt  wurde,  nämlich 
f{z+^x,y  +  Jy)—f(x,y  +  Jy)  ,  f(x,y  +  ^y)—fix,y)  ^y  ^  ^ 

^x  ^y  dx 

und  hier  gelten  fast,  wörtlich  dieselben  Schlüsse  wie  dort;  man  erhält 
beim  Grenzübergange 

3)  n{x,y)Arr,(x,y)^=zO. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  unmittelbar,  sobald  man  in 
Formel  6)  des  vorigen  Parapraphen  £r  =  0  setzt  und  die  entstehende 
Gleichung  durch  dx  dividirt;  in  der  That  ist  es  auch  für  die  Unter- 
lachuDgen  des  §.  9  vollkommen  gleichgültig,  ob  man  a?,  y,  0  etc.  als 
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willkührlich  oder  als  von  einander  abhängig  betrachtet.    Aub  Nro.  3) 
folgt  nun 

4)  ^  =  _  /i(^i  y) 

dx  fi(»,  y) 

oder,  wie  man  häufig  kürzer  schreibt, 

6)  ^  =  _  -^ . 


8y 


dy 
Die  hiermit  für  -^  =  ^'{xj  gewonnene  Formel  enth&lt   swar 

dx 

noch  y,  welches  man  im  Allgemeinen  nicht  angeben,  dessen  Werth 
aber  gefunden  werden  kann,  sobald  x  einen  speciellen  Zahlwerth  her- 
kommt; dann  wird  nämlich  die  Gleichung /(a; ,  j^)  =  0  zu  einer  na« 
merischen  Gleichung  mit  der  einen  Unbekannten  y^  und  jede  solche 
Gleichung  kann  mindestens  durch  Probiren  aufgelöst  werden. 

Wäre  z.  B.  die  gegebene  Bedingungsgleichung: 

/(«,  y)  =  y6j?8  _  2y*««  +  3y  —  6»  =  0, 

die  in  Beziehung  auf  y  nicht  lösbar  ist,  so  folgt: 

8/(a:.y) 


dx 


=  3y*«>  —  4y*«  —  6 


oy 


und  mithin  ist 


^  —  mVu^  —  —  3y»g«->  43^x  —  6 
dx  —  ^  W—        5y4a.8  _  8y»Ä»  +  3 

Für  x  =  1  z.  B.  geht  die  obige  Bedingungsgleichung  in  die 
numerische  Gleichung  über: 

y»  —  2y*  +  3y—  6  =  0, 

deren  einzige  reelle  Wurzel  y  =  2  ist;   dem  Werthe  x  =  l  ent- 
spricht also  9  (1)  =  2  und 

9()—        6  .  2*  —  8  .  2»  +  3  ""  19   * 

Ebenso  würde  man  für  jeden  anderen  numerischen  Werth  Yon 
X  die  zugehörigen  Zahlwerthe  von  q>(x)  und  q>'(x)  aufsuchen  könnon» 
Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  die  Gleichung: 

4yt  —  3y  -|-  sinx  =  0. 
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Hier  ist 

dx     —  '^*'      dy     —  ^^y       ^' 

mithin 

rfy   casx 

dx    ~  3(1  —  4y»)* 
Der  vorliegende  Fall   gestattet  eine  Probe.     Die  Worssel  der 
obigen   Gleichung  ist  n&mlich  y  =  sin  Ix,  wie    man  mittelst   der 
goniomeirischen  Formel: 

Asin^A  —  SsinA  +  sinSA  =  0 
leicht  finden  wird.    Es  müsste  also 

€08  X d{8inlx) 

3  (1  —  4  wn»  l  x)  ~       Jx 
sdn,  mid  dies  bestätigt  sich,  wenn  man  die  bekannte  Formel 

•      cos  3 -4  =  cosA  (1  —  Asin^A) 

far  il  =  I  o;  anwendet  und    andererseits  sin  \x    auf  gewöhnliche 
Weise  differenzirt 

IL  Bei  Functionen  von  drei  und  mehr  Yariabelen  gestaltet  sich  di^ 
Sache  ganz  ähnlich.  Besteht  z.  B.  zwischen  den  drei  Yariabelen  rr, 
y,  ir  die  Bedingungsgleichung 

6)  F{x ,  y ,  5)  =  0     oder  kürzer  F  =  0, 

so  würde  dnrch  Reduction  auf  e  ein  Resultat  von  der  Form 

7)  B  =  ^(x,p) 

nm  Yorsehein  kommen,  und  dann  hätte  es  keine  Schwierigkeit,  die 

partiellen  Differentialquotienten  -^  nnd  -^    direct    zu    entwickeln. 

Ohne  jene  Reduction  vorzunehmen,  kann  man  aber  auch  folgender- 
maassen  verfeLhren.     Nach  Nro.  9)  des  vorigen  Paragraphen  ist  für 

0  =  FL.dx  +  Fi.dy+  Fi.  da 

odsr 

.        dF,      ,    ZF.      ,    dF, 

weil  femer  0  von  x  und  y  abhängt,  so  hat  man  auch  nach  Nro.  7) 

in  §.9 

,  8js   ,       .     dg  , 

de  ^  TT-  dx  +  •=— av« 

dx        ~  8y 


mithin,  wenn  dieser  Werth  in  die  vorige  Gleichung  substituirt  und 
mit  dx  dividirt  wird, 
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\dx  '^  dg  '  dx)  "*"  \dy  "^  de  '  dy) 


dy 

dx 


Da  X  and  y  von  einander  unabhängig  sind,  so  hängt  auch  äff 

dy 
nicht  von  dd;  ab,  folglich  ist  -r^  ein  Quotient,    dessen   Zähler  und 

ax 

Nenner  ganz  beliebige  (nur  gegen  die  Null  convergirende)  Grössen 

sind,  und  der  ebendesshalb  jeden  beliebigen  Werth  haben  kann;  in 

der  That  würde  es  frei  stehen,  dy  :=  qdx  zn  setzen,  wo  q  irgend 

eine  willkührliche  Grösse  bezeichnet.     Unter   diesen  Umstanden  ist 

die  vorige  Gleichung  so  lange  unmöglich,  als  nicht  der  Inhalt  jeder 

Parenthese  für  sich  =  0  ist;  dies  giebt 

dF  dF 

^  dx  ~  dF  '  dy  ~  dF' 

de  de 

Zu  dem  nämlichen  Resultate  gelangt  man  viel  kürzer  durch  fol- 

/)« 
gende  Ueberlegung.     Wenn  -^^  gesucht  wird,  so  gilt  ^  als  Constante 

öx 

lind  daher  kann  fär  diesen  Zweck  die  Gleichung  ^  =  0  so  ange- 
sehen werden,  als  enthielte  sie  nur  die  unabhängige  Yariabele  x  und 
die  abhängige  Yariabele  ei  es  ist  folglich 

dF^     ^  dF^ 

und  hieraus  erhält  man  die  erste  der  Formeln  in  Nro.  8).  Die  sweite 
Formel  findet  sich  durch  die  analoge  Bemerkung,  dass  bei  der  Eint» 

wickelang  von  -^  keine  Rücksicht  auf  x  zu  nehmen  ist» 


Gap.  II. 

Mehrfache  Differentiationen. 

§.  11. 

Grundbegriffe  und  Beseiohnungen. 

Da  im  AUgemeineo  der  Differentialquotient  einer  Function 

wiederum  eine  Function  von  a;  ist,  so  kann  die  Operation  des  Diffo 
renzirens  auch  auf  diese  neue  Function  angewendet  werden  und  dann 
entsteht  der  Differentialquotient  des  Differentialquotienten,  der  sogen, 
iweite  Differentialquotient.  Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens 
gelangt  man  zum  dritten,  vierten  u.  s.  w.  Differentialquotienten.     So 

eilkilt  man  z.  B.  yon  Ixvx  als  ersten  Differentialquotienten: 

i^  =  .i  =  v^ 

ax 

^  sweiien: 

als  dritten : 


ax  AxVx 


1     8 


Wie  man  sieht,  hat  eine  solche  successive  Entwickelung  der 
Diferentialquotienten  höherer  Ordnungen  nicht  die  mindeste  Schwie- 
rigkeit, und  es  bedarf  daher  nur  noch  einiger  Worte  über  die  rieh* 
tige  Bezeichnung  derselben. 

Da  schon  früher  der  Differentialquotient  oder  die  derivirte  Func- 
tion Ton/(x)  jfiit/'(x)  bezeichnet  wurde,  so  liegt  es  nahe,  fCir  die 
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weiteren  Differentialqaotienten  oder  derivirten  Functionen  von  /(x) 
die  Symbole  /"  (x),  /'"  (x)  etc.  zu  benutzen ;  hiemach  ist 

überhaupt  allgemein,  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet, 

wobei /^<^>  (a;)  {firf(x)  zu  rechnen  ist. 

Eine  ganz  fthnliche  Bezeichnung  wird  auch  in  ßeziehimg  auf  p 
gebraucht;  man  setzt  dann 

mithin  ist 

das  symbolisch  ausgedrückte  Resultat  einer  n  maligen  Differentiation 
der  Gleichung  1). 

Nicht  selten  bezeichnet  man  einen  Differentialquotienten  durch 
ein  vorgesetztes  D  z.  B. 

i)(a;>)  =  ^x\  Dsinx  =  co8x\ 

die  successiven  Differentialquotienten  von  y  müssen  dann  folgender- 
maassen  geschrieben  werden:  - 

Dy  ,  DDy  ,  DDDy  u.  s.  w. 
Da  jedoch  ein  vielmaliges  Hinsetzen  von  D  weder  bequem  noch 
übersichtlich  ist,  so  hat  man  sogen.  Wiederholungsindices  eingeführt 
und  schreibt 

l>y.  2>*yf  J>*y  o.  s.  w., 

also  allgemein 

Es  bedarf  wohl  kaum  der  Erinnerung,  dass  hier  n  keinen  Po* 
tenzexponenten  von  D,  sondern  nur  die  n  malige  Anwendung  der 
Operation  D  (der  Differentiation)  bedeuten  soll. 

Die  zwar  umst&ndlichste  aber  consequenteste  Bezeichnung  er- 
giebt  sich,  wenn  man  in  Nr.  3)  jede  Gleichung  in  die  nächstfolgende 
Bubstitnirt     So  ist  zuvörderst 

doch  Iftsst  sich  dies  noch  abkürzen.    Unter  der  YorauBsetoung  n&m- 
liohf  dass  x  die  nnabh&ngige  Yariabele  ist,  bedeutet  dx  einen  gegen 
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die  Nnll  convergirenden,  im  üebrigen  aber  willkührlichen  Zuwachs 

1 

des  X,  den  man  z.  B.  dadurch   bilden  kann,   dass  man  ^io;  =  — 

o 

setzt  and  m  das  Gebiet  der  natürlichen  Zahlen  durchlaufen  läset. 

Ebendesswegen  ist  dx  nicht  von  x  abhängig,  sondern  constant  in 

Beziehang  auf  x,  wie  es  sich  sonst  aitch  ändern  möge.     Dagegen  ist 

dy  kein  willkührHcher  Zuwachs    des  y,    sondern    von  x  abhängig 

dy 
[dif=zf'(x)  .  dx],   mithin  besitzt  der  Bruch  -j—  einen   yariabelen 

ax 

Zähler,  aber  einen  im  obigen  Sinne  constanten  Nenner  und  folglich 

ist  nun 


n 


y  = 


ddy 


dx  .  dx 

Im  Zähler  benutzt  man  zur  Abkürzung  den  Wiederholungsindex, 
im  Nenner  ist  dx  .  dx  das  Quadrat  von  dx,  wofür  man  (dx)^  oder 
kürzer  dx^  zu  schreiben  pflegt;  demnach  hat  man 

^         dx^ 
Aaf  gleiche  Weise  ergiebt  sich 

,,,  VdW  dd*y  d*y 

y      .^_^—  zrz —  =:  — ^  u.  B.  W. 

^  dx  dx  .  dx^        dx^ 

Für  den  nten  Differentialquotienten  von  y  =  /(x)  gelten  also 
folgende  Bezeichnungen  ' 

'      dx"  9  9 

voTon  man  in  jedem  einzelnen  Falle  die  gerade  bequemste  wählt. 

In  demYorigen  gilt  der  nte  Differentialquotient  immer  als  das 
Rooltat  Yon  n  nach  einander  ausgeführten  Differentiationen,  und  dem 
entsprechend  haben  wir  bis  jetzt  keine  andere  Definition  desselben 

^jf  X 

man  kann  aber  fragen,  nach  welchem  Gesetze  f^"^(x)  mit  der 
ursprünglichen  Function  f{x)  zusammenhängt,  oder  welche  Opera- 
tionen mit  f(x)  vorgenommen  werden  müssen,  wenn  man  daraus 
iofort /("> (o?)  herleiten  will,  ohne  die  zwischenliegenden  Functionen 
fi^)xf\x)  ,  .  .  ./^""^^W  ™  berechnen.      Da/'(aj)  der  Grenz- 
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werth  des  ersten  Differenzenquotijnten  ist,  so  Iftsst  sich  vermuthen, 
dosa  f^^(x)  der  Grenzwerth  des  nten  Differenzenquotienten  sein 
werde;  dies  wollen  wir  genauer  untersuchen.  ' 

Bezeichnen  wir  ^x  kurz  mit  h,  so  ist  der  erste  Differenzen- 
quotient von  f(x) 

df(x)  _V(a;  +  h)^f{x)  , 

daraus  erhalten  wir  den  zweiten  Differenzenquotienten,  wenn  wir 
rechter  Hand  x  um  li  wachsen  lassen,  von  dem  so  gebildeten  Aus- 
drucke den  unge&nderten  Bruch  abziehen  und  den  Rest  durch  ^  x 
=  Ji  dividiren;  es  ist  also 

j  ^f(x)        f(x  +  2h)  ^f{x  4-  h)         f(x  +  ^)  -/(x) 
^x  h  h 


^x  h 

oder  kürzer 

^V(a:)  _  fix  +  2}C)  -  2f{x  +  V)  +/(a:). 
^^  Jx^     ~  Ä» 

Durch  die  n&mlichen  Operationen  gelangt  man  zu  dem  dritten 
Differenzenquotienten 

^V(iE)_/(x  +  3»-3/(a;  +  2ft)  +  3/(j  +  ft)-/(a-) 
'  Jx*     ~  Ä». 

und  indem  man  auf  diese  Weise  fortgeht ,  bemerkt  man  leicht ,   dass 
der  nte  Differenzenqnotient  unter  folgender  Form  enthalten  ist 


t) 


dx^ 


_/(ap+n^)--C^/(a?  +  n— U)-f  Q,/(a;4-n— 2^) ±fix) 

worin  Ci%  (k%  0%  etc.  gewisse  Zahlencoefficienten  bedeuten.  Diese 
hftngen  zwar  von  n,  nicht  aber  von  der  speciellen  Natur  der  Func- 
tion/(x)  ab,  sie  lassen  sich  daher  bestimmen,  wenn  man  /(x)  so 
wfthlt,  dass  der  nte  Differenzenqnotient  Yonf(x)  unmittelbar,  d.  h. 
ohne  Anwendung  der  Formel  7)  entwickelt  werden  kann.  Die 
sendste  Wahl  dieser  Art  i8t/(a:;)  =  a';  man  hat  dann 
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Ja' ^  (jik  _  1 

a^  —  l          ,a»  —  1 
J^a' h h 


/a»  —  1\« 


mithm  aus  Formel  7)  nachdem  man  dx^  gegen  ^",  und  beiderseits 
a'  gestrichen  hat, 

(a*  —  1)«  =  a"*  ~  Ci  a<"  - 1>*  +  Q  a<*  -  *>* ±  1. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  CoefÜcienien  Oi,  C2,  Ca  etc. 
mit  den  Binomialcoefficienten  (n)i,  (11)9,  (11)3  etc.  identisch  sind;  die 
allgemeine  Formel  7)  lautet  daher 


Um  nun  zu  entscheiden,  welchen  Grenzen  sich  die  in  5),  6)  und 
8)  verzeichneten  Ausdrücke  nahem,  falls  ^x  =  h  gegen  die  Null 
eonvergirt,  setzen  wir  für  den  Augenblick 

/» 
ond  erhaften 

vo  ^  gleichzeitig  mit  ^  die  Null  zur  Grenze  hat.     Aus  der  vorher- 
gelieaden  Gleichung  ergiebt  sich 

9  W  — jj; » 

Biithin  ist  nun 

^Ä»     ""  h  ^  ^  ~     Jx      ^  ^ 

ond  dvch  Uebergang  zor  Grenze 

-*:JiC^  dx  ''      \  ^ 

Setzen  wir  femer 

/{x+  2h)-2f(x  +  h)+/(x)    _ 
Ä* ~  *^*^' 
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so  haben  wir 

_  /'(a;  +  2/»)  —  2  f'jx  +  h)  -\-  f'(x) 

—  -  &»  "^  * 

durch  Üebergong  zur  Grenze  wird  hieraus,  wenn  man  von  der  Glei- 
chung 9)  in  der  Weise  Gebrauch  macht,  dass  man  /'  ftir  /  schreibt, 

'  dz^  dx  -^     V  / 

Der  weitere  Fortgang  dieser  Schlüsse  ist  leicht  zu  übersehen 
und  führt  zu  der  allgemeinen  Formel 

womit  die  aufgestellte  Yermuthung  ihre  Best&tigung  findet 

Auch  in  diesen  successiven  Differentiationen  kann,  wenigstens 
bis  zu  gewisser  Ordnung,  ein  geometrischer  Sinn  liegen.  Denken 
wir  uns  z.  B.  f(x)  als  die  über  der  Abscisse  x  stehende  Fläche  einer 
ebenen  Gurve,  so  ist  f'(x)  die  zur  Abscisse  x  gehörende  Ordinate, 
und  f"(x)  die  trigonometrische  Tangente  des  entsprechenden  Be- 
rührungs winkeis.  Hiemach  lasst  sich  das  anfangs  erwähnte  Beispiel 
leicht  interpretiren,  und  zwar  gelten  die  erwähnten  Beziehungen  für 
eine  Parabel,  deren  Parameter  =  1  ist. 


§.  12. 
Höhere  Differentialquotienten  der  einfachsten  Functionen. 

I.     Durch  fortgesetzte  Anwendung  der  für  die  Potenz  gelten- 
den Differentiationsregel  findet  man  sehr  leicht 

2>  {xn=^lixf"'\ 

D^xn  =  fi  Ö*  -  1)  (f*  -  2)  xf'-^ 
und  überhaupt,  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet, 

1)         D"  («^  =  II  öi—  1)  (m  — 2)  .  .  .  öi  — [n  — ID  xf^-"^ 
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Anf  gleiche  Weise  kann  die  Differentiation    der  allgemeineren 
Potenz  (a  -f-  h'x)f*  ausgeführt  werden;  das  Resultat  lautet 
2)       D-(a  +  5a;)f*=|x(^— 1)0*— 2)...öi— [n— l])&«(a+fta?)^-» 

Ist  fi  eine  ganze  positive  Zahl,  so  wird  der  fite  Differentialquo- 
tient constani,  mithin  hahen  alle  folgenden  Differentialquotienten  den 
gemeinschaftlichen  Werth  NnlL 

Für  fi  =  —  1  und  für  f&  =  —  J  ergehen  sich  aus  Nr.  2)  die 
hinfig  vorkommenden  specieUeren  Formeln 

31  nn         ^         —  (— 1)"  1  '  2  '8  '  -'^-^* 

4)  D«  ^  ^  (■--l)M.3.5...(2n-l)b« 

Va  +  hx  2»  (a  +  ta;)«  Va  +  hx 

n.  Bezeichnet  M  den  Modulus  des  Systems,  worin  logx  ge- 
nommen wird,  so  hat  man 

•  D  logx  =  — , 

mithin  durch  beiderseitige  (n  —  l)malige  Differentiation 

D«  logx  =  MD*"^  — . 

X 

Der  Werth  des  rechts  stehenden  Differentialquotienten  läset  sich 
am  Nr.  3)  ableiten,  wenn  man  a  =  0  ,  5  =  1  und  n  —  1  für  n 
setzt;  man  erhalt 

5)  2>«  log  X  =  M} ^ ^ • 

X* 

Auf  gleiche  Weise  gelangt  man  zu  der  allgemeineren  Formel 
a\  T^-i      /      1    1,  X        T,,(— 1)»-M.2...(n— l)b» 

HL  Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  successive  Differentiation 
der  Ezponentialgrösse ;  es  ist  nämlich 

Dq*  z=  a'la  ,  D^a*  =  a*  Qay  ,  B^  a*  =  a*  (U)»,... 

daher  allgemein 

7)  D"  a*  =  a'  Qa)\ 

Für  a  =  e^,  woraus  la  =z  ß  folgt,  hat  man 

8)  D«  e^'  =  /»"  c^*. 

lY.  In  Beziehung  auf  den  Sinus  gelten  folgende  unmittelbar 
fehtändliche  Gleichungen 
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D  sinx  =  -|-  casx  =  sin  (|  «  +  ^)» 
D^sinx  =  —  sinx  =  sin  (|  «  +  x% 
D^sinx  =  —  casx  =  sin  (|  «  +  «), 
D^sinx  =  -|-  sinx  =  sin  (J  ä  -|-  x\ 

u.  8.  w. 
die  allgemeine  Formel  lautet  demgem&ss 

9)  D»  stn«  =  sin  {-r^^  +  ^  )  • 

y.  Für  den  CoBinas  gilt  eine  sehr  ähnliche  Rechnung,  aus  der 
man  findet 

10)  D*  cosx  =  cos  f—  «  +  a?  J- 

Weit  verwickelter  gestalten  eich  die  höheren  Differentialquotien- 
ten von  secx^  tanx,  cscx^  eotx^  aresin  x  und  arctanx;  bevor  wir 
etwas  Genaueres  darüber  angeben  können,  müssen  wir  erst  die  Diffe- 
rentialquotienten zusammengesetzter  Functionen  untersuchen. 


§.  13. 

Die  höheren  Differentialquotienten  BUBammengesetster 

Functionen, 

L     Sind  u  und  v  Functionen  der  unabhängigen  Yariabelen  x, 
femer  a  und  h  oonstante  Grössen,  so  hat  man  nach  §.  6,  Nr.  3) 

D(au  +  hv)  =  a  Du  +  h  Dv; 

hieraus  folgt,  wenn  beiderseits  weiter  differenzirt  wird, 

D^(au  +  hv)  =  a  D»u  +  h  D^v, 

D*(au  +  hv)  =  a  D*u  +  bD*v, 
und  allgemein 
1)  2>"(ati  +  hv)  =  a  D^'u  -\-  h  D'^v. 

Nach  dieser  Regel  ist  z.  B.  der  Ausdruck  ; sehr    leicht 

1  —  x^ 

zu  differenziren,  wenn  man  die  identische  Gleichung 

1  —  a.2        Ml  —  0?  ^  1  +  ä! 
beachtet;  mit  Hülfe  von  Formel  3)  des  vorigen  Paragraphen  erh&lt 
man  n&mlich 
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IL  Die  Regel  für  die  Differentiation  eines  Productes  aus  zwei 
veränderlichen  Factoren  liefert,  mehrmals  nach  einander  angewendet, 
folgende  Gleichungen 

D  (uv)  =  u  .  Dv  4-  ^**  •  ^ 

D^(uv)  =  u  .  D^v  +  2  Dm  .  Dv  +  D«u  .  v 

D^(uv)  =  u  .  D^v  +  SDu  .  D^v  +  SD^m  .  Dv  +  D%  .  v. 

Hieraus  ersieht  man,  dass  der  nte  Differentialquotient  folgende 
Gestalt  besitzen  muss 

2)  D»(uv)  =  AcU.I^v  +  ÄiDu.D*-'^v  +  ÄiD'^u.D*-^v  +  '' 

+il«_iD«-i|«  .  Dt;  +  ÄnD^u  .  V, 

worin  ^ ,  Aj ,  iis ,  .  .  .  J.«  gewisse  noch  unbekannte  Zahlencoeffi- 
cientoi  bedeuten,  die  nicht  von  der  Natur  der  Functionen  u  und  r, 
sondern  nur  von  der  Anzahl  der  ausgeführten  Differentiationen,  d.  h. 
TOD  n  abhängen.  Wählt  man  demnach  u  und  v  im  speciellen  Falle 
«H  dass  die  beiderseits  in  Nro.  2)  angedeuteten  Differentiationen  auf 
gewöhnlidiem  Wege  ausftkhrbar  sind,  so  erhält  man  eine  Bedingungs- 
gleichung für  jene  Coeffidenten.  Diese  Bemerkung  dient  zur  Be- 
stimmung von  Äoi  Äi^  .  .  >  An'     Wir  setzen  nämlich 

u  =  ef',    v=  e'y  mithin  uv  =  e^^  +  Z^^*, 
woraus  för  ganze  positive  jp,  q  und  n  folgt 

D'ii=/JP«^*     D9v  =  e',      D''(ut;)  =  (l  +  |8)*c<l  +  «*; 

indem  wir  diese  Werthe  für  die  Gleichung  2)  benutzen  und  am  Ende 

den  beiderseits  gemeinschaftlichen  Factor  e^^ e^  =  c^^iW*  weg- 
lasKn,  gelangen  wir  zu  der  Gleichung 

(1  +  /J)" 

Hieraus  erkennt  man  sofort,  dass  die  Coefficienten  A^^  Ai^  A^ 
etc.  die  sogenannten  Binomialcoefficienten  des  Exponenten  n  sind; 
demzufolge  gilt  für  die  n- malige  Differentiation  eines  aus  zwei  va- 
riabden  Factoren  bestehenden  Productes  die  Formel 

3)  D*(«r)  =  (n)oU.  D"<;  +  (n)i  Du  .  D'^-^v 

+  (»)a  D«i*.  D*-2f?  + 

Man  kann  dafür  auch  schreiben 

4)  D«(ttr)=  (n)o  w<^>ü<«>  +  (n)i  u'v(*  -  «  +  (n),  w" !;<•-«  + , 

wobei  u^^^  für  u  zu  rechnen  ist.  Die  rechte  Seite  hat  die  Form  des 
bmomischen  Satzes  und  man  könnte  daher  symbolisch  schreiben, 

D"(uf;)  =  (tt  +  v)(»>, 

nur  muss  man  sich  in  diesem  Falle  erinnern,   dass  nach  geschehener 

8 eh  10 Blieb.  Analyiit.  5 
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binomischer  Entwickelang  auf  der  rechten  Seite  jeder  Potenzexponent 
durch  einen  gleichhohen  Wiederholungsexponenten  zu  ersetzen  ist. 

Beispielweis  Bei  u  =  Ix^  v  =  — ;  die  Formel  3)  giebt  dann 

nach  gehöriger  Reduction 

°-(v)-'-"V.;V-[''-(T^T+"+i)} 

§.  u. 

Anwendungen  der  vorigen  allgemeinen  Formeln. 

I.  Bezeichnet  man  secx  kurz  mit  r,  so  ist  identisch 

1)  cosx  .  t;  =  1, 

mithin   durch   n-malige  Differentiation,  wobei    die  Formel  4)  filr 
u  =  cosx  in  Anspruch  genommen  wird, 

in)oC08x  .  t;^">  —  (n)iCosx  .  €;("""*>  +  (n^cosx  .«<»-*> 

—  (n)istna;.t;<"- i)  +  (n)8Stn«.t;<""''^— (n)5Stnx  .  t;<*--*>  H 

=  0; 
hieraus  folgt,  indem  man  t;^")  als  Unbekannte  ansieht, 

2)  f;<»>  =  [(n)i  t?<"  -  1)  —  (n)s  t;<»  "  »>  +  (njj  t;<»  -  »> ]  ianx 

+  (n),  !;<•-«>  —  (n)4t;<«-*>  +  (n).  ©<»-«> 

Da  man  v^^^  =  secx  und  v'=8ecx  .  tanx  kennt,  so  dient  diese 
Gleichung,  wenn  der  Reihe  nach  n  =  2,  3,  4  etc.  genommen  wird, 
zur  successiven  Berechnung  von  t;",  v'"  etc.  Doch  würde  es  nicht 
leicht  sein,  auf  diesem  Wege  das  allgemeine  Bildungsgesetz  von  c;^"^ 
zn  entdecken. 

II.  Dasselbe^Verfahren  passt  auf  d^e  Tangente.  Aus  v  =  tanx 
folgt  n&mlich 

3)  eo8X  .  V  =  sinx 
und  nach  der  obigen  Methode 

4)  ^in)  =  ^nQnn  +  x)  ^^,_„ _        ^^^^.^      ^ ^^^ 

+  (n),t;("-«  —  (n)4  €<"-«  + 

Die  Cosecante  und  die  Cotangente  liefern  ähnliche  Formeln^  de- 
ren Entwickelung  dem  Leser  überlassen  bleiben  möge. 

IIL    Setzt  man 

5)  U=arc8inXt 
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■0  wird 


Vi  —  ««'  V(l  —  aj«)3' 

stfttt  der  leisten  Gleichong  kann  man  schreiben 

(1  _  a?«)  t7«  —  Ä  rr=^ =  0, 

Vi  —  «« 

oder 

(1  —  »«)  IT'  —  a:  er*  =  0. 

Durch  n-malige  Differentiation  dieser  Gleichong  ergiebt  sich 

(ii)o(l  —  ««)  ü-«»  +  «)  —  (n)i  2«  rz««  +  1)  —  (n)j2  .  1  l^w;  _ 

—  (n)oX  U(^  +  «  —  (n)i  .  1  r7<«>      J  ~  ^' 

oder,  wenn  27^*  +  '^  als  Unbekannte  angesehen  wird, 

6)  cr^,...^ßn  +  l)a;r("-^i>  +  n«l7C«) 
'  1  —  «* 

Von  U'  nnd  Z7"  ausgehend,  erhält  man  jetzt  ü"\  ü^  etc., 
indem  man  der  Reihe  nach  n  =  1 ,  2,3  etc.  setzt 

Uebrigens  kann  man  irgend  einen  höheren  Differentialqaotienten 
von  U=  arc8m  x  auch  direct  vollständig  entwickeln,  nur  ist  dann 
die  Formel  weniger  einfach.     Man  hat  nämlich 

^         .  1  11 

Vi  —  ««        Vi  +  Ä    Vi  —  « 

Hier  lässt  sich,  wenn  beiderseits  n-mal  differenzirt  wird,  rechter 
Hand  suerst  die  Formel  4)  in  §.  13  anwenden. und  nachher  jeder 
Differentialquotient  von  u  oder  v  nach  Formel  4)  in  §.12  entwickeln. 
Kadi  einigen,  von  selbst  sich  darbietenden  Reductionen  gelangt  man 
tu  folgender  Formel 

7)  D«  +  1  arcsinx 
_1.3.5...(2n— 1)  (   _  l(w)i  l—x  1.3(n)a        /l— xV 

2«(1— a?)-Vl— 0?»  i        ^*"^  ^+*      (2n— l)(2w— 3)\1  W 


1.3.6  (n)>  /"^""^V  4. 

(2n— 'l)(2n— 3)(2n— ö)\l+a;/  "^ 


IV.    Setzen  wir 
8)  7=  (MTClanXf 

so  ist 

r  =  Y^  od«  (1  +  «»)  F'=  1; 

dnrdi  n-maUge  Differentiation  der  letzten  Gleichung  erhalten  wir 

6* 
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(n)o(l  +  »*)  FC"  +  i>  +  (n)i  2x  FC>  +  (n)^  2  .  1  F^»  -  «  =  0, 
oder 

9)  r.^,.^        2HxFC)+n(n-l)FC-0 

1    +   X^ 

Für  n  =  1 ,  2,3  etc.  ergeben  sich  hieraus  die  successiven  Dif- 
ferentialqnotienten  F",  F'"  u.  s.  w. 

Auch  hier  kann  F^"^  =  D"  arcfan  x  noch  auf  andere  Weise 
direct  entwickelt  werden.     Da  nämlich  aus  Nro.  8) 

05  =  ton  F,        -T—, — ;  =  C08^  V 

folgt,  so  lässt  sich  der  erste  Differentialquotient  in  der  Form 

10)  DV=cos^V 
darstellen;  der  Differentialquotient  hiervon  ist         • 

D^V  =  2cosV .  DcosV  =  —2008  Vsin  V  .  DV 
oder,  wenn  statt  DV  wieder  sein  voriger  Werth  gesetzt  wird, 
D^V=  —  2  cos»  Fstn  F  =.  —  cos«Fstw2F. 
£ine  fernere  Differentiation  giebt' 

D^V  =  —  2(cos»Fc(?s2F—  cosV sinV 8in2V)  DV 
=  —  2cos*V  (cosVcos2V  —  8inVsin2V) 

=  —  2C08^VC08SVi 

differenzirt  man  von  Neuem,  so  folgt 

D^V=  4-  2  .  3(cos»F8tn3F+  cos^VsinV  cosSV)  DV 
=  4-  2  •  3co8^V{co8V8in3V  +  sinVcosSV) 
=  +  2  .  3co5*F8fn4F, 

D^V=  +  2.3.  4(cos*Fcos4F—  C08^V8inVsinAV)DV 
=  +-2.3.  4cos»F(cosFcos4F  —  sinVsinA  V) 
=  +  2.3.  4cos»Fcos5  F. 

Den  weiteren  Gang  dieser  sehr  einförmigen  Rechnung  übersieht 
man  leicht;  es  ist  daher 

11)  D >*  F  =  (—  1 )  *  1 . 2 . 3 . . .  (2  Ä  —  1 )  cos "  F  stn  2  Ä  F, 

12)  Da*+iF=(— 1)*  1.2.3 (2äi)cos"  +  iFcös(2ä  +  1)F. 

Beide  Formeln  lassen  sich  in  eine  einzige  zusammenziehen,  und 

man  vermeidet  damit  die  Unbequemlichkeit,  bei  der  Angabe  von 
2>"  F  die  Fälle  eines  geraden  und  eines  ungeraden  n  unterscheiden 
zu  müssen.     Setzt  man  nämlich 

TF=  ardan  — , 

X 
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80  wt  F=  Ja  —  W,  mithin 

sm2kV  =  smQcTC  —  2kW)  =  (—  1)*+  ^sin^kW, 

und  die  Formeln  11)  nnd  12)  werden  jetzt 

B^^V=  —1.2...  (2ÄJ— l)sm2*Trsm2ÄW;    • 

D"+^F=  -f  1  .  2 (2Ä;)sin»*  +  iTriwn(2Äj4-l)TF;  ' 

d.  L  überhaupt 

D»F=  (—  l)»~il  .  2  .  3  .  .  .  (n  —  l)sin»TF«nnTF. 

Setzt  man  endlich  die  Werthe  von  F  und  W  wieder  ein,  indem 
man  berücksichtigt,  dass 

«tu  TF  =  cos  F  =  ,  , 

V^l  +  Ä« 

ist)  80  gelangt  man  zu  folgender  Formel 

n\n.     ^             (—  l)"-il  .  2  ..•(*»  —  1)    .    /         .       1\ 
13)  D^arcianz^=' ,. s%n \  n  a/rdan  —  )• 

V(l  +  a;«)«  \  ^ 

Allgemeinere  Untersuchungen  über  die  höheren  Differentialquo- 
tienten zusammengesetzter  Functionen  und  einige  damit  verwandte 
Probleme  werden  wir  im  zweiten  Bande  mittheilen. 


§.  16. 

SocoeflslTe  Differentiatioxi  der  Fimotionen  mehrerer 

Variabelen. 

Die  wiederholte  Differentiation  einer  Function  mehrerer  unabhän- 
giger Yariabelen  kann  entweder  partiell  in  Beziehung  auf  die  eine 
oder  andere  Yariabele  geschehen,  oder  total  in  Beziehung  auf  alle 
Variibelen  zugleich;  die  Untersuchung  trennt  sich  daher  wie  früher 
({.  9)  in  zwei  Theile. 

L    Wird  eine  Function 

1)  P=f(x,tf) 

>oent  partiell  in  Beziehung  auf  x ,  und  der  entstandene  Differential- 

qaotient  partiell  nach  y  differenzirt,  so  entsteht  der  zweite  Differen- 

Üalqnotient 

dx    dx 

Ti  dy       ' 
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welchen  man  kürzer  mit  *    • 

_8«j_  _  8y(g,y) 

dydx         dydx 
oder  auch  mit 

D^D^M  =  D^Drf(x,y) 

bezeichnet;  dorch  die  Stellung  von  dy  und  dx  oder  Yon  D,  und  D« 
giebt  man  gleichzeitig  die  Reihenfolge  der  Differentationen  sn  er- 
kennen, wobei  immer  yon  rechts  nach  links  zu  lesen  ist.  Dem  ent- 
sprechend bedeutet 

dass  die  Gleichung  1)  zuerst  partiell  in  Beziehung  auf  y,  und  daa 
erhaltene  Resultat  partiell  nach  x  differenzirt  worden  ist 

Bei  der  Ausrechnung  beliebig  gewählter  SpecialiUUe  bemerkt 
man,  dass  DpDxtf  =  DxDp  js  ist]  es  entsteht  daher  iie  Frage,  ob 
diese  Gleichung  allgemein  und  unter  welchen  Bedingungen  sie  gilt. 
IliM-über  lässt  sich  auf  folgende  Weise  entscheiden,  wobei  zur  Ab- 
kürzung sein  möge 

-gj-  =  9>(*.y),       -g^  -  *(*.»). 

Wir  betrachten  zuerst  den  Ausdruck 

f(x  +  z/«,y)  — /(a?,y) 

I  als  Function  von  y  allein  und  bilden  die  Differenz  desselben,  indem 
wir  y  4"  ^y  &n  die  Stelle  von  y  treten  lassen  und  den  ge&ndertcn 
Ausdruck  um  den  ungeänderten  Ausdruck  vermindern.  Auf  die  so 
entstehende  Differenz 

/(«  +  ^x,y  4-  ^f)  -Äx,tf  +  ^9)  -  I/(«  +^«.y)  -/(«,y)] 

ict  nun  die  Formel  2)  in  §.  8  anwendbar,  welcher  wir  fUr  diesen 
Zweck  die  folgende  Gestalt  geben 

F(!f  +  ^y)  —  F(y)  =  Jy  .  F'ijf  +  xJy),  0<x<l; 

wir  erhalten  hier,  wo  F(y)  =/(«  -|-  d x,y)  —  /(a;,y)  mithin 

zu  setzen  ist, 
f{x  +  z/j.y  +  dy)  -/(x,y  +  ^y)  -/(a?  +  //x,y)  +  /(x,y) 
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Der  auf  der  rechten  Seite  in  Klammem  stehende  Ausdruck  ist  ganz 
ebenso  gebildet  wie  die  Differenz  ttf(x  •\-  ^x^V)  —  ^(aJ,l>)  wenn 
man  sich  b  als  constant  nnd  zwar  =  y  -h  ^^y  denkt.  Durch  An- 
wendung des  schon  vorhin  benutzten  Satzes  oder 

♦(»  +  dx,h)  —  ilf{x,}>)  =  ^x.t'{x  +  Az^aj,5),  0<A<1, 

folgt  nun  aus  dem  unmittelbar  Vorhergehenden 

/Ix^y 
=  *'(a;  +  l^x.y  +  xz^y). 
Betrachtet  man  zweitens  den  Ausdruck 

/{x,y  +  ^y)  —f{x,y) 

als  Function  Yon  x  und  bildet  die  Differenz  desselben  in  Beziehung 
auf  j,  80  entsteht 

f(s  +  Jx,y  +  dy)  ^f(x  +  ^x,y)  —  [f(x,y  +  dy)  — /(«,y)]; 

hier  lägst  sich  der  Satz 

F{x  +  Jx)  —  F{x)  =  dx.F{x  +  f*^«),  0<^<1, 
anwenden  wenn  man  F{x)  =z  f{x,y  +  z/y)  — fi^^y)  mithin 

I 

Ktzt;  dies  giebt 

f(x  +  ^ia?,y  +  ^y)  — /(«  +  -^aj,y)  —  /(aj,y  +  dy)  +  /(a?,y) 
=  Jxlq)(x  +  tidx,y  +  -i/y)  —  9(0?  +  f*^aj,y)]. 

Der  eingeklammerte  Ausdruck  ist  ebenso  gebildet  wie  die  Differenz 
9{fl,y  +  dy)  —  9(ö^»y)  wenn  man  sich  a  constant  =  o?  *+  ^idx 
gesetzt  denkt;  wegen 

9>(a,y  4-  ^y)  —  g>(a,y)  =  dy.q>'{a,^  +  i/^^y),  0<v<l, 

folgt  nun 

4)  /(x  +  dx,yJy)  —  /(g  +  dx,y)  —  /(a;,y  +  z^y)  +  f{x,y) 

dx/iy 
=  9)'(a?  +  ^dx,y  +  v^y). 

Die  linken  Seiten  der  Gleichungen  3)  und  4)  sind  identisch ,  mithin 
ut  auch 

♦'(X  +  l/ix,y  4-  %/iy^  =  9'(«  +  ^^x,y  +  v^y). 
LäsBt  man  die  bisher  willkührlichen  Zunahmen  dx  und  dy  gegen 
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die  Nnll  conYergiren,  so  erhält  man 

d.  h.  vermöge  der  Bedeutungen  Yon  i>\x^y)  und  ^[{x^fß) 


5) 


dxdy 


dydx 


Damit  ist  der  fragliche  Satz  hewiesen  jedoch  nur  nnter  bestimmten 
Voraussetzungen.     Die  mehrfach  benutzte  Formel 

F(u  +  Ä)  —  F(u)  =  hF\u  +  ^h),  0<-&<l 

gilt  nämlich  nur  dann,  wenn  F(u)  überhaupt  einen  Differential- 
quotienten F'(u)  besitzt  und  wenn  F(u)  und  F(u)  endlich  und 
stetig  bleiben,  während  u  bis  auf  u  -^  h  anwächst.  Im  vorliegenden 
Falle  folgt  hieraus,  dass  x  und  y  keine  solchen  Werthe  erhalten 
dürfen,  fOr  welche  die  eine  oder  andere  der  Functionen 

rr.^A   g/(^^y)   g/(^»y)   8y(x,y) 


dx 


dy         dxdy  ' 


die  Existenz  der  drei  letzten  vorausgesetzt,  unendlich  oder  disconti- 
nuirlich  wird. 


Fig.  18. 


X 


Man  kann  diesem  Theoreme 
eine  sehr  anschauliche  Seite  ab- 
gewinnen, wenn  man  sich  e  als 
das  Volumen  denkt,  welches 
unterhalb  von  einem  beliebi- 
gen Rechtecke  aus  den  Seiten 
OL=x  und  0M=  y  (Fig.  1 3), 
seitwärts  von  den  vier  auf  OX, 
I/JV.  NM,  MO  errichteten 
Verticalebenen,  und  oberhalb 
durch  irgend  eine  Fläche  be- 
grenzt wird;  es  ist  dann  in 
der  That  £f  eine  Function  von 
X  und  y,  und  man  hat  nach 

§.  1: 


—  =  Fläche  LNWÜ 
dx 

dydx  dy  * 
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indefereeitB 

1^    =Tl&cheMNW.V 

xoy  ox 

was  mit  dem  Vorigen  übereiiutimmt. 

Sind  irgend  wieviel  Differentiationen  in  Beziehung  auf  irgend 
wieride  Yariahele  aasaofiihren,  so  hissen  sich  nach  dem  Vorigen 
immer  je  zwei  Differentiationen  vertauschen;  auf  diese  Weise  kann 
man  jede  beliebige  Anordnung  der  Differentiationen  herbeiführeui 
olme  das8  das  Resultat  eine  Aenderung  erleidet. 

n.  Mittelst  des  Vorigen  lassen  sich  die  höheren  totalen  Dif- 
ferentiale einer  Function  leicht  entwickeln;  man  hat  nämlich  zunächst 
bei  zwei  Variabelen 

ond  unter  Anwendung  desselben  Satzes 

d^£  = cTZ <*«  H tt: ^y 

ex  öy 


H i dx  H f dy, 

ox  dy 


dies  ist  soviel  ab 

d^M  =  r —  dx^  +  :r :r —  dfi  dx 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  5) 

7)  cl«5  =  5—  dx^  4-  2   ^     ^     dxdy  ■\'  ^-.  dy\ 

ox^  dx  dy  ^    '    dy* 

Durch  Wiederholung  desselben  Verfahrens  findet  sich 
d^B  d^B 

«)    -    -^^  =  äl?'**'  + 3  8^räp '**''»«' 

d^B  d^B 

+  8  ^     '     dxdy^  +  TT-  dv^ 
öo?  dy*         ^   ^  dy*    ^ 

Bad  wem  man  beachtet»  dass  die  hier  vorkommenden  Zahlenooeffi« 
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cienten  durch  .dieselhe  succeBaive  Addition  wie  in  §.13, 11.  entstehen, 
80  erkennt  man  als  allgemeines  Gesetz: 

Kürzer  schreiht  man  dafür  in  symholischer  Form 


10) 


^''={h^'''h^'y^'''' 


Bei  drei  Yariahelen,  wenn  s.  B.  u  eine  Function  von  jp,  y  und  t 
bedeutet,  erh&lt  man  auf  gleiche  Weise: 

11)  d-u  =  (^d*+^dy+i^d.)"a.«. 

und  man  übersieht  auf  der  Stelle,  wie  sich  die  Sache  bei  mehreren 
Variabelen  gestaltet. 


§.16. 
Höhere  Differentialquotienten  nnentwiolLelter  Functionen« 

Aus  den  Betrachtungen  des  §.10    wissen  wir,  dass  eine  Glei- 
chung von  der  Form 

1)  /(«,  y)  =  0  oder /  =  0 

durch  Differentiation  die  folgende  giebt: 

^  dx  ^   dy      dx 

wobei  X  die  unabh&ngige  Yariabele  bedeutet  und  y  als  unentwickelte 
Function  von  x  angesehen  wird.  Um  nun  die  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  zu  erhalten,  bezeichnen  wir  die  linke  Seite  der 
Gleichung  2)  für  den  Augenblick  mit  /i  {x ,  y)  oder  noch  kürzer  mit 
/i;  es  ist  dann  unter  Anwendung  derselben  Regel 

tc\  M4.M    il-0 

'  8a;  "^  8y     dx 

aadereneits  hat  man  aber  venafiffe  der  Bedeutung  von  /j 

Ö»       dx*  ■'"  dy  '  dx«  ''"  8»  8y     dx 

8/1  _    8*/  8/        \dx/       8«/     dy^ 

8y        8y  dx  ^  dy  '      dy      "^  8y»  '  d«  ' 
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Hierbei  ist  m  bemerken,  dass  y  nur  von  x  abhftngt,  dass  also  auch 

dy 

-r—  nur  o;  enthalt,  mithin  eine  Function  von  x  aüein  [nach  der  fi-ü- 

heran  Beseichnung  ^'(x)]  and  eonstant  in  Beziehung  auf  y  ist;  man 
hat  daher 

— 5 =  0 

und  wenn  man  die  drei  letxten  Gleichungen  in  Nro*  8)  einführt,  so 
ergiebt  neb  die  gesuchte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

^      8x»  ^     dxdy    dx^  8y«    \dxJ  ^  dy     dx* 

Nach  demselben  Verfahren  kann  die  Differentialgleichung  drit- 
ter Ordnung  aufgestellt  werden;  sie  ist,  wenn/s  die  linke  Seite  der 
rorigen  Gleichung  bezeichnet: 

Bei  wirklicher  Entwickelung  der  angedeuteten  partiellen  Diffe- 
Kotialqnotienten  findet  sich : 

dx        dx*  dx^  dy     dx  dx  dy    dx* 


8V     (dyy   .^d^dy^d^ 
■^  dx  dy^  \dxj    '^      dy^'  dx  '  dx^ 


dx  dy^  \dxj     '       dy 
,8/     d^y         8V       d^ 
■^  dy  '  dx*  "*"  dx  dy    dx^ 
8/»  ^     8V  8V        dy 

dy        dx^dy"^     dxdy^     dx 


8V/W.    ?!/    ^ 
■^  dy^KdxJ  "^  8y«"dap«' 


Durch  Substitutiob  in  Nro.  5)  giebt  dies  bei  Vereinigung  aller 
gleichartigen  Grössen: 

'     dx*  "^     8«»  dy'  dx  "^     dx  8y*  \d«/  "^  dy»  \dxj 

j.  3  _?LL  .  £!£  4. 3  ?!/  iü.  ^ 

■^     8«  8y     d»»  ''"     8y» '  dt    dx* 

8y     €?»• 
Han  fibersieht  leicht,  wie  sich  mittelst  dieses  Verfahrens,  was 


rf»y 

8'/    ,    „    8V       dy        dV{dy\ 
dx*    '    'dxdy     dx    '    dy*\dxj 

da!»  ~ 

dy 
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freilich  immer  l&ngere  Rechnungen  erfordert,  die  höheren  Differen- 
tialgleichungen der  gegebenen  Oleichung  entwickeln  lassen ;  ans  ih- 
nen lassen  sich  dann  auch  die  Differentialquotienten  'der  Function 
ff  von  X  herleiten;  denn  es  folgt  jetzt  aus  Nro.  2): 

7)        ,  £y dx 

dx  ~         d£' 
dy 

wie  schon  bekannt  ist;  femer  aus  Nro.  4): 


8) 


dy 

und  hier  kann  man  den  vorhergefiindenen  Werth  von  -r^  einsetzen; 

dx 

d^V 

die  Gleichung  6)  führt  dann  weiter  zur  Kenntniss  von  -=-^  u«  s.  £ 

dx^ 

Auch  bei  Functionen  mehrerer  Variabelen  bleibt  das  Verfahren 
ganz  dasselbe,  man  unterlässt  es  jedoch,  allgemeine  Formeln  aufzu- 
stellen, weil  diese  sehr  verwickelt  werden  würden,  und  zieht  es  da- 
gegen vor,  in  jedem  gegebenen  besonderen  Falle  die  nöthige  specielle 
Rechnung  auszufahren. 


§.  17. 
Vertauflohung  der  unabhängigen  Variabelen« 

Bezeichnet  x  die  unabhängige  Variabele,  in  Beziehung  aufweiche 
ein-  oder  mehrmal  differenzirt  wird,  so  ist  nach  den  Prinzipien  der 
Differentialrechnung  da;  ein  dem  x  willkürlich  ertheilter  und  auf 
irgend  eine  Weise  gegen  die  Null  convergirender  Zuwachs,  und  es  ist 
mithin  dx  unabhängig  von  x;  anders  verhält  es  sich  mit  dem  Diffe- 
rentiale d  y  der  abhängigen  Variabele  y ,  denn  für  y  ^=  /(x)  ist 
dy  =^/'(x)  .  dXf  und  hier  bildet  dy  eine  Function  von  x,  weil  es 
aus  zwei  Factoren  besteht,  deren  erster  x  enthält.  Nach  dieser  Be- 
merkung folgt  bei  zweiter  Differentiation,  indem  dx  als  constanter 
Factor  gut,  d^y  =  df(x) .  dx  =f'(x)dx.dx  =/"(x)dx»  über- 
einstimmend  mit  den  Früheren,  und  ebenso  würden  für  die  ferneren 
Differentiationen  dx*,  dx*  etc. als  Constanten  anzusehen  sein.  ESs  kann 
uun  im  Verlaufe  einer  analytischen  Untersuchung  nöthig  werden,  dem 
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X  den  Charakter  der  anabh&ngigen  Veränderlichkeit  abzunehmen  and 
Dm  auf  eine  andere,  entweder  bereits  vorhandene  oder  erst  neu  ein- 
xofiihrende  Yariahele  zu  übertragen;  so  z.  B.  könnte  es  bei  der  Un- 
tersuchang  einer  Curve,  deren  Abscissen  x  und  deren  Ordinaten  p 
beisgen,  erforderlich  sein,  nicht  die  Abscisse,  sondern  die  Ordinate 
als  unabhängige  Yariabele  anzusehen ,  o4^r  man  könnte  in  den  Fall 
kommeD,  die  Goordinaten  einer  durch  stetige  Bewegung  entstandenen 
Corve  als  Functionen  der  Zeit  betrachten  zu  müssen,  welche  während 
der  Bewegung  verfliesst,  wie  dies  namentlich  in  der  Mechanik  häufig 
g^hiehi  Schärfer  aufgefasst  ist  jetzt  die  Frage,  was  man  an 
die  Stelle  der  Differentialquotienten 

dy        d^y       d^y 

dx'      dx^'      dx^'"'* 
n  setzen  habe,  wenn  x  nicht  mehr  als  unabhängige  Yariabele,  son- 
itm  als  Function  einer  ander  weiten  unabhängigen  Yeräpderlichen  t 
iDgesehen  wird,  wodurch  nun  auch  y  in  letzter  Instanz  eine  Function 
TOD  i  geworden  ist. 

Beachtet  man,  dass  y  von  x  und  x  von  t  abhängt,  also  y  eine 
zusammengesetzte  Function  bildet,  so  hat  man  nach  den  Lehren  des 

dy  dy      dx 

Tt  ~  Tx'U 


iu)d  man  erhält  hieraus 


l) 


dy_ 
dy  dt 


dx  dx 

U 
Indem  man  beiderseits  in  Beziehung  auf  die  unabhängige  Yaria- 
{ differenzirt,  wo  nun  dt  constant  ist,  dx  und  dy  dagegen  von 
^  ablängen,  findet  man  links 


©  <© 


dx        d^y     dx 


dt  dx         dt         dx^     dt 

nchter  Hand   nach  der  Kegel  für  die  Differentiation  der  Quo- 


dx  d^y  dy  d^x 
U^  d^  Tt  '  d^ 
'dxy 


iW 
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Stellt  man  beide  Ausdrücke  in  eine  Gleichung,  bo  ergiebt  sich 

durch  Reduction  auf  -r-^ 

da?* 


dx     d^y        dy     d^x 
d^y  _  li  "di^  '^  U  "di^ 

(dx\ 


^^  dx^~   •  fdxV 

-  \dt 

Dnrch  Wiederholung  der  Differentiation  in  Beziehung  auf  t  fin- 
det man  auf  gleiche  Weise 

da?Y  d^y  dx     d^-x    d^y  ;    o  ^y  ^d^x\*       ^^      dy    d^x 

dt)   'd^''1i"dt^"di^^1i  \di^J  '^ 'dt  "dt  "dt^ 


( 


(if)' 


Wie  man  auf  diese  Weise  weitergehen  kann,  ist  unmittelbar  klar; 
allgemeine  Formeln  würden  wegen  der  grossen  Complication  derAuB- 
drücke  von  keinem  Nutzen  sein. 

Nehmen  wir  beispielsweise  t  =  y,  womit  gesagt  ist,  dass  nun- 
mehr y  als  unabhängige  Yariabele  gelten  oder  die  Gleichung  y=/(x) 
umgekehrt  werden  soll  [x  =  F(f/)],  so  ist 

dy   _      1 
dx  dx 

dyx 

dx» 


*) 


5) 


iw 


6) 


d«s 


dx     d*x 
d^y  ^  \dyy        dy  '  dy* 

XL  B.  W. 

Dasselbe  Yerfahren  passt  auch  auf  den  Fall,  wenn  mehrere  un- 
abhängige Yariabelen  vorhanden  sind,  nur  werden  die  Formeln  noch 
etwas  verwickelter.  Man  zieht  es  daher  vor,  die  Rechnung  erst  in 
den  gerade  vorkommenden  speciellen  Fällen  auszuführen,  wie  man 
dies  später  sehen  wird 
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§-  la 

Siuammenhaiig  swisohen  einer  Function  tmd  ihren  auooes- 

aiven  Differentialquotienten. 

Sowie  in  §.  8  Gleichnngen  zwischen  einer  Function  und  ihrem 
ersten  Differentialquotienten  abgeleitet  wurden,  Belassen  sich  auch  all- 
gememere  Formeln  entwickeln,  in  denen  ausser  einer  gegebenen  Func« 
tion  noch  beliebig  viele  ihrer  Differentialquotienten  vorkommen.  Man 
gelangt  hierzu  auf  folgendem  Wege. 

Analog  der  Gleichung 

1)  m=f(a)  +  (6  -  o)/'(a  +  d [6  -  a]),    0  <  *  <  1. 

< 

lit  iQch  anter  den  gehörigen  Bedingungen 

n)=/'(a)  +  (e-  ä)f"(a  +  «  [c  -  o]) ,    0  <  e  <  1 ; 

lummt  man  e  =  a  .-}-  ^(p  —  a)i  substitnirt  nachher  den  Werth  von 
f'(c)  in  die  vorhergehende  Gleichung  und  bezeichnet  d"  e  kurz  mit  d'i 
Bo  erhüt  man  die  neue  Formel 

Im  letzten  Summanden  kommen  zwei  positive  ächte  Brüche  0 
and  ^1  vor,  deren  Werthe  man  nicht  n&her  kennt ;  um  diesen  Uebel- 
itand  in  vermeiden^  suchen  wir  den  Betrag  der  Summe 

•     /(o)  +  (6-a)/» 

aaf  anderem  Woge  zu  bestimmen.     Zu  diesem  Zwecke  sei 

es  ist  dann  einerseits  • 

4)  9(a)  =  /(a)  +  (b  -  a)f'(fl) ,      ip(b)=f(b), 
uderennts  doroh  Differeiitiation  yon  Nro.  3) 

5)  q/(x)  =  (6  -  x)f"iz). 
^  liot  rieh  die  bekaoate  Formel  (§.  8,  Nro.  8) 

9(6)  =  g>(a)  +■ -^J-ZlJ—-^  q>'(a  +  Ö|>  _  a]) 

ttvenden,  indem  man  aus  Nro.  4)  die  Werthe  von  (p(h)  und  9(0) 
«id  nach  Nro.  5) 

9/(a  +  flp  —  a])  =  (1  —  e)Q)  -  a)f"(a  +  ö[5  -  a]) 

nbatitairt;  man  gelangt  sofort  zu  der  Gleichung 

6)  m=/(a)  +  (6-. «)/'(«) +-^^^^^,/«(o  +  d[6 -«]), 
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welche  genauer  als  die  frühere  (2)  ist,  insofern  sie  nur  den  einen  po- 
sitiven ächten  Bruch  0  enthält.  Etwas  einfacher  wird  die  Formel  6) 
für  j)  :^  2,  nämlich 

7)    f(b)  =f(a)  +  (6-  a)/'(a)  +  i(&-a)V"(a  +  Ö[5~a]). 

Uehrigens  gelten  diese  Resultate  nur  unter  der  Voraussetzung, 
dass  q>(x)  und  9'(a?),  mithin  auch/(a?),/'(a;)  und  /"(a?)  stetig  und 
endlich  hleihen  von  o;  =  a  bis  x  =  &. 

Das  soeben  benutzte  Verfahren  lässt  sich  wieder  auf  die  Formel 

7)  anwenden;  man  hat  nämlich 

.      /«(c)  =  /"(a)  +  (c  -  a)/'"  (a  +  s[e-  o]). 
mithin  wenn 

c  =  a  +  e(h  --  a),        ee  =  Oi 
genommen  und  substituirt  wird, 

8)  /(b)  =  f(a)  +  (d  ^  ä)fiä)  +  1(5  -  a)  V"(a) 

+  JÖ(6-a)3/'"(a  +  ö,[5-a]). 

Auch  hier  kommen  zwei  unbekannte  Brüche  0  und  Oi  vor,  and 
daher  verbessern  wir  die  Formel  auf  folgende  Weise.     Es  sei 

9)  i,  (x)  =  fix)  +  (6  -  «)/'(*)  +  l(b-  xy/"ix) , 
so  haben  wir  einerseits 

10)  ipia)  =/(a)  +  (b-a)f'(p)  +  \(b-ayr(a),  4>(b)=/(b), 
andererseits  durch  DilSerentiation  von  Nro.  9) 

*'(a  +  *P»  —  o])  =  J(l  —  *)«(6  —  o)»/"'(a  +  ^P»  —  «])• 
Sabstituiren  wir  diese  Werthe  in  die  Formel 

11)  tl,(b)  =  V(a)  +  ^ (^  ^S»)P  - 1  *'(«  +  *P  -  «]). 

BO  gelangen  wir  augenblicklich  zu  der  Gleichung 

12)  /G»)  =/(a)  +  (6  -  a)f'(ä)  +  |  (6  -  ay/"(a) 

+  2i,aI^)'>-/"'("+^tft-a]). 

die  sich  für  p  -=  3  noch  etwas  vereinfacht,  nämlich 

13)  /(h)  =f(a)  +  (ft  -  a)/'(a)  +  J  (ö  -  a)V"(a) 

+  J(5-a)3/'"(a  +  0[6-.a]). 

Dabei  müssen  ^(a?)  imd  if'(x),  mithin  auch  /(x),  /'(«),  /"(x) 
und  f'"(x)  endlich  und  stetig  bleiben  von  x  =^  a  hia  x  =  h. 

Um  die  bisherige  Sohlussweise  ganz  allgemein  auszufilhren, 
setzen  wir 
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14)  ♦(x)  =f{x)  -h  ^-=^f\x)  +  '^^J^f'ix)  + 

vorij)  /(x)  eine  gegebene  Function ,  i>  (x)  dagegen  die  nnbekannie 
Summe  der  rechts   stehenden  Sammanden    bezeichnet.      Einerseits 

^  1  .  2  ...(n—  1)-^         ^^ 

uderawita  durch  DifferenUation  von  Nro.  14),  wobei  sieb  alle  ne- 
(ptinB  Aoidrücke  hebeo, 


»'(a 


md  wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  1 1)  einsetzt,  so  ge- 
langt man  zu  der  Formel 

16)  m  =/(a)  +  ^-^/'(fl)  +  ^-f^fia)  +  .  . . 


. .  .  .  J ^ ?yll P'*-^^(a\ 

^  1  .2  ...(n—  l)'         ^^ 

Zur  Gültigkeit  der  vorstehenden  Gleichung  gehört  übrigens  die 
Endlichkeit  und  Continuität  der  Functionen  ^{x)  und  l(^(x);  dazu 
>t  hier,  wo  ^(^)  und  ^'(x)  durch  die  Gleichungen  14)  und  15) 
Wtimmt  werden,  erforderlich,  dass  f(x),f'(x),  f^ix),  .  .  ./^*H^) 
^eh  and  stetig  bleiben  von  o?  =  a  bis  o;  =  &. 

Für  b  —  a  =  A  nimmt  die  Formel  16)  folgende  Gestalt  an. 

vt\  /(o  + »)  =/(a)  +  \r{a)  +  i^rco)  +  •  •  •  • 

1»- J 


+  r72T77örri)/^"-'K«) 

^  1  .  2  .  .  .  (n  —  1>  .  p-'     '^    ^        ^ 

SehlOailcb,  Analytl«.  L  ^ 
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und  dabei  müssen /(Ä),/'(aO, /"(«),  .  •  ./^"^(a?)  endlioh  und  conti- 
nuirlich  bleiben  von  x  =.  a  bis  x  =  a  -{-  h. 

Als  Specialisirungen  der  Zahl  j)  empfehlen  sich  die  Werthe  p=n 
und  !>  =  1 ;  im  ersten  Falle  erh&lt  man 

18)  /(o  +  Ä)  =/(«)  +  -Yf'(<^)  +  i72/''(«)  +  •  •  •  • 

dagegen  im  zweiten  Falle 

19)  /(a  +  Ä)  =/(a)  +  ±f'(a)  +  y^/"(o)  +  •  •  •  • 


^  1.  2...(n--l)-^  ^''^^  1.2...(n-l/     ^«■1-*^''> 

Hier  bedeutet  ^  immer  einen  positiven  ächten  Bruch,  dessen 
Werth  nicht  näher  bekannt  ist.  Dieser  kann  übrigens  in  den  drei  letz- 
ten Formeln  verschieden  sein,  denn  man  sieht  an  einzelnen  Beispio- 
len'zu  Formel  17)  sehr  leicht,  dass  d"  gleichzeitig  von  a,  /«,  H  nnJ 
p  abhängt  und  daher  bei  verschiedenen  p  im  Allgemeinen  verschie- 
dene Werthe  erhält. 

Eine  sehr  einfache  Anwendung  von  Formel  18)  gewährt  die 
Specialisirung  , 

/(x)  =  logx, 
wobei  M  den  Modulus  des  logarithmischen  Systems  bezeichnen  mo^c; 
es  ist  dann 

(-i)Y^Y  - '    (-i)«  +  7    h   Y] 

■^  n^l\aj  "^  n  \a  +  &hj } 
und  zwar  gilt  diese  Formel  für  alle  positiven  a  und  h.  Setzt  man 
für  d  das  eine  Mal  die  Null,  das  andere  Mal  die  Einheit,  so  wird 
der  absolute  Werth  des  letzten  Summanden  im  ersten  Falle  zu  gross, 
im  zweiten  zu  klein,  und  man  erhält  daher  zwei  Zahlen,  zwischen 
denen  log  (a  •{-  h)  enthalten  ist. 

Auch  fOi  Functionen  mehrerer  Yariabelen  können  ähnliche  Olei* 
chungen  wie  Nro.  17),  18)  oder  19)  entwickelt  werden,  doch  unter« 
lassen  wir  dies,  da  wir  ohnehin  auf  diesen  Gegenstand  zurückkommen* 


.  •  • 


Gap.  III. 

Untersachnngen  über  krumme  Linien  und  Flächen. 

§.  19. 

Der  Lauf  ebener  Gurren. 

I.  Die  erste  Frage  bei  der  Betrachtung  einer  ebenen  krummen 
Linie  wird  sieb  immer  auf  deren  Steigung  oder  Fall  beziehen,  weil 
schon  bieraua  die  Gestalt  der  Gurre  mit  einiger  Sicherheit  zu  ersehen 
ist  Soll  nun  die  Gurve  steigen,  so  muss  die  n&chstfolgende  Ordinate 
grösser  als  die  vorhergehende  sein,  beim  Herabsteigen  dagegen  ent- 
spricht der  grosseren  Abscisse  eine  kleinere  Ordinate.  Betrachten 
.vir  daher 

«und  y  =/(»), 

als  Coordinaten  zweier  benachbarten  Punkte,  so  steigt  die  Gurre, 
wenn  b«  hinreichend  kleinen  ^x  die  Differenz 

positiT  ist  und  es  bleibt,  falls  ^x  noch  weiter  abnimmt  und  gegen 
die  Noll  convergirt;  dagegen  f&llt  die  Gurve  bei  negativ  bleibenden 
Jy.  Zufolge  der  Voraussetzung  eines  positiven  ^x  kann  man  auch 
ngen ,  dass  die  Gurve  steigt  oder  fallt ,  je  nachdem  der  Differenzen- 
^ootient 

^x  dx 

das  positive  oder  negative  Vorzeichen  behält     Wie  in  §.  8  nachge* 
wurde ,  hat  aber  der  Differenzenquotient  bei  hinreichend  klei« 

6' 
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nen  ^x  dasselbe  Vorzeichen  wie  der  Differentialquotient;   es  gUt 
daher  der  Satz: 

Die  Curve,  deren  Oleichung  y  =  f{x)  ist,  steigt 
so  lange  al8/'(a?)  positiv  bleibt,  sie  fällt  dagegen  so 
lange /'(x)  das  negative  Zeichen  behält. 
Man  wird  dies  geometrisch  sogleich  bestätigt  finden,  w«nn  man 
sich  an  die  Gleichung 

y'  =/'(a?)  =  tant 
erinnert.    Bei  positiven  /'  (x)  ist  nämlich  r  positiv  und  die  Tangente 
TP  (Fig.  14)  bildet  mit  der  positiven  Seite  der  a:- Achse  den  spitzen 


Fig.  14. 


und    zwar    positiven 
Winkel  X  TP,  wobei 
die  Drehung  von  der 
Rechten   zur  Linken 
als    die  Drehung  im 
positiven    Sinne    be- 
trachtet   wird ;     un- 
ter diesen  Umständen 
steigt  die  Curve.  Dem 
negativen  /'  {x)  entspricht  ein  negativer  Winkel  x^=Z.XTi  ^»  ^*^" 
eher  durch  die  entgegengesetzte  Drehung  entstanden  ist;   die  Curve 
fallt  dann. 

Wenn  die  derivirte  Function  /'  {x)  ihr  Vorzeichen  auf  die  Weise 
ändei-t,  dass  sie  entweder  vom  Positiven  durch  Null  hindurch  in^s 
Negative,  oder  umgekehrt  aus  dem  Negativen  durch  Null  hindurch 
in's  Positive  übergeht,  so  tritt  an  der  Stelle,  wo  /'(a;)  =  0  wird, 
entweder  der  Uebergang  von  Steigen  zu  Fallen  oder  von  Fallen  zu 
Steigen  ein.  Derartige  Punkte  kann  man  passend  Culminations- 
p unkte  nennen;  im  ersten  Falle  ist  die  Culmination  eine  obere, 
im  zweiten  eine  untere.  An  jedem  Culminationspunkte  wird  r  =0, 
mithin  die  Tangente  parallel  zur  Abscissenachse ,  wie  in  Fig.  14  an 
dem  oberen  Culminationspunkte  C 

Als  Beispiel  kann  man  die  Ellipscngleichung 


y 


=  —  V  2ax^x^ 


benutzen;  der  Differentialquotient 


»=7 


a  —  X 


V2ax—x^ 

hat  für  o;  <^  a  das  positive,  für  x  ^  a  das  negative  Vorzeichen  und 
geht  an  der  Stelle  x  =  a  aus  dem  Positiven  in*s  Negative  über. 
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Die  Cuire  besitzt  daher  an  der  Stelle  a:  =  a ,  y  =  &  einen  oberen 
Cnlminationspunkt,  wie  auch  geometrisch  bekannt  ist. 

IL  Hat  man  mittelst  der  angegebenen  Regel  gefundeo,  dasa 
«ine  Cunre  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  steigt  oder  fallt,  so 
bIeiT)t  noch  die  zweite  Frage,  wie  jenes  Steigen  oder  Fallen  ge- 
«chicht  Eine  Curve  kann  nämlich  beim  Steigen  entweder  die  erha» 
bene  oder  die  hohle  Seite  gegen  die  Abscissenachse  kehren  (s.  Fig. 
15  and  16).  Dasselbe  gut  auch,  wenn  die  Curve  fällt,  und  es  bedarf 
daher  eines  Unterscheidungszeichens  für  diese  verschiedenen  Lagen, 
btfliui  der  Bogen  FP^  convex  gegen  die  Abscissenachse  (Fig.  15), 

so  heisst  dies  nichts  An- 

^'Sr.  15.  deres,  als  dass  er  zwi- 

Yi  sehen  seiner  Sehne  und 

der  a;- Achse  liegt;  dage- 
gen ist  der  Bogen  PP% 
concav  (Fig.  16),  wenn 
umgekehrt  die  Sehne  zwi- 
schen dem  Bogen  und 
der  Abscissenachse  durch- 
geht. Schalten  wir  auf 
der  Mitte  der  Sehne  noch 
den  Punkt  Q  ein  und  be- 
zeichnen mitPt  deigeni- 
gen  Curvenpunkt,  wel- 
cher die  nämliche  Ab- 
scisse  wie  Q  besitzt,  so 
haben  wir  bei  convexer 
Krümmung 

MxQ>MxPu 
(         bei  concaver  Krümmung 

MxQ<M,Pu 
und  es  ist  also  die  Curve 
^Tez  oder  concav  gegen  die  Abscissenachse,  je  nachdem  M\Q  —  M\P\ 
diB  positive  oder  negative  Yorzeichen  hat.  Für  OM  =  x,  MMi 
=  MiMi  z=  jdx  und  mit  Bücksicht  darauf,  dass  M\  Q  das  arithme- 
tiflche  Mittel  zwischen  MP  und  M^  Ps  darstellt,  findet  sich 

MiQ^3f,Pi 

J{x^^2^x)+/(x)     ..^,    ^^,     f(x+2Jx)-2f(x+^x)+fix)^ 

dieser  Ausdruck  hat  immer  dasselbe  Yorzeichen  wie 


0^ 


Fig.  16. 


YI 
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jdx^  ^x^ 

und  letalerer  ist  wieder  einerlei  mit 

/"(»)  +,?. 

wo  Q  eine  gleichzeitig  mit  ^x  gegen  die  Null  conyergirende  Grösse 
bezeichnet.  Hieraus  folgt,  dass  bei  hinreichend  kleinen  dx  der 
zweite  Differenzenquotient  dasselbe  Vorzeichen  wie  der  zweite  Diffe- 
rentialquotient besitzt,  dass  mithin  die  Curve  convex  oder  concaT 
ist,  je  nachdem  f''  (x)  das  positive  oder  negative  Zeichen  hat  Diese 
Bemerkungen  sind  leicht  auf  den  Fall  auszudehnen,  wo  die  Corre 
unterhalb  der  Abscissenachse  liegt,  mithin/(a?),  f(x  +  ^x),f(x  +  2  Jx) 
negativ  sind;  man  findet,  dass  umgekehrt  ein  negatives  f"{x)  die 
convexe,  ein  positives /'' (o;)  die  concave  Krümmung  anzeigt  Mit 
dem  Vorigen  zusammen  giebt  dies  den  Satz,  dass  die  Curve  convex 
oder  concav  gegen  die  Abscissenachse  gekrümmt  ist,  je  nachdem  /(x) 
und  /"  (x)  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzen. 

Zu  demselben  Resultate    führt   auch   eine  andere  Bemerkung. 
Bei  einer  convex  steigenden  Curve  wachsen  nämlich  die  Tangenten- 
winkel, bei  einer  Concav  steigenden  nehmen  sie  ab,  wie  man  unmit- 
telbar aus  Fig.  17  und  18  ersieht,  worin  PTund  Pi  T,    die  Tan- 
Fig.  17.  Fig.  18. 


0    T      Ti   m:    M, 


genten  an  zwei  aufeinander  folgenden  Punkten  sind.  Die  gleiche 
Bemerkung  gilt  auch  für  fallende  Curven,  und  daher  deutet  jederzeit 
ein  wachsendes  r  auf  convexe,  ein  abnehmendes  r  auf  concave  Krüm- 
mung. Die  Zunahme  oder  Abnahme  von  r  erkennt  man  an  dem 
Vorzeichen  des  Differentialquotienten 

dx  dardany' 1 

dx 


y\ 


dx  1  4-  y'« 

dieses  Vorzeichen  hängt  lediglich  von  y"  ab,  und  damit  gelangt  man 
wieder  zu  dem  vorigen  Satze.  Um  letzteren  etwas  einfacher  und 
ftbr  Anwendungen  bequemer  aussprechen  zu  können,  denken  wir  uns 
die  Abscissenachse  so  weit  abwärts  parallel  m  sich  selbst  versehe- 
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ben,  data  alle  in  Frage  kommenden  Ordinaten  positiv  ausfallen;  mit 
anderen  Worten,  wir  Tergrösse]^  alle  innerhalb  des  betrachteten 
Inierralles  liegenden  Ordinalen  um  eine  constante  Strecke,  welche 
B^  als  die  grösste  Ordinate  beträgt.  Auf  y'  und  y"  hat  diese 
Operation  keinen  £inflass;  der  vorige  Satz  aber  lautet  dann: 

Die  Curve,  deren  Gleichung  y  =f{x)  ist,  kehrt 
die  convexe  oder  die  concave  Seite  nach  unten,  je 
nachdem /"(x)  positiv  oder  negativ  ist. 

Aendert /"  (x)  sein  Vorzeichen  mittelst  Durchganges  durch  den 
Werth  /"  (x)  =  0,  so  findet  an  dieser  Stelle  ein  Krümmungswechsel 
lUtt;  ein  derartiger  Punkt  heisst  ein  Inflexionspunkt  oder  Wen- 
depankt. 

IIL  Nach  diesen  Sätzen  ist  der  Lauf  einer  durch  ihre  Glei- 
chmig  gegebenen  Curve  auf  folgende  Weise  zu  untersuchen.  Man 
ermittelt  zunächst  die  Intervalle,  innerhalb  deren  y  sein  Vorzeichen 
behält,  sowie  die  Stellen  wo  y  =  0  wird;  man  erhält  dadurch  die 
Punkte,  welche  die  Curve  mit  der  Abscissenachse  gemein  hat,  d.  h. 
Durchschnitte  oder  Berührungspunkte  mit  der^c-Achse.  Nach- 
ber  entscheidet  man,  wie  weit  if'  positiv,  wie  weit  es  negativ  ist  und 
wo  y'  sein  Vorzeichen  mittelst'  Durchganges  durch  Null  wechselt; 
dies  giebt  die  Culminationspunkte.  Endlich  untersucht  man, 
innerhalb  welcher  Intervalle  y"  positiv  bleibt,  innerhalb  welcher  an- 
deren negativ,  und  an  welchen  Stellen  y"  sein  Vorzeichen  mittelst 
Durchganges  durch  Null  wechselt,  d.  h.  wo  Inflexionspunkte  vor- 
kommen. Diese  sogenannten  ausgezeichneten  Punkte  reichen  hin, 
um  die  Gestalt  der  Curve  kennen  zu  lernen. 

Als  Beispiel  diene  eine  Curve  von  folgender  Entstehungsweise.  In 
emem  aber  dem  Durchmesser  AB  =  2  a,  Fig.  1 9  (a  f.  S.),  construirten 
Krdss  sind  parallel  zm  AB  Sehnen  gezogen,  von  denen  Qi  Q% 
irgend  eine  darstellen  Inöge;  sie  schneidet  den  zu  AB  senkrechten 
Durdimesser  in  einem  Punkte  N.  Man  legt  femer  M\  Qi\\CD  \\  M*  Q% 
B&d  zieht  die  Gerade  AN\  letztere  trifft  Mi  Q\  in  Pi ,  Jtfj  Qi  in  P9, 
imd  nnn  sollen  Pi^Pj  Punkte  der  neuen  Curve  sein.  Bezeichnet  man 
AJf|  oder  AM^  mit  x^  und  die  zugehörige  Ordinate  mit  y^  so  erhält 
BSD  als  Gleichung  der  krummen  Linie 

y  = . 

Bad  hieraus  ergiebt  sich,  das  Wurzelzeichen  erst  als  positiv  voraus« 
goetzty  dass  zu  jedem  negativen  x  ein  imaginäres  y  gehört,  dass 
ferner  fiir  x  =  0  auch  ^  =  0  wird,  dass  jedem  zwischen  0  und  2  a 
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liegenden«  ein  positives  y  entspricht,  dass  für  x=2a  wieder 9 T=rO, 
und  für  «  >>  2  a  jedes  y  imagin&r  ist  Die  Gurve  geht  demnach  yon 
A  aus  über  die  a^Ach8e  hinauf  nnd  steigt  am  Ende  in  B  wieder  zu 

Fig.  19. 


Y    id,     B 


ihr  herab.  Nimmt  man  das  Wurzelzeichen  negativ,  so  erhält  man 
gleich  grosse  nnd  entgegengesetzte  Ordinaten;  demnach  besteht  die 
Corve  aus  zwei  congruenten,  über  und  unter  der  Abscissenachse  He- 
genden Zweigen,  die  zusammen  eine  geschlossene  Figur,  ein  soge- 
nanntes Blatt  bilden. 

Man  erhält  weiter  als  ersten  Differentialquotienten 

^,_    x(3a^2x) 

wobei  das  Wurzelzeichen  positiv  genommen  werden  kann,  weil  man 
nur  einen  der  beiden  congruenten  Zweige  zu  untersucheil  braucht 
Für  X  =  0  wird  jf'  =  0;  so  lange  x<i^a  bleibt,  ist  y'  positiv,  für 
flp  =  |a  wird  y'  :=  0,  bei  grösseren  x  wird  y'  negativ  und  zuletzt, 
d.  h.  für  o;  r=  2  a,  negativ  unendlich  gross.  Demnach  hat  die  Gurve 
in  Ä  die  Abscissenachse  zur  Tangente;  von  Ä  aus  steigt  sie  bis  eu 
dem  oberen  Culminationspunkte  &,  dessen  Coordinaten  ilF=  |ii, 

FQ  =  — - — a  sind,  und  f&Ut  dann  bis  JB,  wo  sie  die  Abscissen- 
4 

achee  rechtwinklig  schneidet 

Was  femer  den  zweiten  Differentialquotienten 

,,  _  x(3a*—6ax-\-2x^)  _  2 a; [(j;  —  f o)»  —  f  g«] 

^    ~      a V (2 ao;  —  a?«)«      ~      aV(2ax--x^y 

anbetrifft,  so  übersieht  man  leicht,  dass  derselbe  positiv  bleibt  von 
0^=0  bis  zudem  kleineren  der  beiden Werthe,  welche  (jt  —  ia)*=|a' 


Cap.  III.   §.  20.   Bogendiffereatial,  Tangenten,  etc.       89 

3 Ys 

machen,  d.  h.  bis  zn  X  =z a  =  Ja  —  acosSO^  Beimüeber- 

Ja 

ichreiten  dieses  Werthes  geht  y"  aus  dem  Positiven  in's  Negative 
aber  und  bleibt  negativ  bis  x  =  2  o.     Es  würde  awar  spftter  für 

3  +  VT 
x= T a  wieder  ein  Zeicbenwechsel  eintreten;  dieser  kommt 

3  -L.  y  3 
aber  nicht  in  Frage,  weil r a  !>  2  a  ist  und  die  zugehörigen 

1 3\  y"  imagin&r  sind.  Die  Curve  ist  demnach  convex  gegen  die 
Absdüsenachse  von  A  bis  zu  dem  Inflexionspunkte  J,  dessen  Goordi« 
Baten  AH=  ^a^-acosdO^  und  HI  leicht  construirt  werden  kön- 
oen;  darüber  hinaus  bleibt  die  Linie  concav. 


§.  20. 

Bogendifferential ,  Tangenten, ^Asymptoten  und  Nonnalen 

ebener  Oorven« 

L    Die  schon  öfter  benutzte  Gleichung 

I 

büdet  die  Grundlage  für  a^e  Formeln  und  Constructionen ,  welche 
^  don  Probleme  des  Tangentenziehens  in  irgend  einem  Zusammen- 
^^  liehen.  Zunächst  bemerken  wir,  dass  aus  Nr.  1)  dief  folgenden 
Gleicfaingen  entspringen; 

dl 

q\  ^  1  .  dX 

^SMn  man  auch  die  Gestalt  geben  kann: 

ft  dx  , ,  dy 

V  dx'^  4-  dy«  Vdx^  +  dfy« 

Aer  besitst  der  Nenner  eine  geometrische  Bedeutung.  Je  kleiner 
Bisüi^  dx  und  dy  gedacht  werden,  desto  eher  ist  es  erlaubt,  das 
iviachen  den  Punkten  o?,  y  und  x  -\-  dx,  y  -i-  dy  liegende  Curven- 
itäck  mit  seiner  Sehne  zu  verwechseln  oder  das  aus  den  Katheten 
^^dy  und  dem  zugehörigen  Bogen,  welcher  da  heissen  möge,  ge- 
U^  Breieck  als  geradliniges  Dreieck  anzusehen.     Dass  diese 
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Tontellang  richtig  ist,  beweist  die  daraus  folgende  Gleichung  tan  t 

dy 
=  3^ ,  welche  mit  Nr.  1)  übereinstimmt.    Dann  darf  man  aber  wei- 
ax 

ter  sohlieaaen,  dass  für  das  Bogendifferential  d$  die  Gleichung 
i)  Js'  =  dx^  +  dp^ 

gelten  muss.     Dies  kann   auch   direct  auf  folgende  Weise   geseigt 
werden. 

In  Fig. 20  sei  OM  =  x,  MP  =  y,  MMi  =PQ  =  ^x,  PiQ 
Fig.  20.  ==  -^y»  -^  PTX  =  T,  der  von 

einem  festen  Punkte  C  an  gerech- 
^'  '  nete  Bogen  CP  =  s,  mithin 

PJ  /  Are  PPi  =  jds, 

endlich  R  der  Punkt,  in  welchem 
die  Tangente  TP  die  Ordinate 
Ml  Pi  schneidet;  wählt  man  Jx 
_  ^  so  klein,  dass  der  Bogen  PPi 
keinen  Inflexionspunkt  enthält, 
also  entweder  nur  convez  oder 
nur  concay  ist,  so  hat  man  folgende  Ungleichungen 

ArcPPi  >  PP„,d.  h.  ^s  >  V  ^x^  +  z/y', 

ArcPPx  <  PB  +  JJPi,  d.h.zffi<z/a;  ««rcr  +  -^y  —  ^x  to«r. 
Durch  beiderseitige  Division  mit  ^x  ergiebt  sich 


K' + m 


ds 


^y 


<^jz<^^  +  -:ff. - '^»*; 


^x 


Jx 


beim  Uebergange  zur  Grenze  für  unendlich  abnehmende  ^x,  z/jf, 
^8  erhält  man  auf  der  linken  Seite  als  Grenzwerth 


und  auf  der  rechten  Seite 


dy 


secx  +  ^  —  ton  r  =  scc^  =  Vi  +  tan^t  =  V 1  +  y'*« 
dx 

Beide  Seiten  conyergiren  also  gegen  eine  und  dieselbe  Grenze, 
daraus  folgt 


waa  mit  der  Gleichung  4)  ftbereinztimmt    Aaoh  ist  nwi 


ABymptoten  und  Kormalen  ebener  Gunren.  dl 

1  dx 

Vi  +  y'*      ^» 

Wenn  die  Gleichung  der  Cnrve  nicht  in  der  expliciten  Geitalt 
y=/(i),  sondern  implicite  unter  der  Form 

F(x,  y)  =  0       • 
gtgeben  iat,  so  hat  man 

dF 


y  =  4^  =  - 


dx 


dx  5p 

dy 
n  Mtsen,  wie  in  §.  10  gezeigt  worden  ist 

IL  Um  durch  den  Punkt  F  eine  Tangente  an  die  Conre  tu 
it^gen,  kann  man  entweder  den  Berührangswinkel  r  ans  der  Formel  1) 
baümmen  nnd  Bein  Gomplement  MFT  (Fig.  20)  an  die  Ordinate 
ifP  antragen,  oder  eine  der  Geraden  MT,FT  berechnen  und»  wenn 
möglich,  consirxuren.  Die  erste  dieser  Strecken  heisst  die  S  üb  tan- 
gente,  die  zweite  die  Tangente,  und  zwar  ist 

6)  Sbtg.z=:ycotx  =  r-^  =  lj, 

^  tant        y' 


«mir  y' 

Beieichnen  {  und  1}  die  Goordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
<hr  Tangente,  so  gilt  die  Oleichung 

12  —  y  =  (I  —  «)  tonr, 
von  dcran  Richtigkeit   man  sich  durch  wirkliche  Constmction  der 
Kfferenaen  £  —  x  und  q  —  y  leicht  überzeugt ;   demnach  lautet 
die  Gleichung  der  Tangente: 

8)  ij  —  y  =  y'tf  —  a?). 

Fflr  den  Fall,    dass  die  Gleichung  der  Curve  .in  der  unent- 
vuielten  Form 

J?'(a?,y)  =  0 

gigeben  ist,  erh&lt  die  Gleichung  der  Tangente  die  symmetrisch« 

Qotalt 
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III.     An  die  Gleichung  8)  oder 

«?  =  /l  +  y  —  «y' 

knapft  ßich  noch  folgende  Bemerkung.  Wenn  die  Curve  in's  Unend- 
liche geht /so  kann  es  geschehen,  doss  bei  unendlich  wachsenden  x 
die  Ausdrücke 

y'  und  y  —  xy' 
sich  bestimmten  Grenzen  nahem;  es  giebt  dann  eine  feste  Grenzla<^e 
der  Tangenten,  der  sie  sich  mehr  und  mehr  nähern,  je  weiter  der 
Punkt  xy  fortrückt,  d.  h.  eine  sogenannte  Asymptote  der  Curv& 
Setzen  wir 

Lim  y'  =  Lim  f'(x)  =  Ä,  I       _ 

Lfm(y  -  xy')  =  Lim[/(x)  -  x/ix)]  =  ^,  ^^  ~  *^ 

so  haben  wir  als  Gleichung  der  Asymptote 

10)  ri  =  M  +  B. 

Nur  für  den  Fall,  dass  die  Asymptote  parallel  zur  j^-Achse  liegt, 
wird  diese  Gleichung  unbrauchbar  wegen  ii  =  oo  und  ^  =  oo;  man 
hat  aber  dann  die  vorige  Betrachtung  nicht  nöihig,  weil  sich  eise 
derartige  Asymptote  von  selbst  dadurch  bemerklich  macht,  dass 
einem  endlichen  x  ein  unendliches  y  entspricht. 


Fig.  21. 


M    Ki  U 


IV.  Errichtet  man  im  Punkte 
P  auf  der  Tangente  eine  Senk- 
rechte, welche  die  Abscissenachse 
in  U  schnei det|  so  erhalt  man  die 
sogenannte  Normale  der  Curve; 
MÜ  heisst  die  Subnorinale 
(Fig.  21).  Aus  der  Bemerkaug, 
dass 

^  MPU—  Z.  MTP  =  t 
ist,  findet  man  leicht 


11) 

12) 


Subnorm,  =  ytanx  =  yy\ 
Norm,  =  -i^  =  yVl  +  y'^; 

C08t 


ferner  ist,  wenn  {  und  i}  die  Goordinaten  eines  Punktes  der  Normale 
bezeichnen, 

ij  —  y=(«  —  ßccrfir, 
mithin  die  Gleichung  der  Normale: 


18) 


«J  — »  =  — rr(l  — «> 
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Der  n&enjtwiekelteii  Form  der  Carvengleicliuiig   enispncht  als 
Gleichuog  der  Kormale 


W) 


(j_,)||_(,_,)||  =  o: 


Anwendungen  dieser  allgemeinen  Vorschriften  giebt  der  nächste 
PangrapL 


§.  21. 
Beispiele  von  Tangenten-  und  Normalen  construotionen. 

L    Die  Kegelschnitte.     Nimmt  man   die  Hauptachse  eines 
Kegekchmttes  znr  ^- Achse  nnd  einen  ihrer  Endpunkte  zum  Coordi* 
natenasfang,  so  ist  bekanntlich 
1)  y«  =  2px  -f  qx^ 

die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte,  worin  p  den  Halbpara- 
meter (die  Ordinate  im  Brennpunkte)  bedeutet.     Man  findet  hieraus 


2) 


yy'  =  i>  +  3«»   y'  = 


y 


mithin  als  Gleichung  der  Tangente 

p  +  qx 


3) 


n  —  y  = 


a  -  X). 


Für  1=0  ergiebt  sich  hieraus  ein  specielles  i},  das  rjo  heissen 
möge,  and  zwar  bedeutet'  es  geometrisch  die  Strecke  0  T,  welche  die 
"^aDgeate  von  der  Ordinatenachse  abschneidet;  man  hat  dafür 
__         p  +  ga?  ^  _  y^  —  i^g  —  ga?« 


^?o 


0^,  Termöge  des  Werthes  von  y*^ 


y 


4) 


%  = 


px 

T 


Dies   giebt   folgende  Tangentenconstruction   (Fig.    22).     Man 

nehme  0  C=Pi  falle  yon  dem  festen 
Punkte  C  anf  den  RadiusTector  OJP 
eine  Senkrechte,  welche  die  Ordina- 
tenachse in  T  schneidet,  und  ziehe 
die  Gerade  TP. 

Man  hat  ferner  durch' Substitu- 
tion des  Werthes  von  p 


»4 
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«'  —      P  +  9*      _ 


y  —  «y  =  i?o  = 


l|)fl5  +  ga?* 


jgg? 


Y,L 


X 
P 


+  3 


V2px  +  qx^ 


+  « 


bei  unendlich  wachsenden  x  wird  hieraus 


IAm(p  —  aryO  = 


V7 


Diese  Ausdrücke  sind  reell  und  von  endlichem  Werihe,  wenn 
g  >>  0,  d«  L  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  ist;  letatere  besitst 
daher  swei  Asymptoten,  deren  Gleichungen  aus 


6) 


,  =  V7.j  +  ^ 


hervorgehen,  wenn  man  V^  das  eine  Mal  mit   dem  positiven «  das 
andere  Mal  mit  dem  negativen  Vorzeichen  nimmt. 

Was  endlich  die  Normale  betrifft,  so  bemerke  man,  dasa  die 
Gleichung  2)  linker  Hand  den  Ausdruck  yy\  d.  h.  die  Subnormale, 
enthält  und  dass  die  Gleichung  2)  mit  folgender  übereinkonunt: 

6)  yy'  =  1^^  p, 

X 

Man  kann  daher  die  Normale  unabhängig  von  der  Tangente 
durch  folgende  Construction  erhalten:  Auf  dem  Radiusvector  OF 
errichtet  man  in  P  eine  Senkrechte,  welche  der  Abscissenachse  in  Q 
begegnet,  und  nimmt  QU  =  p\  dann  ist  P CT  die  Normale. 

n.    Die  Cycloide  ist  bekanntlich  der  Weg,  den  irgend  ein 


Fig.  23. 


Punkt  eines  Kreises  be> 
schreibt,  wenn  letzterer, 
ohne  zu  gleiten,  auf  einer 
Geraden  fortrollt,  wobei 
sich  die  Peripherie  des 
Kreises  auf  jener  Gera- 
den abwickelt  Nehmen 
wir  die  gegebene  Gerade 
3~  AB,  die  sogenannte  Ba- 
sis, zur^Achse,  den  An- 

tuigsponkt  der  Bewegung  som  Goordinatenanfang  und  setzen  (Fig. 

23)  AM  =  X,  MF  =  y,  LP  =  LU  =  a,  ^PIrl7=a),  so  gel- 

ton  folgende  Gleichungen 


TJrH 
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x  =  AU--  MU  =ÄreUP-'  FV, 
A»  i. 

7)  X  ^=^  ac}  —  asina; 

y=  UV^LTJ  --  LT, 
d.  i. 

8)  jf  =  ö  —  acasa. 

Durch  Elimination  von  co  aus  7)  und  8)  würde  man  zu  einer 
Gleichaog  zwischen  x  and  y  gelaugen,  da  aber  dieselbe  etwas  com- 
plidrt  ausfällt,  so  thut  man  besser,  die  obigen  zwei  Gleichungen  bei- 
nbehahen  und  darin  den  Wftlzungswinkel  Ol  als  unabhängige  Yaria- 
bele  sn  betrachten.     Dann  ist 

dx  =  a(l  —  C08&)  d(Of         dy  =  asmo  dm^ 

mitlnn 

dx        l  —  eoso  * 

oder,  zofolge  der  geometrischen  Bedeutung  des  Differentialquotienten, 

tanz  =  cot\(o  =  ian (90*  — :  Jo). 

Da  während  der  ersten  halben  Umw&lzung  m  <i  180^  mithin 
90«  —  I  o  ein  spitzer  Winkel  und  ebenso  r  jedenfalls  <^  90*  ist,  so 
Bchlieest  man  aus  der  yorigen  Gleichung 

r  =  90*  —  I  «0  oder  90*  —  r  =  J  », 

L\l  Z.  MPT=  dem  Peripheriewinkel  üWPi  es  ist  folglich  WPT 
die  Tangente  und  die  darauf  senkrechte  P 17  die  Normale. 

Nicht  selten  nimmt  man  den  höchsten  Punkt  C  der  Cycloide 
nun  Coordinatenanfang  und  den  Pfeil  CD  zur  Abscissenaohse.  Für 
(7JV=  Xi,  NP  =  yi  ist  dann 

«i  =  CD  —  DN  =  2a  —  y  =  a(l  4-  cob^q) 

yi  =  AD  —  AM ^=  %a  —  «  =  a(ff  —  o  -f  wnco) 


10) 


dyi        dx        .     ,  \f\ 


—  COBfO 


-f  OOSOI* 


X\ 

oder  wegen  cos  o  = 1, 


11)  ^  =  \f^±z:Jh  _  V2axx  —  x{^  ^ 

dxi         Y         Xi  Xi 

Dieses  Resultat  stimmt  mit  dem  vorigen  überein.  Die  linke 
Seite  bedeutet  nftmlicfa  geometrisch  den  Winkel  Ti,  den  die  Tangente 
PT  mit  der  neuen  Abscissenaohse  einschliesst,  es  ist  daher 
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*»»t,  =  jy^  oder  taiiMPT=^ 

woraus  wieder  folgt,  dass  PW\\CQdie  Tangente  sein  muBS. 

IIL  Die  Kettenlinie.  Aus  statiBchen  Gründen  bildet  ein  voll- 
kominen  biegsamer  homogener  Faden,  frei  aufgehangen  mnd  nur  der 
Einwirkung  seines  Gewichtes  unterworfen ,  eine  krumme  Linie  von 
folgender  Gleichung 


12) 


=1 


+  « 


*). 


wobei  die  Abscissenachse  horizontal  in  der  Entfernung  jb  unter  dem 


Fig.  24. 


Scheitel  der  Curve  li^,  und  die 
Ordinatenachse  vertical  durch  den 
Scheitel  geht  (Fig.  24).  Aus  Nr.  12) 
folgt 


y' 


=  l(^'-e    r) 


und  es  ist  vermöge  der  Werthe  von 
y  und  y' 

(!)■  -  »'• = -. 


»' 


=vw^ 


tant 


oder  infolge  der  geometrischen  Be- 
deutung von  y' 


Um  hiemach  die  Tangente  am  Punkte  P  zu  construiren,  be* 
schreibt  man  aus  dem  Scheitel  C  mit  MP  als  Halbmesser  einen 
Kreis,  welcher  die  Abscissenachse  in  ^schneidet,  zieht  die  Gerade 
CNf  die  mit  OC  einen  Winkel  =  r  bildet,  und  legt  PT  senkrecht 
SU  CN;  die  Normale  P  (7  ist  parallel  zu  CNi 


§.22. 
KrümmungskreiB,  Slrümmungsmittelpunkt  und  Evolute. 

L  An  zwei  Punkte  P  und  Pi  einer  Ciirve  CPPi  (Fig.  25) 
denken  wir  uns  die  Tangenten  TP  wd  TiPi  gelegt,  die  dich  in  ü 
schneiden ,  und  die  zugehörigen  Normalen  construirt,  deren  Dunh« 
schnitt  Q  hetssen  möge;  in  dem  Sehnenvierecke  PQPi  U  isl  dann 


Knimmungsmittelpunkt  und  Evolute. 
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Fig.  25. 


^  MiTiPi  —  Z.  MTF  =  ri  —  r, 

der  Winkel  PQPi  giebt 
alfio  den  Zuwachs  des  Tan- 
gentenwinkels X  an  und  kann 
daher  mit  ^t  bezeichnet 
werden.  Ziehen  wir  femer 
die  Secante  PiPS  und  setzen 

Z.P8M=(S, 
so  haben  wir  im  Dreiecke 

PPiQ 


^PiPQz=90^-^ZPiPU=90^-^^8PT  =90«  — (tf  — t). 
ZPPiö=900  — ^PPir;=*900  — ^SPiTi  =  90«  — (ti  — tf), 

pPi  =  ViPT^  +  P^  =  V(^xy  +  (^y^i 

rmnöge  der  Proportionalitat  der  Seiten  und  der  Sinus  der  Gegen- 
rlukel  können  wir  hieraus  die  Strecken  PQ  =z  r  und  PiQ  z=  ri 
lenchnen  und  finden 


oder 


sin /1z    ^z 


cos(t  -J-  /^r  —  d) 


UMi  dem  entsprechend 


ri  = 


sin  dz    /Ix 
^r       dx 


cos  (p  —  r). 


Lassen  wir  jetzt  den  Punkt  Pi  immer  näher  an  P  rücken,  mit- 
^dx^  dx  und  ö  —  X  gleichzeitig  gegen  die  Null  convergiren,  so 
VQi&deri  der  Durchschnitt  Q  seine  Lage,  geht  aber  nicht  in's  Un- 
<&<iache  hinaus;  vielmehr  nähern  sich  r  und  fi  der  gemeinschafl- 
'Kbea  Grenze 

Sehlönilch,  Analyilf.  I.  7 
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lAm  r  rT=  Lim  fi  = , 

dr 

dx 

welche  wir  Q  nennen   wollen.     Aus  iam  =  y'  folgt  femer,   weil  r 
einen  positiven  oder  negativen  spitzen  Winkel  bedeutet, 

,   rfr  1  dy'  1  „ 

-^  '  dx         1    f  y'^     dx  1  +  y'* 

daher  ist  zusammengenommen 

„  ,=  vll^. 

Das  für  den  ersten  Augenblick  überraschende  Resultat,  da«s  der 
Durchschnitt  zweier  Normalen  beim  Zusammenfallen  der  letzteren 
nicht  in^s  Unendliche,  sondern  nur  bis  zu  einem  bestimmten  Grenz- 
punkte  fortrückt,  ist  übrigens  geometrisch  leicht  zu  erklären.  Je 
weniger  n&mlich  die  Entfernung  der  Punkte  P  und  Pi  beträgt,  um 
80  kleiner  ist  auch  die  Differenz  der  Längen  von  PQ  und  Pi  Q,  mit- 
hin lässt  sich  näherungsweis  P  Q  =  P|  Q  als  Halbmesser  eines  Krei- 
ses ansehen,  welcher  sowohl  die  Punkte  P  und  Pj  als  die  zugehöri- 
gen Tangenten  P  T  und  Pi  Ti  mit  der  Curve  gemein  hat.  Eben 
dess wegen  schliesst  sich  dieser  Kreis  genauer  an  die  Curve  an  aU 
jeder  andere,  dessen  Mittelpunkt  willkührlich  auf  der  Normale  P(^ 
gewählt  wäre  und  der  nur  die  eine  Tangente  P  T  mit  der  Curve  ge- 
mein hätte,  oder  kurz  ausgedrückt,  jener  Krei^  hat  nahezu  dieaelb« 
Krümmung  wie  die  Curve  von  P  bis  P^.  Diese  Schlüsse  erhalten 
ihre  volle  Gültigkeit  beim  Zusammenfallen  der  Punkte  P  und  Pi; 
der  Grenzpunkt  des  Normalendurchschnittes  heisst  dann  der  Krünn- 
mungsmittelpunkt,  die  Strecke  p,  als  Radius  eines  Kreises  gi^ 
dacht,  der  Krümmungshalbmesser,  und  der  mit  q  aus  jeneu 
Punkte  beschrieben^  Kreis  der  Krümmungskreis;  er  schliesst  siel 
der  Curve  genauer  an  als  jeder  andere  in  P  sie  berührende  Kreii 
and  hat  durchweg  dieselbe  Krümmung,  wie  die  Curve  in  P. 

Diese  Vor stellungs weise  führt  auch  sehr  rasch  zur  Formel  1 1 
Setzt  man  nämlich  ArcCP  =  8t  so  ist  ÄrcPPi  =z/s,  femer  näbe 
rongsweis,  indem  man^S  wie  einen  mit  dem  Halbmesser  PQ  =  P^|  ^ 
=  r  benchriebenen  und  zum  Centriwinkel  PQPi  =  ^t  gehörig^ei 
Kreisbogen  berechnet, 

*jJ8  =  r  .  ^r  oder  r  rrr  --— 

zir 
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folglich  genau  beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  ^8 
und  ^x 

^         dt 
Dorch  Einführung  der  Werthe 

d8  =Vl  +y'« .  dx,     dt  =  ,  ^    ,,  1/"  d« 

geht  die  Formel  2)  in  die  Formel  1)  über. 

Nimmt  man  das  vorkommende  Wurzelzeichen  im  absoluten 
Sinne,  so  hat  q  immer  dasselbe  Vorzeichen  wie  ^";  d.  h.  geome- 
trisch, der  Krümmungshalbmesser  kann  zwei  verschiedene  einander 
atgegengesetzte  Lagen  haben,  je  nachdem  die  Gurve  die  convexe 
oder  die  concave  Seite  nach  unten  kehrt;  im  ersten  Falle  ist  er  posi- 
tiv, im  zweiten  negativ. 

Für  die  Gon&truction  des  firümmimgshalbmessers  ist  in  man- 
clieo  Fällen  die  Bemerkung  von  Nutzen,  dass 

gesetzt  werden  kann,  wo  u  die  Normale  im  Punkte  P  bezeichnet 
Aas  der  Gleichung  der  Kegelschnitte 

y  =  V2px  +  qx^ 
erhält  man  z.  B.  durch  zweimalige  Differentiation 

Vißpx  +  qx^y        y^ 

und  daher  ist  der  Krümmungshalbmesser 

u 
vas  flieh  ohne  Schwierigkeit  construiren  lässt,  wenn  man  z.  B.  •- 

ab  Tangente  eines  Winkels  betrachtet.    Die  eleganteste  Gonstruction 
der  Formel  werden  wir  im  §.  24  zeigen. 
Für  die  Cycloide  ist  nach  §.  21 

dx  =  2asin^lGida>^  y'  =  coi\(o^ 

sithin 

da'  = ; —  diD^ 

^  2sfn«Joi       ' 

voraiis  durch  Division  mit  dx  und  dessen  Werthe  folgt 


4  a  sin^  \  m 
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Dies  giebt  den  ErammangBhalbmesser 

^  =  —  4asmJ(D  =  —  2PU 
oder  gleich  dem  Doppelten  der  Normale ;  der  Erümmungsmittelponkt 
wird  demnach  erhalten,  wenn  man  die  Normale  PUnrn  ihre  eigene 
Grosse  verlängert 

Für  die  Kettenlinie  ist  nach  §.  21 


y'  =  l\e^  —e     *  j,   w  =  ysccT  =  j  . 


femer 


mithin  nach  Nr.  3) 

Die  Kettenlinie  hat  also  mit  dem  Kreise  die  Eigenschaft  gemein, 
dass  der  Krümmungshalbmesser  gleich  der  Normale  ist;  die  Lagen 
sind  aber  einander  entgegengesetzt 

II.  Um  die  Goordinaten  ^  und  ij  des  Krümmungsmittelpunktes 
zu  bestimmen,  braucht  man  nur  zu  berücksichtigen,  dass  der  ge- 
suchte Punkt  auf  der  Normale  um  Q  vom  Punkte  P  entfernt  hegt; 
daher  ist  aus  einfachen  geometrischen  Gründen 

X  —  £  =  p  stn  r ,    fi  —  y  =  Qcost 
oder  vermöge  der  Werthe  von  p,  sint  und  cost 

4)  i  =  X -77—  y  .         «J  =  y  H — -7/—* 

Für  die  Parabel,  deren  Gleichung 

y  =  Y2px 
ist,  findet  man  hiemach 


i  =  3x+p,      ij  =  —  ^/-^. 

Wenn  die  Gleichung  der  Curve  nicht  in  entwickelter  Form  ge- 
geben ist,  so  müssen  y'  und  y"  nach  den  Lehren  des  §.16  berechnet 
werden. 

IIL  Die  Formeln  4)  enthalten  in  letzter  Instanz  nur  die  drei 
Variabelen  f ,  i^  und  x,  da  man,  wenigstens  bei  entwickelten  Gleichun* 
gen  von  der  Form  y  =/(a;),  sowolil  y  als  y'  und  y"  durch  x  aus- 
drücken kann.  Denkt  man  sich  aus  den  obigen  Gleichungen  x  elimi- 
nirt,  so  bleibt  nur  eine  Gleichung  zwischen  £  und  1}  übrig,  d.  h.  die 
Gleichung  derjenigen  Curve,  welche  von  den  stetig  aufeinanderfoi- 


1 
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^enden  EriimmangBinittelpunkten  gebildet  wird.  Dieser  geometri- 
Khe  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  heisst  die  Evolute  der  gege- 
benen Curve,  und  zwar  kommt  diese  Benennung  daher,  dass  man  sich 
die  arsprögliche  Curve  durch  Abwickelung  eines  um  die  Evolute  ge- 
legten Fadens  entstanden  denken  kann. 

Als  Gleichung  der  Parabelevolute  findet  man  mittelst  der 
angegebenen  Elimination 

dso  eine  Curve  dritten  Grades  (die  sogenannte  semicubische  Parabel). 
Für  die  Ellipse,  deren  Gleichung  unter  der  Form 

,       ©■  +  (!)• = 

dugeBtellt  wird,  erhält  man  als  Gleichung  der  Evolute 

vobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde 

a2  — 62  ^  a«  — 52 

Ol  = f  Dl  =  — 7 —  • 

a  h 

Für  die  Hyperbel  ist  die  Mittelpunktsgleichung 

©■  -  (D= -• 

^vaos  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Evolute 

a«  +  [)2  ^        a2  +  5« 

»1  = — - — I  ^= — X 

a  0 

Fär  die  Cyclo! de  gilt  der  bemerkenswerthe  Satz,  dass  die 

Etolate  eine  mit  ihr  congruente  Cycloide  ist,  die  jedoch  eine  andere 

I^e  besitzt. 

§.  23. 
'Formeln  für  Folarcoordinaten. 

Bei  dem  Gebrauche  von  Polarcoordinaten  wird  meistentheils  der 
Kinkel  zwischen  dem  Radiusveetor  und  der  Abscissenachse  als  un- 
ibbingige  Yariabele  betrachtet  und  jener  Yector  als  abhängige 
^ttiabole;  för  Z.  XOP  =  ö  und  OP  =z  r  (Fig.  26  a.  f.  S.)  ist  dem- 
^  die  entwickelte  Gleichung  der  Curve  von  der  Form 

1)  r  =/(«). 
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woraoB  sich  die  Differentialquotienteu 

?r  =  r'  =/'(0),  S^  =  r"  =r(e)  u.  8.  w. 


dO 


dm 


Fig.  26. 


leicht  ableiten  lassen.  Es 
&agt  sich  nun,  welche  neue 
Formeln  an  die  Stelle  der  frü- 
heren treten,  wenn  man  statt 
der  rechtwinkligen  Coordina- 
ten  Polarcoordinaten  einführt. 
Der  Uebergang  von  dem 
einen  zum  anderen  Coordina- 
tensystemc  geschieht  bekannt^ 
lieh  mittelst  der  Foi-meln 


2)  X  =^  rcosO^  y  ::=  rsinß; 

eine  Aeuderung  des  6  hat  nun  gleichzeitige  Aeuderuugen  von  r,  x 
und  y  zur  Folge,  mithin  ist 

dx        dr        ..  .   ^ 

-  r«ncr, 


t:?  =  -777  cosÜ 


dd 


dO 
dr 


dO  ~  du  ^"*^  '''  ^^^^' 


dv 


und  durch  Division  unter  Berücksichtigung  der  Formel  -j-    —  tan  r, 

CL  X 


tanz  = 


dd 


sin  0  ■}-  rcosO 


dr_ 
du 


tan  0  -}-  r 


dr^ 
dd 


cosO  —  rsinO 


dr_ 
du 


—  rtanO 


Hieraus  ergiebt  sich 


dr 1  +  ton  T  tan  0 1 

dO  ton  X  —  ton  0  ton  (r  —  U) 


oder,  wenn  t  —  d= 9  gesetzt  wird, 
3) 


1    dr        r' 


Diese  Formel ,  die  man  auch  durch  eine  sehr  einfache  geometri- 
sche Betrachtung  finden  kann,  löst  das  Problem  des  Tangentenzi^» 
hens,  denn  es  ist  <p  der  Winkel  zwischen  der  Tangente  FT  und  dem 
Badiosvector  OP. 
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Nennen  wir  i^  den  Winkel  OPUy  welchen  die  Normale  mit  dem 
RadiuBYector  einschliesst,  so  ist  ^  =  90^  -\-  %  folglich 

r' 

4)  tan  ib  r=z . 

r 

Eine  im  Goordinatenanfange  auf  dem  Yector  errichtete  Senk- 
rechte wird  von  der  Tangente  in  einem  Punkte  F,  von  der  Normale 
in  einem  Punkte  W  geschnitten;  die  Strecke  OV  heisst  dann  die 
Polarsubtangente,  OWdie  Polarsubnormale.  Man  findet  OY 
=  r  tan  q>  oder 

5)  PolarstMg.  =  — ^, 

6)  Polarsubn.  =  r'; 

die  letzte  Gleichung  lasst  die  geometrische  Bedeutung    von  r'  er- 
kennen. 

Die  Formel  für  das  Bogendifferential 

ds^  =  dx^  +  dy^ 

verwandelt  sich  nach  Substitution  der  Werthe  von  dx  und  dy  in  die 
folgende  > 

7)  d8^  =  dr^  +  {rdßy 
oder  

8)  ds  =  dd  yr^  +  (^y  =  dd  Vr^  +  r'K 

Zu  demselben  Resultate  führt  auch  eine  einfache  geometrische 
Betrachtung. 

Um  endlich  den  Krümmungshalbmesser  in  Polarcoordinaten  aus- 
xadiucken,  halten  wir  uns  an  die  Formel 

ds 

worin  ds  schon  durch  Nr.  8)  bekannt  und  daher  noch  dt  zu  berech- 
nen ist    Die  Formel  3)  liefert 

r' 

t  —  0  =  arccat  — , 

r 

daher  ist 

rdr'  —  r'  dr 

,  ^^  r^ rdr'  —  r'dr 

dr'  ,  dr 

""da         ''    dO,^  rr"-r'*  ,„ 
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oder 


dt  = 


dO, 


und  nun  ergiebt  sich  vermöge  der  Werthe  von  ds  und  dt 


9) 


Für  den  Fall,  dass  die  Gleichung  der  Curve  unentwickelt  in 
Polarcoordinaten  gegeben  ist,  hat  man  r'  und  r''  nach  §.  16  zu  be- 
rechnen. 


§.24. 


Beispiele  zu  den  vorigen  Formeln.  ' 

I.  Die  Kegelschnitte.  Nimmt  man  den  einen  Brennpunkt 
des  Kegelschnitts  zum  Pol,  die  Hauptachse  zur  Absei sscnachse  und 
rechnet  den  Winkel  0  vom  nächsten  Scheitel  aus,  so  ist  bekanntlich 
die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte 


1) 


r.  = 


1  +  scosO 


Fig.  27. 


E 


N 


D 


und  in  Beziehung  auf 
Fig.  27, 

FP=r,  ^AFPz=zO', 
dabei  bedeutet  p  den 
Halbparameter  gleich  der 
Brennpunktsordinatef6r 
und  £  die  numenBche 
Exentricität,  d.  L  das 
Verhältniss  von  r  zum 
Abstände  PN  des  Punk- 
tes P  von  der  Directrix 
DE.  Aus  Nro.  1)  erhält 
man  für  den  Winkel 
FF  F  =   ^   iwischen 


Veotor  und  Normale  die  Formel 


ssinO 


l  +  scasO 
und  für  dessen  Supplement  FP  U,  welches  %  heiasen  möge, 
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.                  ssind 
^^X  =  T—i 5» 

1  4-  icasd  ssind 

Vi   +  2BC0Se  +  ««  Vi   +  2  8CO80  +  £« 

Hieraus  kann  der  Winkel  zwischen  der  Normale  nnd  der  Hauptachse 
»^geleitet  werden;  es  ist  nämlich  Z.  FüP  =  0  —  Xf 

sin F ÜP  =  sin  0  cosx  —  ^^ ö  sinx 
und  nach  Substitution  der  Werthe  von  cos  x  und  sin  % 

sinFüP  =  :^j—^ . 

Vi  +  2bcos0  +  fi« 

In  dem  Dreiecke  FP  U  kennt  man  jetzt  eine  Seite  FP  =  r 
and  alle  Winkel,  woraus  die  übrigen  Seiten  F  U  und  PU  =  U  leicht 
ZQ  berechnen  sind.     Man  hat  zunächst 


mithin 


^  _  rsinx 

FU=    .    ^J:^=  sr 
sin  F  ÜP 


e  =  rr-Ti.      Fü  = 


r  PN'  ~  PN' 

dies  giebt  eine  neue  Normalenconstruetion  entweder  mit  IlQlfo  der  Di- 
fecte  oder  bequemer  in  der  Weise,  dass  man  auf  dem  Yector  die 
Strecke  FT  gleich  der  grossen  Halbachse  des  Kegelschnitts  nimmt, 
Tmit  dem  Mittelpunkte  G  verbindet  und  nachher  die  Normale 
^miG  legt     Für  die  Normale  u  erhält  man 


rsinO 


=  rV^l  +  2scos0  +  6» 


sinFüP 

Büuaa 

ucosx  =  r(l  +  sco30):=.p; 

^iffinHegt  der  bemerkenswerthe  Satz,  dass  die  Projection  der  Nor- 
oule  auf  den  Vector  eine  constante  Grösse  und  zwar  gleich  dem 
Qalbparameter  ist.  Nimmt  man  demgemäss  auf  dem  Yector  die 
Strecke PS=I^G^  und  errichtet  in  8  auf  PS  eine  Senkrechte,  so  bo- 
^mt  letztere  auf  der  Achse  den  Punkt  U,  durch  welchen  die  Nor- 
^  geht    Aus  der  obigen  Gleichung  ersieht  man  ferner  die  geo- 

laetiiBche  Bedeutung  von  — ,  und  hierdurch  wird   die  in  §.  22  fär 

ha  Krünunungflhalbmesser  entwickelte  Formel  zur  folgenden 

p  =  —  usec^Xt 
^  CoQstmction  einfach  darin  besteht,  dass  man  in  U  auf  der  Nor* 
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male  eine  Senkrechte  errichtet,  welche  den  Vector  in  R  schneidet,  und 
nachher  durch  R  eine  zu  PE  senkrechte  Gerade  legt,  welche  der 
Normalen  im  Krü^mungsmittelpunkte  Q  begegnet. 

IL  Die  Lemniscate.  Auf  einer  Geraden  sind  zwei  feste 
Punkte  F  und  ff  im  Abstände  FG  =  2c  gegeben,  und  es  wird  der 
geometrische  Ort  des  beweglichen  Punktes  P  für  den  Fall  gesucht^ 
dass  jjias  Rechteck  FP  .  G^P  von  constantem  Inhalte  und  zwar  gleich 
dem  Quadrate  über  ^FG  =  c  ist  Auf  ein  rechtwinkliges  Coordi- 
natensystem  bezogen,  dessen  rr- Achse  die  Gerade  FG  (Fig.  28)  und 
dessen  Anfang  der  Mittelpunkt  von  F  G  ist,   lautet  die  Gleichung 

der  Curve  

V(c-a;)»  +  y'  .  V(c  +  «)«  +  y»  =  c« 
und  nach  gehöriger  Reduction 

(x«  +  y»)«  =  2  c«  (x«  —  y»). 
Durch  Einführung  von  Polarcoordinaten  (x  =  rcosO,  y  =  r  sin  il) 
wird  die  Gleichung  einfacher 

r*  =  2c«r«co»2ö 
oder,  wenn  cy2  =  a  gesetzt  wird, 

r  =r  a  V  cös  2  (/. 
Hieraus  ergiebt  sich  augenblicklich 

tani>  =  ton  2  0; 
der  spitze  Winkel  zwischen  Vector  und   Normale  beträgt  also  das 
Doppelte  von  ö,  wonach  die  Normale  sehr  leicht  zu  construiren  ist. 

Fig.  2a  Fig.  29. 


m.  Die  Kreisevolvente.  Wenn  eine  Gerade  ohne  zu  gloi- 
ten  so  um  einen  Kreis  herumgedreht  wird,  dass  sie  denselben  imin«r 
berührt,  so  beschreibt  ein  bestimmter  Punkt  der  Geraden  die  ge- 
nannte  Curve.  Bei  der  Anfangslage  der  Geraden  sei  Ä  jener  Punkt 
und  zugleich  Berührungspunkt ,  eine  spätere  Lage  der  Geraden  sei 
QP,  der  Wälzungswinkel  ^10^  =  «,  ^AOP=d,ÄO  =  a 
(Fig.  29X  M  ist  dann 
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QP  z=  arcQÄ  =  aa, 
mithin  in  dem  Dreiecke  OF  Q 

r  =  aV  l  +  «^,    ten(ca  — ö)  =  ö. 

Durch  Elimination  von  G>  würde  man  aus  diesen  Gleichungen 
dne  Gleichung  Zwischen  r  und  0  ableiten  können,  doch  ist  es  beque- 
mer, die  obigen  Gleichungen  ungeändert  beizubehalten  und  w  als  un- 
abhängige Yariabele  zu  betrachten.     Man  hat  jetzt 

aa  doü         d(o  —  dd  , 

und  aas  der  zweiten  Gleichung 

dO  =  sin« (o  —  0) df ü  =t-^ — -  da, 

mhlun  durch  Division 

^    , dr        aVl  +G)^ 

^   ~  dti  ~  ö 

Setzt  man  wie  früher  j^  OPV  =^ilf,  Z.OPQ  =  %,   so  er- 
gieht  sich 

r'                1  1 

toller  = = ,    tanx  r=  —  =  cot((o  —  d)i 

et  ist  folglich  ;|(  =  90^  —  zl  P  0  Q  oder  P  Q  die  Normale ,  wie  zu 
crvarten  war. 

<  Man  hat  ferner 


\        CD        /  a>«y  1  +  ö« 

BDd  durch  Division  mit  dd 

_       aVl-\-io\ 

sadi  Formel  9)  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt  sich 

Q  =  aG}  =  PQ, 

mithin  ist  Q  der  Krümmungsmittelpunkt,'  wie  sich  nach  der  £!ut« 
itehungsweise  der  Gurve  erwarten  liess« 
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§.25. 

Tangenten  und  Normalebenen  an  doppelt  gekrümmten 

Linien. 

I.  Eine  Curve  doppelter  Krümmang  hat  bekanntlich  zwei  Glei- 
chungen, weil  sie  als  Durchschnitt  zweier  Flächen  angesehen  werden 
kann;  sind  die  Gleichungen  der  letzteren  gegeben,  etwa  in  der  Ge- 
stalt 

so  kann  man  aus  ihnen  einmal  jGt,  einmal  y  eliminiren  und  erhält  dann 
zwei  neue  Gleichungen  von  der  Form 

2)  y=(p{x),         B  =  il){x), 

womit  die  Pfojectionen  der  Curve  auf  die  xy-  und  auf  die  a;xr-Ebeue 
bestimmt  sind.  Es  mögen  nun  zwei  Curvenpunkte  P  und  P|  betrach- 
tet werden,  deren  Coordinaten  x^  y^  z und x  -f-  -^^i y  +  -^^ i J^  +  ^' 
heissen  sollen.     Die  Länge  der  Sehne  PPi  ist 

PPi  =  y  Jx^  -f  ^y^  +  Jz^ 
und  wenn  wir  die  Winkel,  welche  FP^  mit  den  Coordinatenachsen 
einschliesst,  durch  <5,,  <5y,  6^  bezeichnen,  so  haben  wir 

^  /ix  1 


y ' + eö*+ ©■ 


C08<J,  =r 


'      V  ^«»  +  Jy*  +  ^«r» 


v^^m^m 


coaög  z=: 


/fe  /ix 


y  Jx^  +  ^y3  ^  ^ip« 


V'+(i)*+(^J 


Bei  unendlich  abnehmenden  zij;  rücken  die  Punkte  P  and  P\ 
einander  immer  naher,  die  Secante  dreht  sich  um  den  fest  bleibenden 
Punkt  P  nnd  geht  schliesslich  in  die  Tangente  über,  deren  Richtung 
durch  drei  neue  Winkel  tg^t^^Xg  bestinunt  wird;  aus  den  vorigen 
Gleichungen  erhalten  wir  jetzt  die  folgenden 
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/  1 

«wr.  = 


"W^ISFW)' 


VT  +  *y'«  +  ^''2 


^y 


dx  y' 

dz 

dx  _^  s^ 


eosx 


K- +(»)■+(©' 


Der  gemeinscbafbliche  Nenner  der  drei  Bruche  hat  einen  geo- 
metrischen Sinn.  Bezeichnen  wir  nämlich  den  Bogen  PPx  mit  ds 
and  die  gleichnamige  Sehne  mit  d6^  so  findet  die  Gleichung  statt 

Ax~  /16     /Ix        ^ö   Y        ^  \Jx)   ^  \/lxJ  • 

/l8 

bei  verschwindenden  /Ix  convergirt  -^  gegen  die  Grenze  1  und  aus 
der  vorigen  Gleichung  wird 

Ij- = V  >  +  (S)' + (If)' 

oder 

5)  ds^  =  dx'^  4-  dy^  -f.  de^. 

Durch  Substitution  von  Nro.  4)  in  Nro.  3)  erhalten  wir  fUr  die 
ISfdrtangswinkel  der  Tangente  folgende  Formeln: 

dx  dy  de 

'  ds  '         ds  da 

Um  die  Gleichungen  der  Tangente  im  Punkte  xye  aufzustellen, 
nennen  wir  £t  ^,  £^  die  Coordinaten  eines  beliehigen  Punktes  der 
Tangente,  r  seinen  Abstand  vom  Punkte  xye  und  haben 

I  — a?  =  rcosr,,    ij  — y  =  rcosry,    f  — xrmrcosr, 

COS  tg  cos  Ty  COS  Xz. 

oder  vermöge  der  drei  angegebenen  Gosinuswerthe 

7)  Inf  =  Ins  =  LzJ! . 

dx  dy  dB 

ds  ds  'ds 
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Denkt  man  sich  die  Tangente  auf  die  Ebenen  xy  und  £Z  pro- 
jicirt,  80  gelten  für  die  Projectionen  die  Gleichungen 

8)  ,-y  =  ^(|-.).       f_,  =  ^(|_.) 

d.  h.  die  Projectionen  der  Tangente  sind  die  Tangenten  an  den 
gleichnamigen  Projectionen  der  Curve,  was  geometrisch  unmittelbar 
einleuchtet. 

IL  Eine  Ebene,  die  senkrecht  zur  Tangente  durch  den  Berüh- 
rungspunkt der  letzteren  gelegt  ist,  heisst  eine  Normal  ebene  der 
doppelt  gekrümmten  Curve;  ihre  Gleichung  findet  sich  auf  folgen- 
dem  Wege.  Sind  {,  ly,  £  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
der  Normalebene,  so  muss  die  gesuchte  Gleichung  von  der  Form 

A(li-x)  +  B(ri-y)  +  C(S-^)  =  0 
sein,  weil  die  fragliche  Ebene  den  Punkt  xye  enthalten   muss.    Dn 
ferner  die  Normalebene  senkrecht  zur  Tangente  liegen  soll,  so  müs- 
sen ihre  Stellungswinkel  identisch  mit  den  Winkeln  r^,  r^,  r,  sein, 
woraus  nach  bekannten  Sätzen  der  analytischen  Geometrie  folgt 

A  i  B  :  C  =  cosXg  :  cos t^  :  costg. 

Die  Gleichung  der  Normalebene  ist  daher 

cösr^(f  —  a:)  +  cosXy{ri  —  y)  -\-  cosXg{l^z)  =  0 
d.h. 

»>      Ä«-')  +  f  (•>-»)  + |fe-')  =  « 

oder  auch 

Die  in  den  vorigen  Formeln  auftretenden  Differentialquotieoten 

dy  dz 

~=^  und  -T"  kann  man  aus  den  Gleichuniren  2)  unmittelbar  erhalten. 

dx  dx 

wenn  die  Gleichungen  der  Curve  in  dieser  Form  gegeben  sind;  kennt 

man  aber  nur  die  beiden  Flächen,  als  deren  Durchschnitt  die  Linie 

angesehen  wird,  und  lässt  sich  die  im  Anfange  dieses  Paragraphen 

angedeutete  Elimination  nicht  ausführen,  so  muss  man  die  Gleichua- 

dy  dz 

gen  1)  Bur  Entwiokelung  von  -^  und  -^—  benutzen.     Die  Differen- 

dx  dx 

tiation  derselben  giebt  tmter  Rücksicht  auf  den  Umstand,  dass  eine 
unabhängige  Yariabele  x  und  zwei  abhängige  Variabelen  y,  m  vorhan- 
den sind. 
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dx 

dF 


+ 


+ 


dl 

dy 
dF_ 

dy 


iy 

dx 


+ 


+ 


dz 
dF 
dz 


dx    '     dy      dx 
und  hieraus  findet  sich  durch  Elimination 

df     dF        dF 


dz_ 
dx 
dz 
dx 


äy  _  . 

dx        "^ 


H) 


dz 

dx 


dx 
dF 
dy 

dx 


dz 


dx 


=  0, 


=  0, 


dz 


0/ 

dz 

dF 
dy 


8/ 

dy 

dF_ 

dx 


dF 
dz 

K 

dy 


=  "    dF     d£_d£     dF 
dy      dz         dy      dz 
Als  Beispiel  diene  der  Durchschnitt  einer  Kugelfläche  mit  einem 


Fig.  30. 


Cylinder,  dessen  kreisförmiger 
Querschnitt  den  Kugelhalbmes- 
ser  zum  Durchmesser  haben, 
und  dessen  Mantel  durch  den 
Kugelmittelpunkt  gehen  möge. 
Nennen  wir  2  a  den  Kugel- 
halbmesser und  legen  die  x- 
Achse  in  die  erzeugende  Ge- 
rade, welche  durch  das  Kugel- 
centrum geht  (Fig.  30),  so  gel- 
ten für  unsere  Curve  folgende 
Gleichungen 


f(x,  y,  z)  =  x^  +  y^  +  is'-  4a«  =  0, 
F{x,  y,  z)  =  y^  —  2az  +  ir«  =  0- 
Daraus  erbalten  wir 

dy 

dF 


^=2x, 
dx 


=  2y, 


dF 

dx 


=  0, 


dy 


=  2y, 


dz 

dF 


rr=  2Z, 


dz 


=  2(z  —  ä) 


X 

a 


ond  mittelst  der  Formeln  in  Nro.  11) 

dy  x{z  —  g)        dz  ^ 

dx  ay      '       dx 

demnach  sind  die  Gleichungen  der  Tangente 


X 

a 


fl-x). 
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Die  Gleichung  der  Normalebene  ist 

und  bei  gehöriger  Reduction 

X  y 

man  ersieht  hieraus,  dass  die  Normalebene  immer  durdi  den  Coor- 
dinatenanfang  (den  Kugelmittelpunkt)  geht,  was  bei  einer  sph&riscbeo 
Curve  zu  erwarten  war. 


§.  26. 

Die  Krümmung  räumlicher  Curven. 

I.  So  wie  wir  in  §.  22  den  Grenz p unkt  aufsuchten,  in  wel- 
chen der  Durchschnitt  zweier  benachbarter  Normalen  einer  Plan- 
curve  überging,  wenn  die  Normalen  in  einander  fielen,  so  können  wir 
auch  bei  doppelt  gekrümmten  Curven  die  Grenzlinie  bestimmen^  io 
welche  der  Durchschnitt  zweier  benachbarter  Normalebenen  beim 
Zusammenfallen  dieser  Ebenen  fortrückt.  Zu  diesem  Zwecke  be- 
trachten wir  zwei  Punkte  F  und  Pi ,  deren  Coordinaten  x^  y^  e  und 
X  -}-  ^x ,  y  +  ^y ,  z  4"  ^^  heissen  mögen,  und  legen  durch  jeden 
eine  Normalebene;  die  Gleichungen  dieser  Ebenen  sind 

1)  {i'-x)dx  +  (v-y)dy  +  (t-Jsi)dz  =  0, 

(^  —  Xi)dxi  +  (i?  — yj)(fyi  +  (S  — xr,)d£ri  =  0. 
In  Beziehung  auf  x,  y^  e  betrachtet,  ist  die  erste  Gleichung  oii- 
ter  der  allgemeinen  Form  l{x ,  y  j  g)  =  0  enthalten,  die  zweite  im* 
ter  der  entsprechenden  Form  f(a;i,  ^i,  ei)  =  0   oder  l(x  -}-  ^^t 
y  4-  ^y  >  ^  -\-  ^b)  =  0 ;  es  gilt  aber  immer  die  Gleichung 
l{x  +  /^x,  y  +  z/y,  g  +  /Iz)  =  l(x,  y,  e)  +  z/f(a;,  y,  r), 

worin  ^l(x «  y ,  x^)  die  totale  Differenz  der  Function  f  bedeutet,  fer- 
ner ist  f(:c,  y,  £^)  =  0,  mithin  l&sst  sich  die  Gleichung  der  zweiten 
Normalebene  durch 

2)  ^^[ii^x)dx  +  (v-y)dy  +  (t-0)dz]  =  0 
darstellen.     Um  noch  auszudrücken,  dass  sp&ter  die  zweite  Normal- 
ebene mit  der  ersten  zusammenfallen  soll,  schreiben  wir  d  statt  //. 
und  erhalten  durch  Ausführung  der  angedeuteten  totalen  Differentiation 

ii^x)d^x  4-  {ri^y)d^y  +  {i-'Z)d^0     _ 
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wler  kärzer 

Die  Gleichnngen  des  Durchschnittes  beider  Normalebenen  wür- 
den Blüh  jetzt  dadurch  finden,  dass  man  einmal  %  —  jer,  das  andere 
Mal  17  —  y  ans  den  Gleichungen  1)  und  2)  eliminirte;  da  es  uns 
aber  nur  auf  die  Grenzlinie  des  Durchschnittes  ankommt,  so  nehmen 
wir  die  Gleichung  3)  statt  Nro.  2),  wobei  der  beabsichtigte  Ueber- 
gang  zur  Grenze  schon  durch  den  Gebrauch  von  d  statt  jd  ausge- 
iprochen  ist.  Indem  wir  die  Abkürzungen 
i)       X=dyd^s  —  dßd^y,  T=  dgd^x  —  dxd^g, 

Z=  dx  d^y  —  dy  d^x 
einfuhren,  erhalten  wir  mittelst  der  angedeuteten  Elimination 

and  dies  sind  nun  die  Gleichungen  der  Grenzlinie  des  Durchschnittes 
Ton  zwei  benachbarten  Normalebenen.  Die  Winkel ,  welche  die  ge- 
Qionte  Grenzlinie  mit  den  Goordinatenachsen  einschliesst,  mögen  O'^^i 
^fi  ^,  heissen;  nach  einem  bekannten  Satze  der  analytischen  Geo- 
metrie ist  dann 

gv         cos^x  eo8^^  cos^g 1 

• 

Auf  die  hiermit  bestimmte  Grenzlinie  fallen  wir  vom  Punkte  jP 
eine  Senkrechte  P  Q ;  den  Fusspunkt  Q  nennen  wir  den  zu  P  gehö- 
rigen Krümmangsmittelpunkt,  die  Länge  FQz=  q  den  Krüm* 
Dnngshalbmesser.  Sind  nun  Qxr  (^yi  Qg  die  Winkel,  welche  p  mit 
^  Goordinatenachsen  bildet,  so  gelten  erstens  die  drei  Gleichungen 

7)  I  —  x  =  p  cos  p, ,      fl  -^  y  =  QCOSQp,      t  -~  0  =  QCOSQg^ 

ierner  ist,  weil  die  Grenzlinie  und  der  Krümmungshalbmesser  einen 
Rchten  Winkel  einschliessen, 

COSd^x  COSQx  +   COSd'p  COSQf  +   COS^g  COS  Qg  =  0, 

oder  auch  durch  Substitution  der  sechs  Gosinuswerthe  aus  6)  und  7) 

Zmr  Bestimmung  von  £,  17,  C  führt  nun  die  Bemerkung,  dass 
der  Ki-ämmungsmittelpankt  sowohl  in  der  Grenzlinie  6)  als  auch  in 
der  Senkrechten  PQ  liegt,  dass  also  £•  ^,  (  den  Gleichungen  6)«  7) 
imd  8)  genügen  müssen ;  hieraus  findet  man 

BchUmlleb,  Anal7tto.  8 
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»  Tde  —  Zdy      ,  . 

«  -  *  -  xrTjTTn^»      • 

,  Zdx  —  Xde      ,  - 

9)  [  ,_    y    3=    ______   rfg», 

fc     '  —  X»  +  r«  +  2'   '  • 

Fttr  die  Grösse  des  Krümmungshalbmessers  erhält  man 
p«  =  (S-a;)«  +  (ri-yy  +  «-«)» 
mid  nach  Substitution  der  vorigen  Werthe 

^/iYdz—Zdyy  +  {Zdx  —  Xdzy  +  iXdy^  Ydxy  ^  , 

10)  Q  = X«  +  r^  +  z' ^^ 

Um  diesen  Ausdruck  zu  vereinfachen ,  entwickeln  wir  die  tmiex 
dem  Wurzelzeichen  stehende  Quadratsumme,  geben  ihr  die  neue  Form 
X2  {dy'^  +  dz'^)  +  r2  {dz'^  +  dx^)  +  Z2  ((ia;«  +  dy^) 
—  2(Xrtfa;e?y  +  ZXdzdx  +  Y Zdy  dz) 

und  ersetzen  die  Goefficienten  von  X*,  F*,  Z*  durch  die  gleichgel- 
tenden Werthe 

die  vorige  Quadratsumme  geht  dann  über  in 

(X«  +r»  +  Z^)  e?s«  —  (Xrfa;  +  Tcfy  +  ZdzY , 
und  hier  verschwindet  der  Subtrahend  vermöge  der  in  Nro.  4)  ange- 
gebenen Werthe  von  X,  F,  Z.     Damit  verwandelt  sich  die  Formel 
10)  in  die  folgende 

11)  g  =  ^/ 

Vx«  +  r*  +  z« 

Femer-  überzeugt  man  sich  durch  gewöhnliche  Ausrechnung  von  der 
Richtigkeit  der  Gleichung 

X«  +  Y^  -^  Z^  =  [{d^xy  +  (d«y)«  +  {d^zy  —  (<i*s)«]  «fs», 

and  kann  datier  statt  der  Formel  11)  auch  die  folgende  schreiben 

ds» 

*  ~"  V{d'xy  +  {d^yy  +  {d^zy  —  (d«s)«' 

diese  ist  wieder  einerlei  mit 


12)     9  = 


\/mumm] 


wie  man  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiationeil  finden 
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wird«     Endlich  kann  mao  die  Formeln  9)  durch  die  folgenden  er« 
setzen 

IS)  {-.  =  ,. -jj-,  ,-,  =  ,.  _jj-,{-,=  ,. -j^. 

Nicht  überflüssig  ist  die  Bemerkung,  dass  man  zu  diesen  For« 
mein  auch  auf  einem  anderen  Wege  gelangen  kann,  wobei  der  Krüm- 

moogshalbmesser  als  der  Grenzverth  des  Verhältnisses  -7-    angese* 

hen  wird,  wenn  ^x  den  Winkel  zwischen  den  Tangenten  in  den 

Punkten  P  und  Pi  bedeutet.     Wir  woUen  diese  Betrachtung  kurz 

doFchinhren,   weil  sie   das  stereometrische  SeitenstÜck  zu   der  auf 

S.  98.  gegebenen  Entwickelung  ist      Die  Tangente  im  Punkte  P 

bildet  mit  den  drei  Coordinatenachsen  die  Winkel  r, ,  r, ,  Xgt  deren 

Cosinus  an  die  Gleichung 

U)  {cost^y  +  {casx^y  4-  {coBXty  =  1 

gebunden  sind;   die  Tangente  im  nächsten  Punkte  P^   schliesst  mit 

den  Achsen   drei  neue  Winkel  ein,   deren  Cosinus  von  den  vorigen 

Cosinus  verschieden  sind  und  durch 

COSr,   4-   ^COSXge^  COSX^  +   ^COSXy^  COSXg  +   ^C08Xg 

bezeichnet   werden   können;    für    dieselben    gilt    die  entsprechende 
Gleichung 

15)  (cos  Tjp  -f  ^  cos  r-p)*  +  (cos  r,  -f-^cos  x^y  -f-  (cos  Xg-^/icos  r,)»  =  1. 
Beide  Tangenten  bilden  mit  einander  den  Winkel  ^r,  welcher  be- 
stimmt wird  durch  die  Formel 
oosJx  =  co8X^(cosXg-{-  ^cosXx)  +  cosx^(cosx^-\-  /Icosx^ 

+  cos  Xg  (cos  Xg-\'  dcos  Xt), 
Snbtrahirt  man  das  Doppelte  dieser  Gleichung  von  der  Summe  der 
Gleichungen  14)  und  15),  so  bleibt 

2(1  — cos^fx)  =  (Jcosxj^y  +  (Jeosx^y  +  (JCOSX:^'^^ 

voraus  folgt 

2sm\^x  =  V(-^cösr,)«  +  (^fcosx^)^  +  (JcosXg)^. 

Femer  ist,  wenn  der  Bogen  PPi  mit  ^s  bezeichnet  wird, 

^s  sinl^x  ^s 

/ix  \/ix       2sm\Ax 

ond  nach  dem  Vorigen 
^  __  9in\^x  1 

^/r~~    \Ax     ^  \/  Mcosx^       Mcosxyy       /^cqstA« 

6* 
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Gehen  wir  nun  zur  Grenze  ftlr  verschwindende  ^8  und  z/r  über, 
80  erhalten  wir  linker  Hand 

-,     Js         ds 
jdz         dt 

rechter  Hand  conVergirt  der  erste  Bruch  gegen  die  Einheit,  und  da- 
mit gelangen  wir  zu  der  Formel 

1 

Q  =  , 

1  / /dcQsrA^        /dcosT^Y   1    fdcosteY 
Y    \ds^J   ^  \""rfs~/    "^  \~dr'J 

welche  nach  Substitution  der  Werthe  von  cosr^,  cösr^,  cosXg  (Nro.  6 

in  §.  25)  mit  Formel  12)  identisch  wird. 

Die  obigen  Formeln  zur  Bestimmung  des  Krummungsmitt«!- 
punktes  sowie  des  Krümmungshalbmessers  gelten  völlig  allgemein, 
welche  auch  die  unabhängige  Yariabele  sein  möge;  sie  vereinfachen 
sich  aber,  wenn  man  eine  der  Grössen  x,  y^  e^  s  als  unabhängige 
Veränderliche  betrachtet.  Wird  z.  B.  die  Curve  durch  ihre  Horizontal- 
und  Verticalprojection  bestimmt,  so  ist  x  die  unabhängige  Vsriahcle, 
dx  ein  irgendwie  beliebig  gegen  die  Null  convergirender  und  eben 
desshalb  von  x  unabhängiger  Zuwachs  des  rr,  folglich  d^x  =  0 ;  un- 
ter Benutzung  der  gewöhnlichen  Zeichen 

i|.  =  y'  =  ,p'ix) .       ^  =  y"  =  9" W  «.  B.  w. 
erhält  man  jetzt  aus  den  Formeln  11)  und  9) 

17)         Q  =  V       g+y^^ 


+  ^") 


fi\Z 


I  —  «  =  — p 


(1  +  y'^  +  ^'^y' 

18)  j      ri-y-Q'       ^i+y'i^  ^'.)a       ' 

.  _  ^  _  ^,  ^"  +  (y' ^"  -  y"  z')y' 

^     (1  +  y'*  +  ^'-r 

Die  Gleichungen  18)  enthalten  nach  Substitution  der  Werthe 
von  y,  y',  y",  jer,  fr',  z"  und  q  nur  die  vier  Variabelen  x,  f,  ly,  ^; 
man  kann  daher  durch  Elimination  von  x  zwei  Gleichungen  zwischen 
£,!},(  bilden.  Diese  neuen  Gleichungen  bestimmen  den  geometri- 
schen Ort  der  Krummungs  mittel  punkte. 

Besonders  symmetrisch  gestalten  sich  die  Formeln,  wenn  man  s 
als  unabhängige  Yariabele ,  mithin  x ,  y ,  ^er  als  Functionen  von  a  an« 
sieht ;  es  ist  dann  d^  8  =  0  und 
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1 


19)  Q  = 


V(S)' + im + (B)' 


n.  Wir  kehren  wieder  zu  den  Formeln  6)  zurück,  um  eine  weitere 
Bemerkung  daran  zu  knüpfen.  Legt  man  durch  den  Punkt  P  eine 
Ebene  senkrecht  zur  Grenzlinie  6),  so  erhält  man  die  Ebene  des 
Krümmungskreises,  die  sogenannte  Erümmungsebene;  ihre  Glei- 
chung ist  bereits  in  Nro.  8)  gefunden  worden,  nämlich 

x(i-x)  +  Tin-y)  +  za-z)  =  0. 

Diese  Ebene  ändert  ihre  Lage  von  Punkt  zu  Punkt,  und  man 
kann  daher  den  Winkel  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Krüm- 
mongsebenen  bestimmen.  Da  der  Winkel  zwischen  zwei  Ebenen  der- 
selbe ist  wie  der  Winkel  zwischen  zwei  auf  diesen  Ebenen  errich- 
teten Perpendikeln ,  so  brauchen  wir  nur  den  Winkel  zu  ermitteln, 
welchen  zwei  aufeinander  folgende  Grenzlinien  einschliessen.  Die 
Richtiugswinkel  %'g^  ^y,  ^g  der  ersten  Grenzlinie  befriedigen  die 
Gleichung 

{cos^^y  +  (cos^^y)«  +  {cos^^^  =  li 

die  zweite  Grenzlinie  hat  andere  Richtungswinkel,  deren  Cosinus 
dnrch  cos^g-^-  /Icos  &x  i  COS  0"^  +  -^  C08  0*^ ,  cos  O",  +  z/  cos  0",  darge- 
stellt werden  können,  und  für  welche  die  Gleichung  gilt 

endlich  bilden  die  beiden  Grenzlinien  mit  einander  einen  Winkel  zio, 
denen  Cosinus  durch  folgende  Formel  bestimmt  wird : 

CWJO  =  CO8^x{c0S^tf  +  ^COS^x)   +  COS^^{C0S%'^  +  ^COSd'^ 

-f-  COS  &a  (cos  ^9   -f   ^COsd'g). 

Sabtrahirt  man  das  Doppelte  dieser  Gleichung  von  der  Summe  der 
beiden  vorigen  Gleichungen,  so  erhält  man 
2(1  — co5^»)  =  (Jcosd'^y  +  (Jcosd'^y  4-  (Jcosd',)^, 

2sm\/la  =  y  (pcos^^y  +  {^cos^^y  +  (^/co5d,)». 
Femer  ist 


3 


^    1-^®     ^ 'y/ /^cos^^Y  \    Mco^^yV       /Jcosd'gY 
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beim  Ucbergange  zur  Grenze  für  verschwindende  jds  und  ^o  wird 
lAm  —2 —    ^^=  -; —  und  diese  Grösse  nennt  man  den  Halbmesser 

der  zweiten  Krümmung  oder  den  Torsionshalbmesser;  er 
liegt  senkrecht  zum  Krümmungshalbmesser  und  bestimmt  sich  darch 
die  Formel 

**  ~  \/  fd  cos  d^A^  .    rd  cos  ^«  \ 2       /d  cos  ^ A » * 

Differenzirt  man  cos  d'x  i  cos  -©"y ,  cos  -9", ,  indem  man  ihre  Werthc 
aus  Nro.  6)  nimmt  und  die  Abkürzungen 

22)  ü=TdZ—ZdY,  V=ZdX—XdZ,  W—XdY—TdX, 

R^  =  X«  +  r«  +  Z« 

einführt,  so  findet  man  leicht 

^      ^        VZ^WY  ^      ^       WX--UZ    .      ^        UY—VX 

dC0Sd^s=::= — ,  dC0Sd'^^= ^ ,  dC0S9,:=i -^ , 

(dcösa*,)«  4-  (dcos-ö-y)«  4-  {dcosd'.y 

_  (CT«  +  F»  +  T7»)  (X«  +  r>  +  Z^)  -  (UX  +  VY+  WZ)\ 

zufolge  der  Werthe  von  U,  F,  W  ist  aber  UX-\-VY+  TFZ=0, 

mithin 

^«  4-  7«  J.   ^a 
(dcos^sV  +  (c^cös^y)«  +  (dcosd,)»  = j^A     » 

R^ds 


23)  pi  =  -7= 

y  ü-*  +  F*  +  TT» 

Um  r/,  F,  TF  weiter  zu  entwickeln,  .berechnen  wir  zuerst 
dX  =  dyd^e  —  djer^Jy,  dr=  d^d^x  —  dxd^M, 

dZ  =  dxd^y  —  dyd^x, 
und  leiten  hieraus    U,  F,  TF  nach  Nro.  22)  ab,  indem  wir  zur  Ab- 
kürzung setzen 

24)  S  =  (d^xd^y  —  d^yd^x)djt  +  (d^zd^x  —  d^xd^e)dy 

+  {d^yd^z  —  d^zd^y)dx\ 
wir  erhalten 

r7'=Sda?,     F=Sdi/,     W=8dz, 

VW+'W^^W*  =  sYdx^  +  dy^  +  dir»  =  fid«, 
mithin  nach  Nro.  23) 

25)  ,.  =  51±J^±^.. 
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Wenn  filr  alle  Punkte  einer  Curve  die  Gleichung  ßl  =:  0  be- 
stcbt,  so  ist  ^]  =  00  ,  d.  b.  je  zwei  auf  einander  folgende  Erünimuugs- 
ebcDBD  fallen  zusammen.  Die  Gleichung  £1  =  0  spricht  also  die 
allgemeine  Bedingung  aus,  unter  welcher  eine  im  Räume  liegende 
Car?e  eben  ist. 


§.  27. 
Tangentialebenen  und  Normalen  an  Flächen. 

Die  Gleichung  einer  Fläche  kann  entweder  in  der  unentwickel- 
teu  Form 

1)  F(x,y,z)  =  0 
oder  in  der  entwickelten  Form 

2)  e=f{^.y) 

gegeben  sein,   jedenfalls   enthält    sie   zwei   unabhängige   Variabele, 


Fig.  31. 


welche  in  Fig.  31  durch 
die  Coordinaten  OM'=x 
und  3fN=  y  dargestellt 
sind,  während  die  dritte 
Coordinate  NP=^0  von 
X  und  y  abhängt.  Einer 
partiellen  Aendernng  des 
fljum  MMi=^NNi=^x 
entspricht  eine  partielle 
Aenderung  desjer,  welche 
durch  jd  jgg  bezeichnet 
werden  möge ;  ebenso 
führt  die  partielle  Aen- 
derung des  ^,  nämlich - 
NNi  =  ^y,  zu  einer 
zweiten  partiellen  Aende- 
rung des  0y  die  ^z^  heis- 
sen  möge.  Durch  die  drei 
Punkte  P,  Px ,  Ps ,  deren  Coordinaten  sind 

iegen  wir  eine  Ebene,  und  es  sei  die  Gleichung  der  letzteren, 

3)  i  =  Ät  +  Bri  +  0; 

^e  Coeffidenten   Ay  B^  C  müssen  dann  folgende  Bedingungen  er- 

folleD 
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4)  e  =  Ax  +  Bp  +  G, 

g  ^  Jz,  =  Ax  ^  B{^  ^  ^y)  +  C. 
Hieraus  erhftlt  man  leicht 

jd  ex        ^         ^sIm        ^                 ^fix             ^^w 
Ä=z—^,     B  =  —-I-^     C=z -~x -T^y, 

/3x  ny  nx  /3y 

mithin  ist  die  Gleichung  der  Schnittebene  P  P^  P^ 

«-'  =  4^«-^) +  47  ("-''>• 

Bei  verschwindenden  ^x  und  jdy  fallen  dfe  Punkte  P,  Pi,  Pf 
in  einander,  die  von  der  Ebene  abgeschnittene  Kappe  zieht  sich  auf 
einen  Punkt  zusammen,  die  Schnittebene  wird  zur  Berührungsebene, 

die  partiellen  Differenzenquotienten    ^  '  und      .  *  gehen  in  die  par- 

tiellen  Di£ferentialquotienten  -^  und  -^  über,  und  daher  er^pebt 
sich 

als  Gleichung  der  Tangentialebene. 

Dass  wirklich  diese  Ebene  alle  durch  den  Punkt  xyz  gehenden 
Tangenten  der  Fläche  in  sich  enthält  und  daher  mit  Recht  die  Be- 
rührungsebene heisst,  kann  man  auf  folgende  Weise  sehen.  Durch 
zwei  Punkte  der  Fläche,  deren  Coordinaten  x,  y,  z  und  x  -\-  ^r, 
y  -{-  ^y,  z  '{'  ^z  sein  mögen,  legen  wir  eine  Gerade;  ihre  Glei- 
chungen sind 

Halten  wir  den  ersten  Punkt  fest  und  lassen  ^x,  dy^  ^ z  gegen 
die  Null  convergiren,  so  wird  die  Secante  zur  Tangente,  und  die 
Gleichungen  der  letzteren  sind 

Der  Uebergang  von  einem  Flächenpunkte  zum  anderen  ge« 
schiebt  nun  im  Allgemeinen  auf  die  Weise,  dass  man  sowohl  <dx  als 
^y  willkührlich  wählt  und  die  entsprechende  totale  Aenderung  des 

z  berechnet;  es  ist  daher  —r- ,  mithin  auch  -^  eine  ganz  beliebige 

Or^^Bse  g  und  zwar,  geometrisch  betrachtet,  die  trigonometrische  Tan- 
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gente  des  Winkels  zwischen  der  rc- Achse  und  der  Horizontalprojec- 
tioD  der  Tangente.     Andererseits  hat  man 

folglich  als  Gleichungen  irgend  einer  durch  den  Punkt  xyz  gelegten 

Tangente 

Lässt  man  den  Winkel  zwischen  der  a;'- Achse  und  der  Horizon- 
talprojection  der  Tangente  von  0^  bis  360^  gehen,  mithin  q  alle 
Werthe  von  —  oo  bis  -f-  <^  durchlaufen,  so  erhält  mau  rings  um  den 
Ponkt  xyz  herum  alle  Tangenten  der  Fläche;  die  Gleichung  des  geo- 
metrischen Ortes  jener  Tangenten  ergiebt  sich  durch  Elimination  von 
9  ans  den  beiden  vorigen  Gleichungen,  und  sie  ist  identisch  mit  der 
Gleichung  5). 

Die  Winkel,  welche  irgend  eine  auf  der  Tangentialebene  errich- 
tete Senkrechte  mit  den  Goordinatenachsen  einschliesst  (die  sogenann- 
ten Stellungswinkel  der  Ebene),  mögen  v^^  t^,,  Vg  heissen;  nach  bekann- 
ten Formeln  der  analytischen  Geometrie  erhält  man  dafür  aus  Nr.  5) 

dx 


COSVg  z=  — 


aamaam 


V(I^J+(i^)+' 


dyJ 


coav.  =  — 


1 
COSVg  =z  4- 


vw^w^ 


Eine  im  Berührungspunkte  der  Tangentialebene  auf  letzterer 
QTichtete  Senkrechte  wird  die  Normale  der  Fläche  genannt;  ihre 
Biehtungswinkel  sind  identisch  mit  v«,  i/y,  Vg  und  daher  durch  die 
Fonneln  6)  gegeben.  Da  ausserdem  die  Normale  durch  den  Punkt 
iffM  gehen  mnss,  so  sind  ihre  Gleichungen  nach  bekannten  Regeln 
leicht  anÜEustellen;  man  findet 
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wobei  man  sich  die  Normale  auf  die  Ebenen  xz  und  ys  projicirt  zu 
denken  hat. 

Die  in  den  Formeln  5),  6)  und  7)  vorkommenden  partiellen 
Diffurentialquotienten  berechnet  man  entweder  direct  aus  Nro.  2)  oder 
aus  Nro.  1)  nach  den  Formeln 

dF  dF 

de  dx  de  dy 

'dx~      ^"W  'dy~        TT" 

de  de 

Im   letzteren   Falle   nimmt  die  Gleichung  der  Beruh rungscbene  fol- 
gende symmetrische  Gestalt  an 

dF  dF  dF 

Setzt  man  ferner  zur  Abkürzung 

80  erhalt  man  aus  Nro.  6) 

dF  dF  dF 

dx  dy  de 

und  als  Gleichungen  der  Normale: 

li\  LZLI  —  lUl  —  L—ü. 

^  dF    ~     dF     ~     dF 

dx  dy  de 

Passende  Beispiele  für  «lle  diese  Formeln  bieten  die  Flächen 
zweiten  Grades;  bei  den  Flächen  ohne  Mittelpunkt,  deren  Gleichun- 
gen von  der  Form  e  =  Äx^  -}-  By^  sind,  wird  man  sich  der  For- 
meln 5),  6)  und  7)  bedienen;  bei  den  centralen  Flächen,  deren  Glei- 
chungen in  dem  Schema  Äx*  +  By^  -|-  Ce^  -}-  D  =  0  enthalten 
sind,  ist  die  Anwendung  der  Formeln  8)  bis  11)  bequemer,  weil  man 
damit  Wurzelzeichen  vermeidet.  Für  das  dreiachsige  EUipsoid  z.B., 
dessen  Gleichung 

x^         «'         e^ 
ist,  findet  man  als  Gleichung  der  Tangentialebene 

oder 
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wonuu  folgt,  dass  die  Strecken,  welche  die  Berührungsebene  von  den 
Coordinatenachsen  abschneidet,  der  Reihe  nach  — ,  — und — sind. 


§.  28. 

Die  Krümmung  der  Flächen. 

um  die  in  einem  bestimmten  Punkte  stattfindende  Krümmung 
einer  flache  kennen  zu  lernen,  ist  es  das  Natürlichste,  durch  jenen 
Ponkt  eine  Normale  auf  die  Fläche,  durch  diese  Normale  ejne  Reibe 
Ton  sonst  beliebigen  Ebenen  zu  legen  und  die  Krümmungen  zu  unter- 
sDchen,  welche  die  Durchschnitte  dieser  Ebenen  und  der  Fläche  be- 
sitzen. Dieser  Gedanke  lässt  sich  auf  folgende  Weise  ausführen.  Die 
Gleichungen  der  Normale  im  Punkte  xy0  mögen  sein 

wobei  wir  zur  Abkürzung 

'^  ^  =  W     «  =  W 

gesellt  haben ;  die  Oleichang  einer  beliebigen  Ebene  sei 

3)  oH-/Jij  +  y{=l; 

nD  diese  Ebene  die  Normale  in  sich  enthalten,  so  muss  die  Glei* 
chong  3)  auch  dann  noch  bestehen,  wenn  man  statt  |  und  17  die  aus 
Nro.  1)  entnommenen  Werthe  einsetzt ;  dies  giebt 

iy—ap  —  ßq)  t  +  ax  +  ßp  +  (ap^ ßq)  a  =  1, 
and  diese  Gleichung  kann  für  jedes  £  nur  dann  erfüllt  sein,  wenn 
gleichzeitig  die  Beziehungen 

4)  y  =iap  +  ßq, 

5)  ax  +  ßtf  +  yz  =  i 

itattfinden.  Die  so  bestimmte  durch  die  NoiTnale  gehende  Ebene 
bildet  mit  der  Fläche  eine  Durchschnittslinie,  die  wir  einen  Normal- 
echnitt  nennen  wollen;  die  Gleichungen  desselben  würde  man  da- 
durch finden,  dass  man  erstlich  in  Nro.  3)  x,  y,  ß  für  |,  17,  (  setzte, 
wodurch  man  auf  die  Gleichung  5)  kommt,  und  dann  aus  dieser  und 
der  Gleichung  der  Fläche  g  z=:f(x,  y)  einmal  jer,  das  andere  Mal  y 
eüminirte.  Für  die  Krümmung  des  Schnittes  hat  man,  x  als  unab> 
bingige  Yariabele  angesehen,  nach  Formel  17)  in  §.  26, 
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Q^  ~  (dx^-^dy^  +  dz'^y  ' 

femer  durch  Differentiation  der  Gleichungen  der  Fläche  und  der 
Ebene: 

-  dß    ,      .     dz    .  ,      .        , 

dz  =  '^  dx  +  j-  dy  :=:pdx  +  qdy, 

adx  -\-  ßdy  -f-  ydz  =  Ot 
und  durch  nochmalige  Differentiation: 

d2jer  =  rdx^  +  2s  dx  dy  +  tdy^  +  qd^y, 
ßd^y  4-  Yd^z  =  0, 
wobei  von  folgenden  Abkürzungen  Gebrauch  gemacht  worden  bt: 

^  ^~dx'''    ^~dxdy'  dy^' 

Aus   den   obigen   Gleichungen   erhält  man  durch  gewöhnliche 
Elimination: 

dy  «  +  py        dz        pß  —  qa 

da?  /S  +  äy      ^^       /^  +  fly 

Setzt  man  femer  zur  Abkürzung 

«  '  +  "Ä  +  '(S)'=* 

80  findet  sich  für  die  zweit*en  Differentialquotienten: 
d^y  _  Uy  d^z  _      Mß 

dx^~        ß  +  qy'     dx^  ~  ß  +  ü?' 

Bevor  wir  diese  Werthe  in  die  Formel  6)  einsetzen,  bemerken 
wir  noch  folgende  Transformationen : 

dx^  +  dy*  +  dz^  _(ß+  qyy  +  (a+  py)^  +  (pß  —  g«)^ 

dx^  (ß  +  qy)^ 

wobei  sich  der  Zähler   mit  Rücksicht  auf  y  =  pa  -\-  qß  in  dxt 
Form  bringen  läset: 

«»a  +  3')  + /»'(l +!>»)  +  2  (aj>  + /Jg)  y  +  0»»  +  3*)y' -  2a/Jj»3 
=  (a«  +  /J»  4-  y»)  (!+!>*  +  2») - ß*J>» -ß*q*-2aßpq  +  y« 
=  (a»  + /J»  +  y»)  (1  +l)»  +  2*); 
demnach  ist  also 

dx^  +  dy^  +  dz^  _  (g«  +  /3»  +  y») iV^« 
^^  da;«  —         (/J  +  yg)« 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde: 

10)  if2  =  1  +  pJ  +  j1. 
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Man  hat  nun  weiter 

and  zufolge  der  oben  bestimmten  zweiten  Differentialquotienten  von 
jr  nod  XI 

\      dx^        y  "^  \öfa?v  '^  \dxy  ~      (ß  -\-  tqY 

Mittelst  dieses  Wertbes  und  der  in  Nro.  9)  bemerkten  Substi- 
tatioQ  erhält  man  für  die  Krümmung  des  Normal  Schnittes : 

^  Q    ~  m(a^  +  ß^  +  y«) 

oder  auch  durch  Elimination  von  ß  '\-  yq  ans  9)  und  11): 

1    _  Mdx^ 

^"^  "p"  ""  N(dx^  +  dy^  +  dz^) 

Bezeichnet  man'  -^  kur:^  mit  y\  setzt  für  dz  seinen   Werth 

dx 

ydz  +  2<?y  =  (p  +  qy')äx,  und  für  M  den  ursprünglichen  Aus- 
druck r  -{-  2  8y'  -|-  ^y'^,  so  hat  man  noch 
,3.  ±  _  r  +  2s/  +  <y'^ 

^  p     -2V^[1    +y'2    +    (^    ^.    gy)2]' 

In  diesem  Ausdrucke  für  die  Krümmung  eines  Normalschnittes 
nod  die  partiellen  Dififerentialquotienten  J9,  g,  r-,  s,  <  von  der  Natur 
der  Flache  einzig  und  allein  abhängig,  unabhängig  dagegen  von 
'1^1  7 1  d*  b.  von  der  Lage  des  Schnittes  gegen  die  Normale  oder 
gegen  die  Tangentialebeue,  nur  y'  enthält  a^  ß^  y;  denn  es  ist 

,,_     a  +  rp fi±Jflp±M£__  .^+^'+ir^g 

Bod  es  hängt  demnach  y' ,  mithin  auch  die  Krümmung  des  Norroal- 

ß 
idmittes,  von   dem  Verhältnisse  -^  ab.     Aendert  man  dieses  fort- 

wahrend,  so  dreht  sich  die  Ebene  des  Normalschnittes  um  die  Nor- 
male, zugleich  erhalten  y'  und  —  andere  Werthe  und   man  kann 

demnach  die  Krümmung  als  Function  von  y'  ansehen.     Nach  dem 
Tlieoreme  in  §.  8,  I.  nimmt  dieselbe  zu,  so  lange  der  Differential- 

qaotient  df J'dy'  positiv  bleibt,    und  sie   nimmt  ab,  so  lange 
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er  negativ  ist;  ein  Wechsel  der  Krümmung  findet  also  in  dem 
Falle  statt,  wo 


(t) 


<•      =0 


dy' 

wird ;  durch  Ausführung  dieser  Differentiation  erhSlt  man  als  Bedin- 
gung dafür 

14)  Q(»  +  ty')  =  N[y'  +  (p  +  qt,')ql 

Elimiuirt  man  Q  aus  dieser  und  der  ErümmungsgleichuDg,  so 
folgt 

r^2sy'  +  ty'»  ^l+y'*  +  (p  +  qyy 

s  +  ty'  j^ä  +  a+a^)»' 

und  durch  Entwickelung  nach  Potenzeii  von  y' : 

15)  [(l+q')s-pqt]y'^  +  [(1  +  «')r- (1 +l)')fly' 

+  j)gr-(l+i)«)s  =  0. 

Die  Auflösung  dieser  Gleichung  giebt  nun  diejenigen  Werthe 

von  y\   mithin  auch  die  Werthe  des  Verhältnisses  — ,  für  welche 

a 

ein  Wechsel  der  Krümmung,  also  eine  grösste  oder  kleinste  Krüm- 
mung stattfindet.  Vorausgesetzt  wird  dabei  nur,  dass  die  Differen- 
tialquotienten  j? ,  g,  r,  9,  ^  in  dem  Punkte  xyz  endliche  bestimmte 
Werthe  haben,  dass  tkho  xy£  keinen  ausgezeichneten  Punkt  (wie 
z.  B.  eine  Spitze)  bedeutet  Die  Gleichung  15)  zeigt  nun  die  Exi- 
stenz von  zwei  Hauptnormalschnitten,  deren  gegenseitige  Lage  man 
dadurch  erfahren  kann,  dass  man  die  Gleichung  vereinfacht,  indem 
man  den  Punkt  xye  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten  und  die 
Tangentialebene  im  Punkte  xyz  zur  Ebene  xy  nimmt.  £s  ist  in 
diesem  Falle  x  =  y  =  e  ^=  0 ,  ferner  constant  5  =  0;  die  Glei- 
chung der  Tangentialebene  wird  p^  -^  qri  =  0  und  diese  kann  für 
alle  71  und  t  nur  bestehen,  wenn  p  z=  q  ==:  0  ist  Die  Gleichung  15) 
verwandelt  sich  jetzt  in  die  folgende : 

8 

welche  immer  zwei  reelle  Wurzeln  besitzt.  Ist  nun  weiter  j(=-x  ton  o 
die  Gleichung  der  Spur,  welche  ein  Uauptnormalschnitt  mit  der  Coor- 
dinatenebene  xy  (der  Tangentialebene)  bildet,  so  hat  man 

,         dy 
y  =_  =  to»a,. 
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mitlün  statt  der  TOrigen  Gleichang  die  folgende: 

r  —  *         • 

tan^a  -| tanca  —  1  =  0, 

s 

(leren  Wurzeln  ianoi  und  tanto^  heiflsen  mögen;  für  diese  gelten  die 
beiden  Beziehungen 

tan  (Ol  4-  tonoj  = r,    tonfi>i  tancD^  =  —  f, 

$ 

di^n  letztere  identisch  mit  der  Gleichung  cos  (oi  —  09)  =  0  ist. 
Daraas  folgt  o^  —  O3  =  4:|^,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  die 
lUaptnormalschnitte  auf  einander  senkre'cht  stehen. 

Statt  der  Gleichung  15)  kann  man  auch  eine  quadratische  Glei- 
chaog  aufstellen ,  deren  Wurzeln  der  grösste  und  kleinste  Krüm- 
mangshalhmesser  selbst  sind;  sie  ergiebt  sich,  wenn  man  aus  den 
Gleichungen  18)  und   14)  nicht  9,  sondern  y'  eliminirt,  wobei  zur 

Abkürzung 

N 
geseilt  werden  möge.     Die  firaglichen  Gleichungen  sind  dünn 
A(r  +  28y'+ty'i)  =  l  +  y'*  +  (p  -|-  qy'y 

k(s+ty')   =l»a +  (!  +  «')»'. 
und  wenn  man  ^'  aus  der  zweiten  Gleichung  in  die  erste  einsetzt, 
80  erb&It  man  zunächst: 

i[,(l  ^  qi  —  Xty +  28(1  +  q^-Xt)(ka—pq)  +  HXs-pq)*] 
=  (l+p'')(l+i*  —  X{)^  +  2pq(l+q*-Xt)ik8—pq) 

+  (l+a«)(A8-P3)», 
oder  durch  Reduction  auf  Null: 
{l  +  q*-kt)Hl+pt-Xr)(l+q^-Xt)-(s>q-k8)n^0. 

Hier  kann  nun  der  erste  Factor  nicht  ==  0  sein,  weil  sonst  der 
vorhin  substitoirte  Werth  von  y\  nämlich 

l  +  q^—^t 
imeDdlich  oder  unbestimmt  (wenn  zugleich  der  Zähler  verschwände) 
Verden  wCirde,  was  Beides  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist.     £s 
miu8  daher  der  zweite  Factor  =  0  gesetzt  werden  und  dies  giebt 
^  Entwickelung  der  Potenzen  von  X : 

{rt-8^)ki-[r{l  4-  fl«)-  2pq8  +  ^(1  +i>»)]  X+l+p^+  ga=  0, 

und  vermöge  des  Werthes  von  A  und  der  Bedeutung  von  N: 

16)    (r*~««)^«-.[(l+fl«)r-2i)g«  +  (l+p«)e]2V'f +^*  =  0. 
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Nennen  wir  Qi  und  q^  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  finden 
^zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  Krümmungshalbmesser  im 
Punkte  xif£  die  Beziehungen  statt: 

18)  pi  Qi  = 


rt  — 

Die  Ebenen  der  beiden  Hauptnormalschnitte  standen  bowoU 
aufeinander  als  auch  auf  der  Tangentialebene  senkrecht;  es  Hegt  dft- 
her  nahe,  diese  drei  Ebenen  zu  Coordinatenebenen  zu  wählen,  so 
dass  nunmehr  die  vorhin  betrachteten  Winkel  Oi  und  Qj  die  Weiihe 
IUI  =  0  und  fi7)  =  |;r  erhalten  müssen.     Die  Gleichung 

tan  Ol  4-  toM  o.  = 

8 

r  —  t  . 

wird  jetzt  oo  = und  zeigt,  dass  fUr  diesen  Fall  s  =  0  sein 

mnss,  weil  im  Allgemeinen  r  und  t  endliche  Werthe  besitzen.  Die 
Formel  13)  wird 

Q  ~  1  +  y'^' 

oder  wenn  y'  =  tanv  gesetzt  wird,  wo  v  die  Neigung  der  Ebene 
irgend  eines  Normalschnittes  gegen  die  Ebene  des  ersten  Haupt- 
Schnittes  (Qi)  bezeichnet: 

—  =  rcos^v  4-  tsin^v. 
9 

Für  die  Hauptschnitte  ist  i;  =  0  und  v  =  ^n^  also 

—  =  r  —  =  t 

mithin  durch  Substitution  in  die  vorhergehende  Gleichung: 

1  cos^v    ,     sin^v 

19)  ^  —  = 

9  9i  92 

Die  Gleichungen  17),  18)  und  19)  bestimmen  vollständig  die 
Krümmungen  der  verschiedenen  durch  einen  Punkt  xyz  gelegten 
Normalschnitte;  itus  17)  und  18)  erhält  man  die  Krümmungen  der 
Hanptschiütte,  aus  19)  die  Krümmung  eines  beliebigen  anderen  Nor- 
malschnittes, welcher  mit  dem  ersten  Hauptschnitte  den  Winkel  i' 
bildet 

Bemerkenswerth  ist  noch  der  specielle  Fall,  in  welchem  man 
den  x^  y^  ß  solche  Werthe  ertheilt,  dass 
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wird;  es  ist  nämlich  unter  dieser  Yoraussetzung 

0+j^')(i+g^)  _  P^     (i+j)^)(i-f  g^)  ^  n 

woraofi  man  leicht  findet: 

1  +  1?»  +  g»  =  N^=p^q^  ^^^^' 

Die  Gleichung  16)  verwandelt  sich  jetzt  in  die  folgende: 

2pqN       .    p^Q^IP 

welche  die  gleichen  Wurzeln 

besitzt.     Ans  Nro.  1^)  erkennt  man  weiter,  dass  jeder  Normal- 

ficlmitt  durch  diesen  Punkt  dieselbe  Erümmung  —  =  —   besitzt; 

der  firagliche  Punkt  heisst  dann  ein  Er e ispunkt  der  Fläche.  Durch 
Verbindung  der  zwei  in  Nro.  20}  aufgestellten  Gleichungen  mit  der 
Gleichung  der  Fläche  erhält  man  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung 
der  drei  Unbekannten  Xy  y,  0. 

11. 
Besitzen  die  Krümmungen  —  und  —  der  beiden  Hauptschnitte 

dasselbe  Vorzeichen,  so  kommt  dieses  auch  der  Krümmung  —  jedes 

anderen  durch  denselben  Punkt  gelegten  Noimalschnittes  zu,  wie  man 
aus  Nro.  19)  augenblicklich  ersieht.  Dann  kehren  sämmtliche  Nor- 
milschnitte  des  Punktes  ihre  convexen  Seiten  derselben  Gegend  des 
Baumes  zu  and  die  Berohrungsebene  liegt  gänzlich  auf  der  einen 
Seite  der  Flicha  Wenn  dagegen  (>]  und  q^  entgegengesetzte  Yor- 
leichen  haben,  so  ist  (nach  derselben  Gegend  des  Raumes  hin)  der 
^  Hauptschnitt  convex,  der  andere  concav,  und  die  Krümmung 
wechselt  zwischen  beiden  Schnitten  ihr  Zeichen;  die  Tangentialebene 
liegt  in  diesem  Falle  nicht  auf  einer  Seite  der  Fläche,  sondern  schnei- 
det dieselbe  in  ihrem  späteren  Yerlaufe.  £ine  derartige  Fläche  ent- 
st^t  z.  B.  durch  Umdrehung  einer  ebenen  Gurre,  die  der  Drehungs- 
achse ihre  convexe  Seite  zuwendet. 

Ausser  den  obigen  zwei  Gattungen   von  Flächen »   welche  die 
Kamen  der  concay-concaven  und  der  convex-concaven  Flächen  führen, 

SehlOmlleb,  Analjais.  0 
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giebt  68  noch  eine  dritte  Art,  welche  den  Uebergang  von  der  einen 
zur  anderen  Gattung  bildet;  es  sind  dies  die  Flächen,  an  denen  dt-r 
eine  Hauptschnitt  in  jedem  Punkte  die  Krümmung  Null  besitzt,  d.  h. 
eine  gerade  Linie  ist  Da  in  jedem  Falle  die  Tangentialebene  die 
Tangenten  der  Normalschnitte,  also  auch  die  Tangente  des  geradlini- 
gen Kormalschnittes  enthält,  so  ist  unmittelbar  klar,  dass  den  ge- 
nannten Flächen  die  Eigenschaft  zukommt,  von  einer  Ebene  nicht 
nur  in  einem  Punkte,  sondern  in  einer  Geraden  berührt  zu  werden. 

Kennen  wir die  Krümmung  einer  Fläche,  so  ist  für  diSt; 

Flächen  die  Krümmung  gleich  Kuli;  als  analytisches  Kennzeichen 
dafür  ergiebt  sich  aus  Kr.  18)  r^  —  s*  =  0,  oder: 

dx^  '  dy^        \dxdtjj  ~    ' 

Die  durch  diese  Gleichung  chnrakterisirten  Flächen  sind  übri- 
gens sämmtlich  abwickelbar,  und  darin  unterscheiden  sie  sich  geo- 
metrisch von  den  vorigen  Flächenarien.  Weitere  Auseinandersetzun- 
gen hierüber  gehören  in  die  höl^ae  Geometrie. 


§.29. 
Einhüllendo  Curven. 

In  der  Gleichung  einer  ebenen  krummen  Linie  kommen  ausser 
den  Coordinaten  eines  beliebigen  Curvenpunktes  gewöhnlich  noch 
constante  Grössen  (sogenannte  Parameter)  vor,  wodurch  sich  dii- 
Dimensionen,  Gesäiif'dder  Lage  der  Linie  bestimmen;  eine  solche 
Constante  sei  h  und 

1)  •     F(a?,y,Ä)  =  0 

die  Gleichung  der  betre£fenden  Gurve.  Giebt  man  dem  h  verschie- 
dene Werthe  A,  2A,  38,  4d  etc.,  so  erhält  man  eine  Reihenfolgo 
von  Curven  derselben  Art,  die  sich  aber  in  ihren  Dimensionen,  Ge- 
stalten oder  Lagen  von  einander  unterscheiden.  Hierbei  kann  e:< 
geschehen,  dass  jede  solche  Curve  die  nächste  schneidet,  und  in  die- 
sem Falle  entsteht  die  Frage  nach  dem  geometrischen  Orte  der 
Durchschnittspunkte.  Kennen  wirk  irgend  einen  individuellen  Wert  h 
des  h,  und  k  -[-  d  den  nächsten  Werth  von  A,  so  gelten  für  den 
Durchschnitt  der  beiden  entsprechenden  Curven  gleichzeitig  die  bei- 
den Gleichungen 
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F(x,  y,  h)==0   \ni.  F(x,  y,  *+  «)  =  0 
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oder  anch 

2)        F(..  y.  fc)  =  0  und  F(.,y,k  +  S)^-F(x,y,lc)  _^^ 

die  Gleichung  des  gesuchten  geometrischen  Ortes  findet  sich  nun 
durch  Elimination  von  k  aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  würde 
Ton  der  Form  /(x,  y,  d)  =  0  sein.  Lassen  wir  S  gegen  die  Null 
conyergiren,  so  folgen  die  anfangs  genannten  Curven  stetig  aufein- 
ander und  die  Grenzgleichung  /(x,  y)  z=  0  bestimmt  den  geome- 
trischen Ort  ihrer  gleichfalls  continuirlich  aufeinander  folgenden 
Dnrchschnittspunkte.  Dieser  geometrische  Ort  heisst  die  einhül- 
lende Curve  jener  Schaar  von  Linien;  ihre  Gleichung  ergiebt  si<^ 
tlnrch  Elimination  von  k  aus  den  beiden  Gleichungen 


3) 


F(x,y,»)  =  Ound    8^(y-^)  =  o. 


Eig.  32. 


I.  Das  erste  Beispiel  hierzu 
mag  etwas  ausführlicher  betrachtet 
werden.  In  einem  gleichschenkligen 
Dreiecke  ABC  (Figur  32),  dessen 
Schenkel  AC  =  BC  =  c  sein  mögen, 
zieht  man  die  Geraden  MN  so,  dass 
immer  CM  =^  BNist\  man  sucht 
die  Einhüllende  aller  dieser  Geraden. 
Nehmen  wir  Ä  C  als  Abscissen-,  B  C 
als  Ordinatenachse  und  setzen 

CM=  BN  =  k, 

so  sind  die  Gleichungen  zweier  sol- 
chen Geraden 


k  ^  e  —  k 


y    _ 


1. 


X 


+ 


=  1, 


ä:4.«    '    c  — (Ä;  +  d) 

oder  auch,  wenn  man  die  Brüche  wegschafft,«  die  zweite  Gleichung 
von  der  ersten  abzieht  und  mit  i  dividirt, 

(c  —  Ä)  a?  -f  Äy  ==  Ä  (c  —  k\ 

Der  zweiten  Gleichung  kann  man  den  Werth  von  k  entnehmen 
ottd  in  die  erste  substituiren;  dieGl^chung  des  gesuchten  Ortei^  lau- 
tet dann 

.     ^2  _j.  y2  _  2«y  —  2ca;  —  2cy  -}-  c^  —  Ä'  =  0, 

9* 
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und  bestimmt  eine  Parabel,  auf  welcher  die  Durchschnitte  aller  Ge- 
raden liegen,  welche  dadurch  entstehen,  dass  3f  und  iV  jedesmal  um 
d  foii;rücken.  Für  stetig  nach  einander  folgende  Gerade  hat  man 
daher  als  Gleichung  der  einhüllenden  Curve 

«'  +  y^  —  2a;y  —  2cflj  —  2cy  -f  <J*  =  <> 
oder 

VT  +  VT=  vr 

Dasselbe  findet  man  ^  unmittelbar ,  wenn  man  X;  aus  den  Glei- 
chungen 


X 


==  1     und 


■--  +  - 


=  0 


eliminirt*).     Beiläufig  werde  noch  bemerkt,  dass  der  Scheitel  dieser 
Parabel  in  der  Mitte  der  Dreieckshöhe  CD  liegt,   dass  sie  von  A  C 

xmdBC  berührt  wird,  und  dass  ihr  Halbparameter  = -p^yr-  ist. 

n.  In  Fig.  33  sei  F  ein  leuchtender  Punkt,  CD  die  Trennungs- 
linie zweier  durchsichtigem 
Media  von  verschiedener 
Brechbarkeit,  jP3f  einlacht- 
strahl,  welcher  bei  2f  jene 
Trennungslinie  trifit  und 
nach  dem  bekannten  Gesetxe 

sin  Ni  MP 


Fig.  33. 

D 

/ 

/> 

?....:.... 

M 

^ 

A 

.       tX 

^ 

y 

0 

c 

X 

\''      / 

X.  / 

»  * 

t 

"'* — 

B 

sin  N  MF 

gebrochen  wird;  man  sucht 
die  einhüllende  Curve  aller 
gebrochenen  Strahlen. 
Nimmt  man  C  zun  Coor- 
dinatenanfang ,  den  ange- 
brochenen Strahl  CX  zur 
X-Achse,  CD  zur  y-Achs« 
und  setzt  FC  =  c,  CM=k 
1  —  m'  =  n^  80  ist  die  Gleichung  irgend  eines  gebrochenen  Strah- 
les 3fP 


*)    Man  ersieht  hieraus  sehr  klar  die  Bedeutung  des  Diiferentialf», 
DeAkt  man  sich  nämlich  die  verschiedenen  Punkte  M  in  gleichen  Ab- 

standen,  so  ist  <f  ein  aliquoter  Theil  von  e,  etwa  «f  =  — ;  andererseits 

fi 

muss  ^f  insofern  es  einen  Zuwachs  von  k  darstellt,  mit  Jk  bezeichnet 
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oder 

4)  m^  h^x^  —  (c»  +  n»  Ä«)  (y  —  *)«  =  0; 
Partiell  in  Beziehung  auf  Je  differenzirt  gieht  dies 

5)  m^kx^  +  (c»  +  n«Ä;«)  (y  —  h)  —  nU  (y  — *)»=  0; 
multiplicirt  man  dies  mit  k  und  subtrahirt  von  dem  Producte  die 
Gleichung  4),  so  lässt  sich  der  Rest  mit  y  —  Ä  dividiren  und  bleibt 


c»y  +  n«Ä»  =  0    oder    k 


mnltiplicirt  man  dagegen  Nr.  5)  mit  y  —  *  und  addirt  Nr.  4) ,  so 

kommt 

m'aj«y  — n»(y— Ä;)»  =  0     oder    y  —  jfc  =  1/ ^ü!^. 

Indem  man  hierzu  den  vorigen  Werth  von  k  addirt,  erhält  man 
als  Gleichung  dw  einhüllenden  Curve 


=-f?f+V^ 


oder 

V  (=?)'- (^)' = '• 

Für  m  2>  1  charakterisirt  diese  Gleichung  die  Evolute  einer 
iillipse,  für  m  <C  1  eine  Hyperbelevolute;  die  gebrochenen  Strahlen 
stehen  also  im  ei*8ten  Falle  auf  einer  Ellipse,  im  zweiten  Falle  auf 
einer  Hyperbel  senkrecht.    In  jedem  Falle  ist  F  ein  Brennpunkt  des 

Kegelschnitts   und  seine  Haupthalbachse  :=^  mc  oder  =  — ,  wenn  f& 

den  sogenannten  Brechungsexponenten  bezeichnet. 

m.  Man  sucht  die  einhüllende  Curve  aller  Kreise «  deren  Mit- 
telpunkte auf  einer  gegebenen  Ellipse  liegen  und  deren  Peripherien 
'  dorch  den  Mittelpunkt  derselben  Ellipse  gehen.  Nimmt  man  die 
Achaen  der  Ellipse  GAz=ia,  CB  =  h  (Fig.  34  a.  f.  S.)  zu  Coordi- 
utenachsen  und  bezeichnet  die  Coordinaten  eines  Ellipsenpunktes 
mip  und  g,  sowie  mit  r  den  Radius  eines  Kreises,  welcher  pq  zum 
Mitteipunkte  hat  und  durch  C  geht,  so  gelten,  den  angegebenen 
Bedingungen  gemäss,  folgende  Gleichungen: 


Verden,  and  es  ist  daher  Jk  z=:  —  Bei  unendlich  wachsenden  n,  d.  h« 

n 

l^i  itetiger  Aufeinanderfolge  der  Punkte  My  convergirt  Jk  gegen   den 

asymptotischen  Werth  Null  und  in  diesem  Falle  tritt  dk  an'  die  Stelle 

»Ott  Jk, 
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4-  -i-==  1 


(x-py  +  (y-(Z)^  =  r«; 


P'  +  3*  =  *■ 


9. 


ans  den  beiden  letzten  folgt 

8)  oj»  +  y'  - 

Fig.  34. 


+ 


5« 


«  +  y^TT  =^» 


und  nach  Elimination  von 


2px  —  2gy  =  0. 

Der  veränderliche 
Parameter  ist  hier  j),  und 
für  q  wäre  sein  Werth 
aus  Nro.  7)  zu  substi- 
tuiren,  doch  bleibt  die 
Rechnung  symmetrischer, 
wenn  man  die  zwei  Glei- 
chungen 7)  und  8)  mit  j> 
und  q  beibehält.  Durch 
partielle  DifFerentiaticn 
derselben  erhält  man 

»(Z_0  «4-11^ 

_=o.        ^  +  y^p 
dp 

Aus  den  Gleichungen  7)  und  9)  finden  sich  p  und  g,  und  wenn 
man  deren  Werthe  in  Nro.  8)  substituirt,  so  ergiebt  sich 

10)  (x^  +  y«)>  =  (2  a)«  oj»  +  (2  hy  if 

als  Gleichung  der  gesuchten  Curve;  letztere  ist  die  Fusspunktlinie 
einer  aus  den  Halbachsen  2  a  und  2  6  construirten  Ellipse. 

IV.  Die  Modification  des  allgemeinen  Verfahrens,  welche  im 
letzten  Beispiele  benutzt  wurde,  kann  allgemein  auf  folgende  Weise 
dargestellt  werden.     Die  Gleichung  der  veränderlichen  Curve  sei 

11)  F(x,  y.x,  A)  =  0 

und  enthalte  zwei  veränderliche  Parameter  x  und  A,  welche  aber 
nicht  von  einander  unabhängig,  sondern  durch  die  Bedingungs- 
gleichung 

12)  (p(x,X)  =  o 

verbunden  sein  mögen.  Das  Nächstliegende  wäre  nun,  erst  X  aus 
11)  und  12)  zu  eliminiren  und  dann  partiell  in  Beziehung  auf  x  zu 
differenziren ;    man   kann  aber  auch  den  umgekehi*ten  Weg  gehen. 
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wenn  mos  die  Aenderung  beachtet,  welche  X  in  Folge  derAendernng 
Tou  X  erleidet     Aus  Nro.  1 1)  folgt  nämlich 


dF       dF 
8x    '    8A  ' 

aodcFcneits  ist  nach  Nro.  12) 

» 

d(p 

dl 

8x 

dx 

d<p   ' 

dk 

und  wenn  man  dies  in  die  vorige 

Gleichung  substituirt,  so  erliftlt 

mtB 

dF 

dF 

13)                                     Jf...  - 

Durch  Elimination  von  x  und  1  aus  den  drei  Gleichungen  11), 
12)  und  13)  gelangt  n.an  wieder  zur  Gleichung  der  einhüllenden 
Curre, 


§.  30. 
Einhüllende  Flächen. 

I.  Die  im  Eingange  von  §.29  angestellten  Betrachtungen  sind 
fast  wörtlich  auf  den  Fall  ausdehnbar,  wo  die  einhüllende  Fläche 
eber  Schaar  von  Flächen  gesucht  wird ,  welche  dadurch  entstehen, 
dus  man  in  der  Flächengleichung 

F(x,  y,  iBT,  x)  =  0 
der  Constanten  x   stetig  aufeinander  folgende  verschiedene  Werthe 
^legt;  die  Gleichung  der  einhüllenden  Fläche  ergiebt  sich  nämlich, 
indem  man  aus  den  Gleichungen 

1)  J'(x.j,..,«)  =  0    und     ^nx,y,^,-)^^ 

0  X 

die  Grösse  x  eliminirt. 

Lässt  man  z.  B.  den  Mittelpunkt  einer  Kugelfläche  auf  der 
^•Achse  fortrücken  und  gleichzeitig  den  Radius  proportional  dem 
A^bstande  des  Centrums  vom  Coordinatenanfange  wachsen,  so  ist  die 
Gleichong  der  Kugelfläche 

a?*  +  3/^  +  (^  —  ^y  =  (fl^)*; 
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partiell  io  Beziehung  auf  x  differenzirt  giebt  dies 

—  (5  — x)  =  g«x 
und  durch  Elimination  von  x  findet  sich 

als  Gleichung  der  einhüllenden  Fläche.  Für  g'  <<  1  ist  letztere  ein 
Rotationskegel ,  dessen  Achse  mit  der  ;?- Achse  zusammenfallt,  and 
dessen  Seite  mit  der  Achse  den  Winkel  aresin  q  einschliesst. 

Auch  in  dem  Falle,  wo  die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche 
zwei  Parameter  enthält  und  letztere  einer  bestimmten  Bedingung 
genügen  müssen,  kommt  man  wieder  auf  ähnliche  Erörterungen,  wie 
in  Nro.  lY.  des  vorigen  Paragraphen;  aus  den  gegebenen  Gleichungen 

2)  F(a;,  y,  jr,  X,  A)  =  0     und     qp(x,,A)  =  0 

folgt  nämlich  durch  Differentiation 


3) 


und  nachher  sind  x  und  k  aus  allen  drei  Gleichungen  zu  eliminiren. 
Endlich  kann  es  auch  vorkommen,  dass-  die  gegebene  Flächen- 
gleichung drei  veränderliche  Parameter  enthält,  welche  an  zwei  Be- 
dingungen gebunden  sind,  dass  also  folgende  drei  Gleichungen  vor* 
liegen 

^N  (  F(a;,y,5,  X,  A,  ^)  =  0, 

^  I    9?(x,  A,^)  =  0,         ^(x,A,fA)  =  0. 

In  diesem  Falle  sind  A  und  fi  implicite  Functionen  von  x  und 
daher  führt  die  Aenderung  von  x  zu  den  Differentialgleichungen 

dF    ,     dF     dX     ,     dF      du 
8x   ^  8A      dfc   ^  8/i      dx 

8y    ,    8y     dX     ,    89>      dpi  

8x    ■''  8A   '  dx"  "*"8fr  *  "dx"  ~    • 

8x   "^  8A   '  dx   ■*■  8fA  '  dx  ""• 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  bestimmen  -tt —  und  tt^x  setzt 

^  dx  dx 

man  deren  Werthe  in  die  erste  Differentialgleichung  ein,  so  gebt 
dieae  über  in 


dF 

dF 

dtp 

dl 
dtp 

dx 

8A 
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^.  8jP/8y  a»        dtp   8»\       dF(d<p   dt-     dq>   8»\ 
'  dxKdk  8ft        dii    dkJ'^dXKdii    dx       8x    8f*/ 

"*"  8fx  \8x  8A  8;i  8x7  ""• 
aod  die  Gleichung  der  einhüllenden  Fläche  ergieht  sich  nun  durch 
Elimmation  von  x,  A,  fi  aus  den  vier  Gleichungen  4)  und  5). 

IL  Bei  den  vorigen  Untersuchungen  wurde  immer  nur  ein 
Parameter  (x)  als  willkührlich  betrachtet,  denn  in  den  Fällen,  wo 
mehre  Parameter  vorkamen,  wareh  auch  soviel  Bedingungsgleichun- 
gen vorhanden ,  dass  die  übrigen  Parameter  als  implicite  Functionen 
Too  X  gelten  mussten.  Anders  gestaltet  sich  die  Sache ,  wenn  die 
G!eichang  der  Fläche  zwei  von  einander  unabhängige  Parameter 
euthält,  die  sich  gleichzeitig  ändern. 

Die  gegebene  Gleichung  sei 
ß)  F{x,  y,  £?,  X.  X)  =  0, 

und  es  werde  zunächst  x  allein  um  ö  geändert ;  die  neue  Gleichung 

F(a;,y,  jer,  x  +  Ä  ,  A)  =  0, 
vofar  man  auch  schreiben  kann 
7)  F(a;,  y,  if,  x  +  a,A)  —  F{x,y,  e,  x,  X)  _^ 


charakterisirt  dann 'eine  zweite  Fläche  derselben  Art,  nur  von  anderer 
L>ge  und  von  anderen  Dimensionen.      Dasselbe  gilt  für  den  Fall, 
dteä  k  allein  um  e  geändert  wird,  wodurch  die  Gleichung  entsteht 
8)  F(x,y,ß,  X,  X+e)'-F(x,  y,  z,  x,  X)  _  ^^ 

e 
Im  Allgemeinen  schneiden  sich  die  drei  Flächen,  welche  den 
GleichoDgen  6),  7),  8)  correspondiren ,  in  einem  Punkte  xys^  und 
venn  man  ans  jenen  Gleichungen  die  beiden  Grössen  x  und  X  elimi- 
nirt,  80  gelangt  man  zur  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  aller 
Dorchflchnittspnnkte,  vorausgesetzt,  dass  sich  x  jedesmal  um  ^x 
=  ',  und  X  immer  um  ^  X  =i  a  ändert.  Bei  gleichzeitig  gegen  die 
XoU  convergirenden  d  und  B  folgen  die  erwähnten  Durchschnitts« 
pQiikte  stetig  aufeinander  und  erzeugen  die  einhüllende  Fläche.  Die 
Gleichung  der  letzteren  wird  demnach  gefunden,  wenn  man  aus  den 
Gleichlingen 
I  F(«,y,5,  X,  A)  =  0, 

^)\  dF(x,y,0,x,X)       ^  8F(3?,y,  ir,x,  A)  _^ 

{  dH  -"•  dX  —  ^ 

^e  beiden  verfinderlichen  Parameter  x  und  X  eliminiri. 
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Beispielweis  suchen  wir  die  einhüllende  Fläche  aller  Kagelu, 
deren  Mittelpunkte  auf  einem  elliptisohen  Paraholoid  liegen,  und 
deren  Oberflächen  durch  den  Scheitel  des  Paraholoides  gehen.  Nen- 
nen wir  a,  h  die  Halbpnrameter  des  Paraholoides,  und  x,  A,  ^  die 
Coordinaten  des  Mittelpunktes  irgend  einer  jener  Kugeln,  so  haben 
wir  als  Gleichung  der  beweglichen  Fläche 

(x_x)«  +  (y-A)»  +  (e-li)*  =  9», 
wobei  noch  die  Bedingungen  zu  erfüllen  sind: 

'*  =  T^  +  Tr     p'  =  *'  +  ^'  +  f»;- 

Setzt  mÄn  die  Werthe  von  q"*  und  fi  in  die  erste  Gleichung  ein, 
so  wird  letztere 

x^  +  y^  +  z^  —  2xaj~  2Ay-  (^  +  -^)^  =  0; 

durch  partielle  Differentiationen  in  Beziehung  auf  x  und  k  ergiebt 
sich 

X  -\ ß  =  0,  y  +  — 5  =  0, 

a  0 

und  durch  Elimination  von  x  und  A 

(x^  +  y'^  +  ß^)g  -i-  ax^  +  5y«  =  0. 

Die  einhüllende  Fläche  ist  hier  dieselbe  wie  die  Fosspunkt- 
fläche  eines  elliptischen  Paraholoides  mit  doppelten  Parametern^). 
Für  das  hyperbolische  Paraholoid  gilt  ein  analoger  Satz. 

Wir  wollen  noch  den  Fall  betrachten,  wo  die  Gleichung  der 
gegebenen  Fläche  drei  Parameter  x,  A,  fi  enthält,  welche  an  eiue 
bestimmte  Bedingung  gebunden  sind.   Man  hat  jetzt  zwei  Gleichungen 

10)     ,        F(a;,y,  £f,  X,  A,  ft)  =  0,  9(x,X,fA)  =  0 

und  könnte  hieraus  (wie  im  vorigen  Beispiele)  fi  eliminiren,  um  nur 
zwei  von  einander  unabhängige  Parameter  übrig  zu  behalten.  Dage- 
gen wird  die  Rechnung  eleganter,  wenn  man  diese  Elimination  bis 
zuletzt  aufspart  und  berücksichtigt,  dass  fi  eine  impliaite  Function 
von  X  und  A  ist  Durch  partielle  Aenderung  von  x  erhält  man 
nämlich 

dx  "•"  dfi  8x  ~  •        d7c  ^  d(i  dx  ~ 

mithin,   wenn  man  den  Werth  von  -^^  aus  der  zweiten  Gleichung 


dx 


y 


*)  Siehe  des  Verfassers  Analytische  Geometrie  des  Ravmes,  3.  Aud. 
S.   266. 
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in  die  erste  einsetzt, 

dF^d^  _  ^  ^  —0 
8x    8/t         8ft    8x 

Die  partielle  Aenderung  von  X  führt  zu  der  nimlogeii  Gloichang 

dF  d(p  __  dF  d(p 
dk    8f*         8fi    8A   ■~"    ' 
beide  DifTerentialgleicbnngen  können  in  der  Form 

dF  dF  dF 

,,N  du  dl     8ft 


89  d(p  d(p 

"aar       "sT       "äfT 

zQsammeDgefasst  werden,  nnd  man  findet  nun  die  Gleichung  der 
einhüllenden  Fläche  durch  Elimination  von  x,  A,  fi  aus  Nro.  10) 
and  11). 

Beispielweis  suchen  wir  die  einhüllende  Fläche  aller  Kugeln, 
■ieren  Mittelpunkte  auf  einem  dreiachsigen  Ellipsoide  liegen,  und 
deren  Oberflächen  durch  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoides  gehen. 
Sind  a,  5,  c  die  Halbachsen  des  Ellipsoides ,  X,  A,  fi  die  Coordinaten 
ebes  Kugelcentrums,  so  hat  man  als  Gleichung  der  beweglichen 
Kngelflftche 

«*  +  y'  +  iBf«  —  2XÄ  —  2Ay  —  2^j?  =  0, 
vobei  X,  A,  fi  der  Bedingung 

X*  A^  u3 

—  +  —  + J  =  0 

a2   ^   6»   ^   c»         ^ 

genogen  müssen.     Die  Gleichungen  11)  sind  hier 

a^x  h^y  c^a 

%  A  i», 

and  durch  Elimination  von  x,  A,  fi  ergiebt  sich 

(a-t  _(.   yi  -1-  g^y  —  4(a»a;'  +  l>«y«  +  c«jer»). 

Die  einhüllende  Fläche  ist  demnach  die  Fusspunkt fläche  für  ein 
tts  den  doppelten  Achsen  construirtes  Ellipsoid.  Für  die  übrigen 
ttntnlen  Flächen  zweiten  Grades  gelten  analoge  Sätze. 


Oap.  IT. 

Die   vieldeutigen    Symbole. 

§.  31. 

Die  Formen  §  und  oo  —  oo. 

I.     Wenn  die  Functionen  <p(x)  und   tlf(x)  für  einen  speciellen 

Werth  von  x,  etwa  für  x  =  a^  gleichzeitig  Null  werden,  so  nimmt 

w(x) 
der  Quotient     .  )  .    in  diesem  besonderen  Falle  die  Form  S  an,  die 

ilf(x)  ** 

bekanntlich  vieldeutig  ist.     Um  den  wahren  Werth   dieses  Bruches 

zu  finden!  betrachten  wir  den  Quotienten      \  i    als  die  Grenze,  wel- 

*(a) 

/       t     AN 

eher  sich  -^-7 — ; — d-  bei  verschwindenden  ö  nähert    Wegen  der  Vor^ 
tia  +  S)  ^ 

aussetzung  q>(a)  =  0  und  ^(a)  =  0  ist  nun 

g)(a  +  3)  —  g)(a) 

q>(a  +  4) y(a-|-  S)  —  y(a) d 

*(a  +  ö)  ~  t(a  +  d)^  ^(a)  ~  »(g  +  d) -- »(g)' 

und  hieraus  folgt  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  i 

^  na)    ~  *'(a) 

d.  h.  in  dem  besonderen  Falle  x  =  a,  für  welchen  q>(x)  und 

flf(x)  sich  annulliren,  werden  die  sonst  sehr  verschiedenen 

(p(x)  9'(x) 

Quotienten  -rrr'  ^^^     .»)  i  einander  gleich.     Kann  man  also 
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den  Werth  des  zweiten  Quotienten  ermitteln,  so  hat  man  auch  den 
des  ersten.     Einige  Beispiele  werden  dies  zeigen. 
Der  Quotient 

qp  (x)   "^Tx  —  '^  a  - 

nimmt  für  x  =  a  die  Form  g  an;  hier  ist 

and  da  dieser  Bruch  für  a?  =  a  den  bestimmten  Wei-th  |  a  "  ^  erhalt, 
10  ist  auch 

Für  «  =  i  ff  wird  der  ^  Bruch 

q)(x)    casx 

if(x)         Jff  —  X 

onbestiromt  =  §,  dagegen  erhält 

(p'(x)  sinx 

in  demselben  Falle  den  bestimmten  Werth  1 ,  der  nun  auch  dem 

6nten  Bruche  zukommt. 

m'fx) 
Nicht  selten  triflPt  es  sich,  dass  der  neue  Quotient     ,,.  .   für 

z=z  a  gleichfalls  verschwindet ;  dann  muss  man  auf  ihn  wieder  das- 
selbe Verfahren  anwenden.     Nehmen  wir  z.  B. 

<p{x)   X  —  sin X 

so  erbalten  wir  der  Reihe  nach 

(p'(x)  1—C08X      (p"(x) sinx       q>*"{x) cosx 

förx=0 verschwinden  g> (x) ,  <p' (x) ,  g>"(x)  sowie  ^(x),tif'(x),rp''(x), 
ond  daher  giebt  erst  der  letzte  Quotient  den  wahren  Werth  des 
onprünglichen  Bruches  =  l* 

m 

n.  Wenn  die  Functionen  F(x)  und  f(x)  für  x  =  a  gleich- 
JQtig  unendlich  werden ,  so  erhält  die  Differenz  F(x)  —  f(x)  die 
nnbestimmte  Form  od  — oo;  ihr  wahrer  Werth  findet  sich  dann  auf 
folgende  Weise.     Man  setze  ' 
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^     =Fi(x),      -L.  =/!(«), 


F(x)       -'^•'"      f(x) 

SO  ist  identisch 

F(z)^nx)  =  -L.^'JL.  =  ^, 


Fi(x) 


Fi(x)       Mx)  Fi{x)A{x)     ' 

für  X  =  a  verschwinden  J\  (x)  und  /i  (x) ,  mithin  geht  der  letzt« 
Bruch  in  J  über  und  kann  nach  der  vorigen  Regel  untersucht  werden. 
So  ist  z.  B. 

1  1       _  e'^l—x 

X        e'  —  1  ""    xie'—l)' 

wobei  die  linke  Seite  für  x  ^  0  die  Form  oo  —  oo  annimmt,  und  die 
rechte  Seite  =  J  wird.     Setzen  wir 

9  (a;)  =  c'  —  1  —  a? ,     if  (x)  =  x  (e' —  l) 

80  erhalten  wir  der  Reihe  nach 

q>'(T)  _  e^— 1  <p''(x)  _      1 

ip'ix)  —rcö'  +  C  — 1  '  t^^"(x)  ~  x  +  2* 

und  hier  liefert  der  letzte  Bruch  den  wahren  Werth  =  | ' 


§.82. 
Die  Formen  -g,  0 .  od,  0«,  od»  und  1^.  ^ 

I.     Wenn  die  Functionen  f(x)  und  F(x)  für  x  =  a  gleichzei- 
tig unendlich  werden,  so  stellt  sich  in  diesem  Falle  der  Bruch  -t^t-t 

i»  (x) 

unter  die  unbestimmte  Form  ~ ,  deren  wahi'er  Werth  q  auf  folgende 
Weise  ermittelt  werden  kann.     £s  sei 

1 
f(x)  ^    F(x)    ^  q>(x)^ 
F(x)  1  if(x)  • 

/(^) 
der  neue  Quotient  erh&lt  für  x  =  a  die  Form  ^  und   kann   daher 
nach  der  Regel  des  vorigen  Paragraphen  behandelt  werden.    Dies  giebt 

F'jx) 
¥ir)  _        lF(xy\*    _  F^  r/(x)  1« 
♦'(*)  ~  f\x)     ~  f\x)  L2i'(«)J 
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■/*/  \ 
njid  für  a?  =  a,  wo  ^\  .   den  Werth  q  annimmt^ 

a  =      ,;  (  q}  oder  q  =  "L,,)  i  * 

Die  Regel  zur  Bestimmung  des  wahren  Werthes  eines 
vieldeutigen  Bruches  bleibt  also  bei  der  Form  ^  dieselbe 
wie  bei  der  Form  J- 

So  wird  z.  B.  der  Quotient 

f{x)  logx 

F(x)         cotx 

(ur  X  =  0  unbestimmt  =  ^;  sein   wahrer  Werth  ist  dann  einerlei 
mit  dem  Worthe  von  , 

f{x)  X  ^^sinx    . 

sin^x 
»elcher  in  jenem  Falle  =  —  Jlf .  1  .  0  =  0  ist. 

Nach  derselben  Regel  findet  man  auch,  dass  der  Bruch 

f(x)  l  sin  x 

F{x)  ~     Ix 
für  X  =r  0  denselben  Werth  erlangt  wie 

f'{x)  cotx  cosx 

F'jx)  ~  T^  ~  sinx' 
X  x 

und  zwar  ist  dieser  Werth  =  1. 

n.  Sind  zwei  Functionen  vorhanden,  von  denen  die  eine  <p(x) 
far«=a  verschwindet,  während  die  andere /(«)  für  a:  =  a  unend- 
lich wird,  so  nimmt  das  Product  q>{x)  ,f(x)  für  x  =  a  die  unbe- 
stimmte Form  0  •  00  an ;  den  wahren  Betrag  desselben  kann  man  auf 
zweierlei  Weise  finden.     Entweder  setzt  man 

ond  hat  dann 

for  a;  =  a  wird  der  Quotient  =  ^  und  gestattet  die  in  §•  31  ange- 
gebene Behandlung.     Oder  man  setzt 

-4-v  =  -^(^) 

q>(x) 
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mithin  ^(x).f(x)  =  ^; 

der  Quotient  stellt  sich  dann  nnter  die  Form  ^  nnd  ist  nach  I.  zu 
heurtheilen.     Von  beiden  Methoden  wählt  man  im  concreten  Falle 
diejenige,  welche  die  wenigste  Rechnung  verursacht. 
So  wird  man  z.  B.  an  die  Stelle  des  Productes 

1(2  — ~  )  .  ton  ^* 


(-7- 


2a  ' 
welches  fiir  o;  =  a  in  0  •  oo  übergeht,  den  Quotienten 


y  W  _ 


<-f) 


^W  cot—- 

2a 

treten  lassen,  weil  der  Differentialquotient  des  Log^ithmus  eine  ein- 
fache algebraische  Function  ist;  man  erhält 

1  nx 


q)'(x)  2  a  — a;  2  a  2a 

if'(x)  n  ^  nx  n      2a  — x  ^ 

2a  2a 

und  filr  a?  =  a  den  wahren  Werth  — • 

n 

Bei  dem  Producte 

tanx  » log  X  ,  {uT  X  =  Ot 

ist  es  von  Vortheil,  die  Form 

f(x)  logx 

F(x)         cotx 

zu  wählen,  deren  wahrer  Werth  bereits  in  Nro.  I.  bestimmt  und  =r  0 
gefunden  wurde;  demnach  verschwindet  jenes  Product  gleichzeitig 
mit  X. 

IIL  Wenn  ein  Ausdruck  von  der  Form  [/(x)]^^'^  für  x  =r=  a 
eine  der  vieldeutigen  Gestalten  0^  oo  o,  1^  annimmt,  so  beachte  man 
zunächst  die  identische  Gleichung 

lf(x)]  ^  ^'^  =  e'-^^*^  •  ^  ^*^ 

und  untersuche  das  Product  lf(x)  .  fp{x);  ist  to  der  wahre  Wertb 
desselbeiVi  so  geht  die  gegebene  Function  in  e*'  über. 
So  erhält  s.  B.  der  Ausdruck 

(sin  x) '' 
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fdr  X  ==  O    die   Form  0^;   schreibt  man    aber    statt   desselben  die 
gleich^eltende  Cxponentialgrösse 

^^IHnxyx    -_    g   Ix   ^ 

SO  hat   man  im  Exponenten  den  nämlichen  Bruch,  dessen  Werth  in 
Nro.  I.  TinteTsucht  nnd=  1  gefunden  warde;  der  Werth  der  ursprüng- 
lichen Potenz  ist  also  =  e^  =  e. 
Für  a?  =:  0  wird  femer 

beachtet  man  aber  die  identische  Gleichung 

^1  \tanx         > 

/_£_!         —  Ix  .  tanx 

\X/ 

ond  erinnert  sich ,  dass  l  x  .  tan  x  f&r  o;  =  0  verschwindet  (s.  IL), 
so  erkält  man  e^  =  1  als  wahren  Werth  der  in  Rede  stehenden 
PoienjB. 

Für  X  =  a  verwandelt  sich  der  Ausdruck 

in  1  ^^ ;  andererseits  ist  die  gegebene  Function  gleich 

2 

wobei  der  ^Exponent  für  x  =  a  den  Werth  —  annimmt  (s.II.);  dem* 
nach  ergebt  sich  e  '^  als  wahrer  Werth  des  ursprünglichen  Ausdrucks. 


Bekldmilcb,  Analjatib  tO 


Cap.  V, 

Maxima   und   Minima. 

§.  33. 

ICaxima  und  Minima  der  Funotionen  einer  Variabelen« 

Wenn  eine  stetige  Function  f(x)  abwechselnd  steigt  und  fällt, 
so  giebt  es  in  ihrem  Verlaufe  Stellen,  wo  die  Uebergänge  vonWiiclu- 
thum  zu  Abnahme  oder  umgekehrt  von  Abnahme  zu  Wachsthum 
statt  finden.  Bei  einem  Uebergänge  der  ersten  Art,  welcher  etwa 
für  x^=^a  eintreten  möge,  ist  der  entsprechende  Functionswerth  /(^  I 
grösser  als  die  Nachbarwerthe  f{a  —  K)  und  f{a  -f-  A),  sobald  nur 
h  hinreichend  klein  genommen  wird;  dann  heisst  f(a)  ein  Maxi- 
mum der  Function /(a;).  Erfolgt  dagegen  an  der  Stelle  o;  =  a  ein 
Uebergang  von  Abnahme  zu  Wachsthum,  so  ist  /(a)  kleiner  als  seint 
Nachbarwerthe  f{a  —  h)  und /(o -|- Ä),  und  dann  heisst  /(a)  ein 
Minimum  von  f{x).  Nach  dieser  Erklärung  versteht  es  sich  von 
selbst,  dass  derartige  Maxima  und  Minima  nur  relativ  sind  und  nidil 
immer  den  absolut  grössten  oder  absolut  kleinsten  Werth  der  Fuactioo 
darstellen. 

Für  welche  Werthe  von  x  dergleichen  Maxima  und  Muiima  ein- 
treten, das  entscheidet  sich  durch  ein  früheres  Theorem  (§.  8,  1.), 
demzufolge  die  Function  f{x)  wächst  oder  abnimmt  je  nachdem  ihre 
Derivirte  f{x)  positiv  oder  negativ  ist.  Aendert  sich  nun  f(i) 
continuirlich ,  so  kann  der  Uebergang  von  positiven  zu  negativen 
oder  von  negativen  zu  positiven  Werthen  der  Derivirten  f{x)  nur 
mittelst  Durchganges  durch  Null  geschehen ;  die  Werthe  von  r,  wel« 
che/(x)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen,  sind  also  Wur< 
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leb  der  Gleichung  f'(x)  =r  0.  Dies  bedeutet  geometrisch,  dass 
die  Tangente  an  jedem  Colminationsponkte  einer  Cnrre  parallel  zur 
Abscissenachse  liegt. 

Hat  man  die  Gleichung /'(x)  =  0  aufgelöst,  so  bedarf  es  noch 
der  Entscheidung,  ob  die  gefundenen  Werthe  von  x  Maxima  oder 
Minima  der  Function  liefern.  Zu  diesem  Zwecke  erinnern  wir  an 
die  in  §.  18  bewiesene  Gleichung 

]^2 =  u  (ö  +  ^'*;f 

toraos  bei  verschwindenden  h  folgt 

^^/(a  +  h)-fia)-kf(a)  ^ 

Im  vorliegenden  Falle  ist  a  eine  Wurzel  der  Gleichung /'(rr)  =  0, 
mithin /'(a)  =  0  und 


T '    fiP'  +  Ä)  —  f{a)        ,  ^-,  . 


ebenso,  wenn  man  —  ^  an  die  SteUe  von  h  treten  lässt, 

Ist  nun  /"(a)  positiv,  so  müssen  bei  hinreichend  kleinen  h  die 
beiden  Quotienten 

/(a  +  j^)^/(a)  /(g -  ft)  -^ /(g) 

positiv  sein  und  es  bleiben ,  wenn  /»  gegen  die  Null  convergirt,  weil 
ausserdem  der  gemeinschaftliche  Grenzwerth  jeuer  Quotienten  nicht 
positiv  werden  könnte ;  hieraus  folgt 

/(a-Ä)>/(a)</(a  +  Ä). 
mitbin  iBt/(a)  ein  Minimum.    Wenn  dagegen /"(g)  einen  negativen 
Werih  hat,  so  müssen  bei  hinreichend  kleinen  h  die  unter  Nro.  1) 
Kigegebenen  Quotienten  negativ  sein  und  bleiben;  daraus  folgt 

/(a-A)</(a)>/(a  +  Ä) 
i  b.  /(a)  ist  ein  Maximum.  Die  Entscheidung  besteht  also  darin, 
^f(a)  ein  Minimum  oder  Maximum  ist  je  nachdem  f" (a)  positiv 
oder  negativ  ausfallt.  Geometrisch  heisst  dies:  ein  unterer  Culmi- 
Bfttionspunkt  kann  nur  auf  einem  convexen  Bogen,  ein  oberer  nur  auf 
<3Qeoi  ooncaven  Bogen  vorkommen. 

Das  angegebene  Griterium  verliert  seine  Anwendbarkeit,  wenn 
/  (a)  selber  =  0  ist  (wie  z.  B.  wenn  die  Tangente  an  einem  In- 
flezionspunkte  parallel  zur  Abscissenachse  liegt);  man  muss  in  diesem 

10* 
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Falle   die  höheren  Differentialquotienten  von  f{x)  zu  Rathe  siehen, 
indem  man  den  in  §.  18  bewiesenen  Satz 

/(a  +  A)-/(a)-^/(a)-^/»-..-.^^^*;^/-   »(.) 

1.2.3*..9i 
anwendet.     Unter  der  Voraussetzung,   dass  nicht  nur/'(a)  =  0  ist, 
sondern  auch  /"(«)i  /'"(«), .  •  -f^^~^\a)  verschwinden,  mithin  /^"^  (a) 
der  erste  nicht  verschwindende  Differentialquotieut  ist,  verein&cht 
sich  die  vorige  Gleichung  und  giebt 

V  /*■  1.2...n    • 

woraus  folgt,  wenn  h  gegen  die  Null  convergirt, 

/(a  +  Ä)-/(a)         /<")(«) 


lAm 


1 . 2 . . .  n 


Hier  unterscheiden  wir  die  beiden  Fälle  eines  ungeraden  und 
eines  geraden  n.     Bei  ungeraden  n  ist 

fc*  "^  1.2...n' 


Ä»  1.2...n' 

mithin  für  ein  positives  /^"^  (a)  und  hinreichend  kleine  h 

dagegen  bei  negativen /^"^  (a) 

/(«  -  A)  >  /(«)  >  /(«  +  »)• 

Beide  Ungleichungen  stimmen  dnnn  überein,  dass  /(a)  weder 
ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ist.  Wenn  dagegen  n  eine  gerade 
Zahl  bedeutet,  so  gelten  die  Gleichungen 

A»  ^   1.2...n* 

/*»  '1.2...«* 

mithin  ist  bei  positivem  /^"^  (a)  und  für  hinreichend  kleine  /i 

/(a-Ä)>/(a)</(a  +  ;0, 
d.  h. /(a)  ein  Minimum;  ferner  erhält  man  bei  negativen /^">  (a) 

/(a -/.)</(«)>/(« -1-70, 
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wodarcli  ein  Maximum  angezeigt  wird.     Alles  zusammen  giebt  fol- 
geuden  Satz: 

Ein  aus  der  Gleichung /'(a:)  =  0  bestimmter  Werth 
▼OD  X  macht /(o;) , nur  dann  zu  einem  Maximum  oder 
Minimum,  wenn  in  der  Reihe  der  Differentialquotien- 
ten/"(j;),/'"(a;)  etc.  der  erste  für  jenen  Werth  nicht  vor- 
srhwindende  Differentialquotient  von  gerader  Ord- 
nung ist,  und  zwar  findet  ein  Minimum  oder  Maximum 
statt,  je  nachdem  der  genannte  Differentialquotient 
für  jenen  Werth  von  x  positiv  oder  negativ  ausfällt. 

Den  Mechanismus  der  Rechnung  werden  die  folgenden  Beispiele 
zeigen. 

1.    Handelt    es   sich   um    das  Maximum    oder  Minimum    der 
Foiiction 

f(x)  =  a?«  e~» 

so  entwickelt  man  erst  die  Differential quotienten 

f'(x)  —  (a  —  x)  a;«-A  <?-', 

/"(x)  =  [a(a—  1)  —  2aa?  -f  ä^]  o?«-«  c"* 

n.  s.  w. 

Nun   wird  /'(x)  =  0  für  a;  =  o;    dieser  Werth  giebt  /"(fi) 
=  —  a^  e~^  also  ein  negatives  Resultat,  mithin  ist 


/(«)  =  o«  e-'  =  (-^J 


^  Maximum  der  Function  a;*  e~*. 

2.    Es  mögen  Jki ,  ^ , . . .  A;«  gegebene  Zahlen  sein  und  es  soU 
T  80  bestimmt  werden,  dass  die  Quadratsumme 

/(x)  =  (x-ft.)»  +  (*-»,)«  +  •  •  •  +  (as-ftO* 
ZQ  einem  Maximum  oder  Minimum  wird.      Man  hat  in  diesem  Falle 

f(x)  =  2[na;-(Ä;,  +  A:,  +  .  .  .  +  Jcn)l 

/"(x)=2n; 
j\x)  verschwindet,  wenn 

h  +  h  +  '  "  +  K 
n 

d.  h.  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  gegebenen  Zahlen 
^f*(x)  bleibt  immer  positiv,  mithin  wird/(j;)  bei  dem  angegebe- 
oea  Werthe  zu  einem  Minimum.  Dies  war  übrigens  vorauszusehen, 
da  jene  Summe  von  Quadraten  zwar  beliebig  gross  aber  nicht  belie- 
big klein  gemacht  werden  kann. 
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8.  Auf  dem  ersten  Quadranten  einer  Ellipse  soll  man  deigeni- 
gon  Punkt  bestimmen,  dessen  Normale  am  weitesten  vom  Gentmm 
entfernt  ist  Geht  überhaupt  durch  den  Punkt  xy  einer  Curve  eine 
Kormale,  so  hat  letztere  yom  Coordinatenanfange  die  Entfernung 


ffir  die  Ellipse  ist  f^  =  —  V^a'  —  ^^  mithin 


P  = 


a«  — 5« 


X 


Va«  — j;» 


Va^(a^  —  x^)  +  h^x^ 

Dieser  Ausdruck  vereinfftoht 
sich  durch  £inf[ihrung  des  Win- 
kels Ä  CM  =  G> ,  welcher  unter 
dem  Namen  der  excentriscben 
Anomalie  bekannt  ist  (Fig.  35); 
man  hat  nämlich  x  =  acaso, 
mithin 


;k 


(o^  —  b^)  sin  o 
^  ~    V  a»  ian^iü  +  6« 


oder,  wenn  tanm  kurz  mit  t  bezeichnet  wird, 

(a»  —  &«)  t 


P  = 


Wir  betrachten  nun  t  ab  unabhängige  Variabele  und  erhalten 

dp    _  (o«  —  &»)  (b>  —  ß9  f  4) 

ät  ~    V  [5«  +  (a«  +5«)  <*  +  a«  e*]»  ' 

<«*  "~  V[5a  +  (a»  +  6«)  <»  +  a«  ^]»  ' 

der  erste  Differentialquotient  verschwindet  für 

f  =  1/  —    oder    tan  CD  =  1/  —  =3 , 

Y     a  Y     a  a 

und  der  zweite  Differentialquotient    erhält    dadurch   den   negativen 
Werth 

4o»(a  — 1>) 

(a  +  6)«    • 

mithin  entspricht  der    obige  Werth  von  t  dem  Maximum  von  p. 
Uebrigens  konnte  man  sich  die  Entwickelung  des  zweiten  Differen- 
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tialga  >tieDten  ersparen ;  da  nämlich  fär  co  =  0  und  fiir  o  r^r  900 
jedesmal p  den  Minimalwerth  p  z=z  Q  erreicht,  so  rnnss  der  gefun- 
(iene  Werth  ein  Maximum  liefern« 

Behufs  der  Construction  nimmt  man  AK  ■=^  BO  =  1),  sucht 
cwischen  ÄC  =  a  und  AK  die  mittlere  Proportionale  AL^  zieht 
CL,  welche  den  umschriebenen  Kreis  in  M,  den  eingeschriebenen  in 
iY  schneidet,  legt  durch  M  eine  Parallele  zu  BC,  durch  N  eine  Pa- 
rallele za  AC  und  erhält  dann  den  gesuchten  Ellipsenpunkt  P  als 
Durchschnitt  der  genannten  Parallelen.  Construirt  man  die  Normale 
Pl\  so  ist  deren  Abstand  von  C  dos  Maximum  von  pj  und  zwar 
Fig.  36.  CQ  =  a  —  h;    gleichzeitig    ist   Q 

jj  der   Krümmungsmittelpunkt  für  P, 

PQ  der  Krümmungshalbmesser,  mit- 
hin die  Fläche  des  Kmmmungskrei- 
ses  gleich  der  Ellipsenfläche. 

4.    üeber  einer  Geraden  3£N 

> ^       (Fig.  36)  sind  zwei  Punkte  A  und 

B  gegeben,  welche  mit  einem  Punkte 

P  der  Geraden  zu   der  gebrochenen 

Linie  ABP  verbunden  werden  sol- 

len;  man  fragt  nach  dem  Minimum  des  Weges  AP  4*  ^^'    ^^  ^^ 

=  0,  5D  =  6,  CD=c,  CP  =  X,  AP  +  BP  =  s  ist 

* 

»  C  —  X 


8'  = 


Va^  +  x^  Vb^  +  (c  —  xy 


IT  «'  .  &' 


V  (a2  +  X»)»    ^    V^[52  4.  (c  —  a?)»? 
Ans  s'  ==  0  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  x  die  Gleichung 

X  C  —  X 

der  aus  ihr   folgende  Werth  gehört  zu  einem  Minimum,   weil  a" 
uuner  positiv  bleibt.     Geometrisch  bedeutet  die  vorige  Gleichung 

cosMPA  =  cosNPB  d.  i.  Z.  MPA  =  ^  iSTPi, 
und  hiernach  ist  die  Construction  leicht,   indem  man  CA'  =  CA 
oimmt  und  die  Gerade  A'  B  zieht,  welche  Jlf^  in  P  schneidet  (Spie- 
gelnngsgesetz). 

5.  Auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Geraden  MN  (Fig.  37 
Lf.S.) befinden  sich  die  gegebenen  Punkte  ^  und  ^,  welche  mit  einem 
Punkte  P  der  Geraden  zu  der  gebrochenen  Linie  APB  verbunden 
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Bind ;  ein  Körper  hcwegt  sich  auf  dieser  von  A  nach  B  so,  das«  er  IftDga 
der  Geraden  AP  die  constante  Geschwindigkeit  g,  längs  PB  die  coo- 


Fig.  37, 


Staate  Geschwindigkeit  h  be- 
sitzt Es  soll  der  Punkt  Pso  be- 
stimmt werden,  dass  der  Kör- 
per in  der  kürzesten  Zeit  von  A 
nach  ^gelangt  Zum  Durchiaa- 
fen  von  AP  braucht  der  Körper 

AP 

die  Zeit  ,  zum  Durchlau- 

9 

PB 
fen    von  PB  die  Zeit  — ; — , 


mithin  ist  bei  gleicher  Bezeichnung  wie  in  Nro.  4,  der  Ausdruck 

+ 


8  =  ' ' 


xy 


9  h 

zu    einem  Minimum   zu    machen.     Als  Bedingungsgleichung  für  x 
findet  man  sehr  leicht 


X 


c  —  X 


oder  geometrisch 


gV  a»  +  «»         hVh^  +  (c  —  x)^ 


cos  MPA       cos  NPB 


wofür  man  auch  setzen  kann 

sin  AP Q 


9^ 
h 


sinBPB 

Dieser  Gleichung  entspricht  ein  Minimum  von  s,  weil  s"  immer 
positiv  hleibt.  (Brechungsgesetz,  wobei  die  Lage  des  gehroche- 
nen  Strahles  durch  die  zwei  Bedingungen  bestimmt  ist,  daas  er  d^ch 
P  gehen  und  normal  zu  einem  gewissen  Kegelschnitte  sein  muss. 
Vergl.  §.  29,  IL) 

6.  Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  bei  aUen  Untersuchon- 
gen  über  Maxima  und  Minima  noch  der  Ausnahmefall,  wenn  /'(/) 
sein  Vorzeichen  nicht  stetig  mittelst  Durchganges  durch  Null,  son- 
dern sprungweis  ändert;  denn  auch  derartige  Zeichen  Wechsel  können 
Maxima  oder  Minima  liefern,  die  man  nach  der  vorigen  Methods 
nicht  finden  wurde.     Ist  z.  B. 

y  =f(x)  =  1  -  f  (H^« 
mithin 


a/-  —  ■  ■   ■     ff 
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w  bleibt /'(op)  positiv  fftr  alle  a?  •<  1,  und  negativ  für  alle  x  ^  l; 
der  Zeichenwechsel  geschieht  hier  aber  sprungweise,  denn  man  hat 

/'(l-0)=  +  a.,/'(14-0)  =  -  «0 

und  mithin  erleidet  f{x)  eine  Unterbrechung  der  Continuität  an  der 
Stelle  X  =1  l.  Abgesehen  davon  geht  aber  aus  den  Vorzeichen  von 
/'(/)  mit  Sicherheit  hervor,  dass  f(x)  wächst  von  x  =  —  oo  bis 
2=1  and  abnimmt  von  x  =  1  bis  x  =  -^  a^^  dass  also  f(x)  für 
1=1  sein  Maximum  /(l)  =  1  erhalten  muss.  Man  wird  dies 
geometrisch  leicht  bestätigt  finden,  indem  man  die  Aufmerksamkeit 
auf  den  Berührungswinkel  r  richtet,  welcher  durch  die  Gleichung 
iani  z=f^(x)  bestimmt  wird.  Derselbe  ist  spitz  für  a?  <  1,  wachst 
mit  X  gleichzeitig,  wird  ==  |  sr  fttr  x  =  l  und  nachher  stumpf  für 
X  >  I  ST;  an  der  Stelle  x  =  1  besitzt  daher  die  Curve  eine  Spitze, 
Ton  welcher  beide  Theile  convez  gegen  die  Abscissenachse  gekrümmt 
sind.  —  Aehnliche  Betrachtungen  gelten  für  alle  derartigen  Aus- 
nahmefalle, und  zwar  entscheidet  sich  die  Beschaffenheit  einer  Func- 
tion an  einer  solchen  besonderen  Stelle  immer  sehr  leicht  dadurch, 
das8  man  den  Lauf  der  Function  in  der  Nachbarschaft  jener  Stellen 
Torzugsweis  genauer  berücksichtigt 


§.  34. 
Hazima  und  Minima  der  Functionen  mehrerer  Variabelen. 

Ist  F(x^  ^«  'i  .  •  •)  eine  Function  der  unabhängigen  Variabelen 
J^t  jf,  f ,  .  . ,  so  kann  es  ein  zusammengehörendes  System  specieller 
Werthe  dieser  Variabelen  geben,  etwa  a;  =  a,  y  =  d,  jer  =  c  u.  s.  w., 
vodorch  F(a,  &,  c,  .  .  •)  grösser  oder  kleiner  wird  als  alle  Nachbar- 
werthe  der  Function,  d.  h.  als  alle  die  Werthe,  welche  entstehen, 
veui  man  für  x  irgend  einen  Werth  aus  dem  Intervalle  a  —  ^  bis 
fl  -f  Ä,  für  y  einen  Werth  aus  dem  Intervalle  h  —  Ä  bis  5  -|-  Ä;  u.  s.  w. 
ummt,  wobei  A,  k  etc.  beliebig  kleine  Grössen  bezeichnen.  Ein  sol- 
^  besonderer  Werth  F(a,  d,  c,  .  .  .)  der  Function  F(x,  y,  jT,  .  .), 
beust  ein  Maximum  oder  Minimum,  je  nachdem  er  grösser  oder  klei- 
iKT  ab  seine  Nachbarn  ist.  Die  Aufgabe  ist  nun ,  das  System  der 
ipeciellen  Werthe  x  =  a,  y  =  b,  etc.  aufzufinden. 

Wenn  überhaupt  beliebige  unabhängige  Variabelen  o?,  y,  ir,  .  .  . 
Torhanden  sind,  so  darf  man  sich  dieselben  als  ebensoviel  wil^kuhr- 
iklie  Functionen  einer  neuen  unabhängigen  Variabelen  t  denken,  denn 
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man  übersieht  auf  der  Stelle,  dass  x,  y^  z  etc.  alle  möglichen  Wertlie 
erhalten  können,  wenn  man 

X  =  9(0,  y  =  ^(0,  B  =  i{t),  ... 

setzt  und  i  sowie  die  Natur  der  Functionen  ^^^  i>%  %  otc.  danacb 
wählt ;  so  würde  z.  6.  schon  die  einfache  Annahme  x  =:  at,  y  ^=^  ßt, 
5=  9^f,  .  .  .  wo  a,  j3,  y  völlig  willkührliche  Factoren  sind,  sa  dem 
genannten  Zwecke  hinreichen.  Durch  diese  Bemerkung  reducirt  sich 
die  Aufgabe,  JP(:r,  j^,  £r,  . .  .)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu 
machen,  auf  die  einfachere,  filr  eine  Function  von  nur  einer  unab- 
hängigen Yariabelen  die  grössten  und  kleinsten  Werthe  aufzuaucben. 
Soll  nun 

F(x,  y,g,...)  =  F[q>{t\  *(0,  z(0.  •  •  0 

oder  kurz  F  seinen  Maximal-  oder  Minimalwerth  erhalten,  so  mass 

dF  _ 

sein;  diese  Gleichung  wird  in  unserem  Falle,  wo  x,  |f,  j9,  .  .  als  ab- 
hängig von  t  erscheinen, 

dF     dx     ,     dF     dy     ^     dF     de     , 

^  dx      dt    ^   dy      dt    ^   de      dt    ^ 

Bei  der  gänzlichen  Willkührlichkeit  der  Functionen  9(0,  if{t)%  %{()% 
also  auch  ihrer  Differentialquotienten 

(wie  z.  B.  im  obigen  speciellen  Falle  der  Factoren  a,  ß,  y  ,  ,  )  kann 
aber  die  Gleichung  1)  nur  bestehen,  wenn  die  Coefficienten  der  un- 
bestimmten Grössen  für  sich  Null  sind,  wenn  also  die  Gleicbun geu 
stattfinden: 

2)  — -  =  0,       — -  =  0,       -^—  =0, 

dx  dy  de 

deren  Anzald  mit  der  Anzahl  der  unabhängigen  Yariabelen  über- 
einkommt, so  dass  es  also  immer  möglich  ist,  die  obigen  Gleich un- 
gen  nach  or,  y,  xr,  .  .  .  aufzulösen  und  so  die  Werthsysteme  x  -=  a^ 
y  =  &,  j?  =  c  etc.  zu  bestimmen.  Ist  dies  gesqhehen,  so  bedarf  es 
noch  einer  Discussion,  ob  das  gefundene  System  ein  Maximum  oder 
Minimum  von  F  bildet.    Diese  Entscheidung  wird  dadurch  herbeige- 

d^F 

fulirt,^da8S  man  den  zweiten  Differentialquotienten  entwickelt 
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und  naehBiebt,  ob  er  durch  Sabstittttion  der  f&r  jp,  y,  «r,  .  .  .  gefun- 
denen Werthe  positiv  oder  negativ  ausfallt.  Wir  wollen  diese  Unter- 
sachnng  unter  der  Voraussetzung,  dass  JP  eine  Function  von  nur  zwei 
imabhängigen  Yariabelen  z  und  y  ist,  näher  ausfuhren. 

Man  hat  zunächst  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  2) 

dt^  ""   g*«   \dt)  "*■      dx  dy    dt   dt   "^    dy^   \dtj  ' 

dx       dy 
öder  wenn  der  Quotient  -^-r-r-  :  -^r-  mit  q  bezeichnet  wird : 

at        ai 

Soll  dieser  zweite  Diffurentialquotient    zu  einer  Entscheidung 
fahren,  so  darf  er  nicht  verschwinden,  also  darf  nicht  zugleich 

d^F       ^  d^F         ^        d^F 

8  a:'  öx  öy  cy^ 

Bern;  ist  diese  Torbediugung  erfällt,  so  muss  der  ip  3)  verzeichnete 

dy 
Änsdruck,  worin  noch  die  unbestimmten  Grössen  q  und  -^  vorkom* 

meo,  immer  gleiches  Vorzeichen  behalten,  von  welchem  nachher  zu 

entscheiden  ist,  ob  -es  das  Plus-  oder  Minuszeichen  ist.     Das  Vor- 

d^F 
saehen  von     ■   ..  ■  hängt  nun  einzig  allein  von  dem  Ausdrucke 
dt* 

,,  d*F  ,  ,  „    d*F      ,   d^F 

'■'  .-8^  «*  +  2  ■378r«  +  'W 

&b,  welcher  unier  der  Form  aq^  -f~  ^ßo.  +  Y  enthalten  ist  Hätte 
ferner  die  quadratische  Gleichung  aq^  -{-  2ßq  -f-  y  =  0  eine  reelle 
Wnrael  q^ ,  so  würde  der  Ausdruck  «g'  +  ^/Jg  +  y  sein  Vorzei- 
chen wechseln,  wenn  man  q  das  Intervall  qi  —  d  his  qi  -{-  ä  durch- 
Wen  Hesse,  Wo  9  eine  beliebig  kleine  Grösse  bezeichnet.  Damit 
^  der  firagliche  Ausdruck  sein  Vorzeichen  nicht  wechsele,  ist  es 
Bothw^dig  und  hinreichend ,  dass  jene  quadratische  Gleichung  ima- 
gioäre  Wurzln  besitze,  folglich  /}*  —  ay  <^  0  sei.  Die  Bedingung 
fv  die  Unyeränderlichkeit  des  Vorzeichens  in  Nro.  5)  besteht  also 
m  der  Ungleichung 

^  \dxdyj  dx^  "    dy^   ^^' 

Be  vertritt  zugleich  die  in  Nro.  4)  angegebene  Determination ,  denn 
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wenn  sie  erfüllt  ist,  können  die  Gleichungen  4)  nicht  fifimmtlich  statt- 
finden.    Aus  der  Bedingung  6)  ersieht  man  ferner,  dass 

und 


8a;«  8y« 

(nach  Substitution  der  für  x  und  y  gefundenen  Werthe)  gleiche  Vor- 
zeichen  besitzen  müssen,  weil  ausserdem  die  Ungleichung  6)  die 
Summe  zweier  positiven  Grössen  als  negativ  angeben  würde.  Da 
ferner  nach  den  bisherigen  Bestimmungen  der  Ausdruck  in  5)  sein 
Vorzeichen  nicht  wechselt,  so  darf  man  auch  q  -=  0  setzen,  oluie 
einen  solchen  Wechsel  befurchten  zu  müssen,  und  man  ersieht  dnr- 

aus,  dass  jener  Ausdruck  dasselbe  Vorzeichen  besitzt  wie  ^    ^-  oder 

a«F 

^  g  ;  nunmehr  lautet  die  Entscheidung: 

dF  dF 

Die  aus  den  Gleichungen  -r —  =  0  und  -r —  =  0  abge- 

^       dx  dy  ^ 

leiteten  Werthe  von  x  und  y  müssen  zunächst  der 
Bedinguhg 

/  d^F  Y  __  8^     8VF 
Kdxdy)         8x«   *    8y»   ^ 

genügen  und  geben  das  Maximum  oder  Minimum  der 
Function  F(x^  y)^  je  nachdem  sie  die  Differeutial- 
quotienten 

8'F       j    d'^F 
8^  ""^"8?" 

gleichzeitig  negativ  oder  positiv  machen. 

Finden  die  Gleichungen  4)  zusammen  statt,  verschwindet  also 

d^F 

für  die  gefundenen  Werthe  von  x  und  y,  so  giebt  der  zweite 
di* 

Differentialquotient  keine  Entscheidung  mid  man  rnnss  sich  dann  an 
die  höheren  Differentialquotienten  wenden,  was  jedoch  umst&ndliche 
Bechnungen  erfordert  Ebenso  wird  die  Sache  etwas  verwickelt, 
wenn  es  sich  um  eine  Function  von  drei  oder  mehr  Variabelen  han- 
delt. Mnn  wird  in  allen  solchen  Fällen  besser  thun,  ans  der  Natur 
der  gestellten  speciellen  Aufgabe  zu  entscheiden,  ob  überhaupt  ein 
Maximum  oder  Minimum  stattfindet. 

1.    Als  erstes  Beispiel  diene  die  Aufgabe,  das  Minimum  der 
Quadratsumme 
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^(^.y)  =  (öi«  +  ^y— *i)*  +  (aix  +  h^y  —  hy  + 

zu  bestimmen,  wobei  alle  a,  h  und  Je  als  gegebene  Gonstanten  vor- 
aasgesetzi  werden.  Führen  wir  zur  Abkürzung  die  folgende  Dezeich- 
BQJig  ein 

«1  ^    +    flj&i    +   •  '  •  •   +    ClnK    —    Sab, 

^i         +0'        + +    ff«         =  S«a, 

^'         +h;        +.-..   +    «         =   S,ft, 

U.  8.  W. 


M>  erhalten  wir 


dF 

g^  =  2f,8aaX+SaöV-Sak), 
dF 


=  2(StaX+Stiy—Si,Mh 


8^_  d^F 

8«F 


=  2  Saa  t  -^--T  =  2  Sftft, 


Die  letzten  drei  Ausdrücke  genügen  den  Bedingungen  des  Mini- 
nuuDB;  leizterea  tritt  daher  ein,  sobald  die  Gleichungen 

SaaX  +    8aby=8ak, 

eriollt  nnd,  wozu  die  Werthe  gehören 

Sbb    .   Sai  —    Sab   •   Sbk 


X  = 


y  = 


Saa  •   Sft*    —  {Saby 
Saa  •   Sit    —   Sa6   •   S«! 


Saa  •  Sbb    —  (Saby 

Man  kann  diese  Aufgabe  dahin  verallgemeinem,   dass  man  eine 
bdiebige  Anzahl    von  Variabelen  x,  y^  jer,  etc.  voraussetzt  und  dos 

ICnirnnm  yoD 

F{x,  y,  e, ) 

4-  {anX-^-Ky-^-Cne  -\ *,)' 

reilaogt.     Man  findet  leicht,  dass  ^  die  hierzu  nothigen  Werthe  aus 
folgenden  Gleichungen  zu  bestimmen  siud: 
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Saail^  4-    SabP  +    8ac  ^  + =  Sa»» 

Sba^  -{-   Stbff  -^   Stc^    +••••=  «Sft»» 

StaX  +  Scby  +  8cce  +     •  •  •  =  Sc», 

deren  Anzahl  ebenso  gross  ist  als  die  Anzahl  der  Variabelen  Xy  y,  t 
etc.  Einer  besonderen  Untersuchung  darüber,  ob  die  gefundenen 
Werthe  von  x,  y,  e  etc.  das  Maximum  oder  Minimum  der  Function 
F  geben,  bedarf  es  übrigens  nicht ,  denn  es  ist  unmittelbar  einleuch- 
tend,  dass  eine  Summe  von  Quadraten  (d.  h.  von  positiven  Grössen) 
wohl  in^  Unendliche  wachsen  aber  nicht  beliebig  klein  werden  kann 
und  dass  sie  folglich  ein  Minimum  haben  muss  *). 


♦)  Die  obige  Aufgabe,  welche  die  Verallgemeinerung  des  zweiten  Bei- 
spiels in  §.  33  enthält,  ist  für  die  Praxis  von  besonderem  Werthe.  Hat 
man  nämlich  eine  Grösse  x  durch  directe  Messung  oder  Beobachtnn? 
zu  bestimmen  (wie  z.  B.  die  Entfernung  zweier  Punkte  durch  Mcssun«: 
mit  Kette  oder  Maassstäben),  so  nimmt  man  der  Sicherheit  wegen  dicfc 
Operation  mehrmals  vor,  aber  man  findet  dann,  zufolge  der  unvermeid- 
lichen Beobachtungsfehler,  bei  jeder  Messung  einen  etwas  anderen 
Werth,  und  es  mögen  Ä;, ,  ^2,  •  •  .  ib.  die  verschiedenen  Werthe  bezeich- 
nen, welche  bei  n  Beobachtungen  far  x  erhalten  wurden.  Unter  der 
Voraussetzung,  dass  alle  Messungen  mit  gleicher  Sorgfalt  angestellt 
mithin  von  gleichem  Gewichte  sind,  betrachtet  man  das  arithmetische 
Mittel  aus  ib^,  k^,  ...  kn  als  den  wahrscheinlichsten  Werth  von  x^  ohne 
sich  des  Grundes  dieser  Annahme  genauer  bewusst  zu  sein.  Dageprcn 
beweist  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  dass  der  wahrscheinlichste 
Werth  von  x  derjenige  ist,  bei  welchem  die  Summe  der  Fehlerquadrate 
ihr  Minimum  erreicht.  Nun  sind  x  —  ÄTj,  x  —  it^i  .  •  -  x  —  k»  die  be- 
gangenen Fehler,  und  nach  Beispiel  2)  in  §.  33  wird  die  Summe  der 
Quadrate  dieser  Fehler  ein  Minimum,  wenn  x  dem  arithmetischen  Mit- 
tel aus  A;},  ibs,  .  .  .  ib«  gleichkommt;  es  rechtfertigt  sich  also  jene  An- 
nahme. Das  genannte  Theorem  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ge- 
stattet aber  noch  eine  weitere  Anwendung.  Sind  nämlich  zwei  niciit 
direct  beobachtbare  Grössen  x  und  y  mit  beobachtbaren  Grössen  o, 
6,  k  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  ax-\-hyz=:k  verbunden,  »o 
erhält  man  durch  n  Beobachtungen  n  Gleichungen  folgender  Art 

Die  Anzahl  dieser  Gleichungen  beträgt  mehr  als  2  und  daher  würden 
sie,  als  vollkommen  genau  betrachtet,  einander  widersprechen.  Da^'f- 
gen  ist  zu  berücksichtigen,  dass  jene  Gleichungen  in  Folge  der  Boi>b- 
achtungsfehlcr  nur  angenähert  richtig  sind;  die  Grössen 

differircn  daher  von  der  Null  und  roprascntiren  die  Fehler.  Die  wahr- 
scheinlichsten Werthe  von  x  und  y  ergeben  sich  nun  wieder,  inthr.« 
man  die  Summe  der  Fehlerquadrate  zu  einem  Miniraum  macht,  und 
vormöge  dieser  Bedingung  erhält  «man,  wie  oban  gezeigt  wurde ,  imnur 
soviel  Gleichungen  als  Unbekannte  zu  bestimmen  sind. 
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2.    In  der  Ebene  eines' Dreiecks  ÄBG  (Fig.  38)  soll  der  Punkt 

Fig.  38.  ^jf^     Jj£  so  bestimmt  werden,  dass  die  Summe  'der 

,  ,.''''x' 7        Entfernungen  ^Jtf=u,  ^ilf=t?,  CM=w 

1-^ '7^    y'       •         ein  Minimum   werde.      Bezeichnen  wir  die 

\   "* /AxN.  Seiten  J9C,  CJ.,  AB  der  Reihe  nach  mit  o, 

\^!^^^_I^^'  ^'  ^  ^"^^  ^®  Gegenwinkel  mit  a,  /J,  y,  so 

\  /  haben  wir  als  Summe  der  genannten  Entfer- 

\    \        /  nungen  *    ^ 

\  \    /  8  =  I*  +  r  4-  w 

Cfv'  oder,  wenn  Z.  BAM  =  fl  gesetzt  wird, 

« =  tt  -f  Vc«  +  i*»  — 2cttcosÖ  +  Vft«  +  a2  —  2 6f« cos(a  —  (f) 

and  hierbei  sind  t«,  0  die  beiden  unabhängigen  Variabelen.     Es  er- 
giebt  sich  durch  Differentiation 

2s  __  -  j M  —  ccosd u  —  b cös (a  —  0) 


8*  ~           Vc^  +  u^-'2cucosd        Vb^  +  M«  —  25« cös («— ^) ' 
?£ Ctfgtnfl .    h u sin (a  —  (f) 

^'^  ~  Vc^  -f  w2  —  2cucosd  Vh^  + 1«»— 26wco5(a  —  (;) ' 

mithin  sind  die  Bedingungen  für  den  Eintritt  des  Maximums  oder 
Minimums 

CCO80  —  U     ,     5  COS (g  —  0)  —  U  


V  w 

csinO       h8in(a  —  Ö) 


=  0. 


V  w 

Geometrisch  bedeuten  dieselben  soviel  wie 

mBMA'  +  cos  CMA'  =  1,    sin  BMA'  —  sin  GMA'  =  0; 

va  der  zweiten  Gleichung   folgt  Z.  BMA'  =  ^  CMA\  nachher 
ans  der  ersten 

mBMA'  "  cos  CJfil'  =  }i    -^  -BJtf^'  =  ^  CJf^'  =  600, 

^  J53f  6  =  120». 

Za  einer  fthnlichen  Rechnung  würde  man  gelangen,  wenn  man 
BM  =  V  und  ^  CBM  =  ij  als  unabhängige  Variabele  wählte  und 
demgemäss  u  und  w  durch  v  und  17  ausdrückte;  das  Resultat  wäre 
^n  Z  CMA  =  i20<^.  Der  gesuchte  Punkt  M  liegt  demnach  so, 
^s  die  Winkel  AMB,  BMC,  CMA  gleich  sind;  er  ist  folglich  der 
IWchschnitt  Ton  Kreisbögen,  welche  über  den  Dreiecksseiten  als 
Sehnen  mit  dem  gemeinschaftlichen  Peripheriewinkel  von  120*^  be- 
Bchriehen  werden  können.  Eine  andere  Construction  von  M  bestellt 
^tfin,  dass  man  über  den  Dreiecksseiten  die  gleichseitigen  Dreiecke 
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ABC\  BCA\  CÄB'  mit  den  Spitzen  nach  Aussen  beschreibt  und 
Dachher  die  Geraden  ÄÄ',  BB\  CC  zieht;  letztere  schneiden  sich 
im  Punkte  Jf. 

Der  Natur  der  Sache  nach  kann  die  Summe  u  -{-  ^  4"  ^  ^ 
liebig  gross  gemacht  werden ,  wenn  man  den  Punkt  M  weit  genug 
von  den  Spitzen  des  Dreiecks  ABC  entfernt,  während  dagegen  s 
nicht  beliebig  klein  werden  kann.  Der  gefundene  Punkt  M  muss 
folgh'ch  dem  Minimum  von  s  entsprechen« 

Eine  völlig  gleiche  Behandlung  gestattet  die  allgemeinere  Auf- 
gabe, u*  4"  ^"  -|"  W'"  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen. 
In  dem  speciellen  Falle  n  =  2  findet  man,  dass  M  der  Schwerpunkt 
des  Dreieckes  ABC  und  w^  -f-  v^  -}"  ^^'  ^^^  Minimum  ist. 

3.  Es  soll  die  kürzeste  Entfernung  rweier  Geraden  ermittelt 
werden,  deren  Gleichungen  sind 

I      y  =:z  B-iX  -{-  hl  ^    B  =  C^x  -{'  Cf. 
Nehmen  wir  auf  der  ersten  Geraden  einen  Punkt  Xi  y^  Zi ,  auf 
aer  zweiten  einen  Punkt  x^  y^  Z2  einstweilen  beliebig  an,   so  ist  die 
Länge  der  verbindenden  Geraden 

8)  Vix,  ~a:0^  +  (yi  -y^y  +  {z,  -  iP,)^ 

diese  wird  ein  Maximum  oder  Minimum  je  nachdem  ihr  Quadrat 
seinen  kleinsten  oder  grossten  Werth  erreicht,  mithin  haben  wir  uns 
nur  mit  dem  Ausdrucke 

zu  beschäftigen,  welcher  vermöge  der  Gleichungen  7)  die  Form 
F{xi ,  x^)  =  (xi  —  x^Y  -h  {B,  Xi  —  5,  a^  +  bi  —  6,)* 

+  (CiflTi  — Ca:, +  C|— Cj)» 
annimmt  und  eine  Function  der  beiden  unabhängigen  Variabelen  Xi 

und  X2  darstellt.     Man  hat  nun 

dF 

—Q>i—\)Bi—{Ci—Ct)Ct 
=  2(1+B»+C«) 


j4r-       =  -  (1  +  5i  B2  +  C,  Ci)xi  -f  (1  +  B*+  C*)Xt 


dx* 
^'^     =-2(l  +  2?,B,+  C(i) 


8X1    dXq 
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Setzt  man  die  ersten  DifiereutialquotieDten  der  Null  gleich,  so 
erhält  man  zwei  Gleichungen  ersten  Grades  zur  Bestimmung  von  X\ 
and  Xi ;  die  so  bestimmten  Werthe  entsprechen  einem  Minimum,  weil 

i(l+B^B2  +  C,  C,y  -  (1  +  -B/+  C,^  (1  +  B^  +  CD  <  0 
und  ^— ^  sowie         .^    positiv  ist.     Aus  Xi  und  x^  erhält  man  mit- 

vXj  O  Xa 

telst  der  Gleichungen  der  Geraden  die  Werthe  von  ^i,  0i  und  j^^i  ^2) 
nach  Substitution  der  Werthe  von  Xi ,  x^ «  3^i «  !^3  *  ^i  und  jer«  giebt ' 
oon  der  unter  Nro.  8)  verzeichnete  Ausdruck  die  kürzest«  Entfer- 
Doog  der  beiden  Geraden.  Uebrigens  liegt  es  hier  in  der  Natur  der 
Aufgabe,  dass  nur  ein  Minimum  stattfindet,  und  man  hätte  Bicfa 
daher  die  Enlwickelung  der  zweiten  Differentialquotienten  von  F 
nebst  den  angeknüpften  Bemerkungen  ersparen  können. 


§.35. 

Kaxlma  und  Minima  mit  Kebenbedingungen. 

• 
Die  Werthe ,  durch  welche  eine  gegebene  Function  mehrerer 
Variabelen  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  werden  soll,  sind 
häufig  noch  an  eine  oder  mehrere  Bedingungen  gehunden,  welche  in 
Gleichungen  ausgedruckt  werden.  Sucht  man  z.  B.  die  kürzeste  Ent- 
fornang  eines  Punktes  aßy  yon  einer  Ebene,  deren  Gleichung 

Äx  i-  By  +  Ca  +  D  =  0 
lein  möge,  so  ist  der  Ausdruck 

welcher  den  Abstand  der  Punkte  aßy  und  xyg  angiebt-,  zu  einem 
Minimum  zu  machen ,  jedoch  mit  der  hesonderen  Rücksicht,  .dass  die 
Werthe  von  ^,  y  nnd  B  der  Gleichung  der  Ebene  genügen  müssen. 
D.:8  natürlichste  Verfahren  wäre  nun  die  Herausschaffung  der  abhän« 
gigen  Variabelen;  ist  z.  B.  nur  eine  Bedingungsgleichung  <p(Xf  y^  z) 
=  0  gegeben ,  so  kann  man  sie  nach  z  auflösen  und  den  so  gefun- 
denen Werth  von  Z  in  die  Function  F(x^  y^  a)^  deren  Maximum 
oder  Minimum  gesucht  wird ,'  substiti;iiren ;  .an  die  Stelle  einer  Func- 
tion von  drei  Variabelen  tritt  nunmehr  eine  Function  zweier  unab- 
liingiger  Variabelen,  upd  für  djese  gelten  die  Regeln  des  vorigen 
Paragraphen.  Sind  zwischen  drei  Variabelen  zwei  Bedingungsglei- 
changen  (p  (x^  y,  5)  =  0  und  ^  (x,  jf ,  jt)  =  0  gegeben»  so  kann  man 
nittelst  derselben  y  uiid  z  durch  x  ausdrücken  und  wenn  man  diese 

SehlftmiUb«  Ab«1/b1i.  L  XI 
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Werthe  Bubstituirt,  so  enthält  jetzt  die  Function  F{x^  y^  d)  nur  noch 
eine  unabhängige  Yariabele.  Diese  Eliminationen  sind  aber  nicht 
selten  sehr  umständlich  oder  unmöglich  und  man  muss  in  solchen 
Fällen  einen  anderen  Weg  einschlagen,  welcher  darin  besteht,  dass 
man  nicht  die  abhängigen  Variabelen  selbst  aus  den  Bedingangs- 
gleichungen,  sondern  die  Differentialquotienten  der  abhängigen  Varia- 
belen aus  den  Differentialgleichungen  der  gegebenen  Bedingungen 
eliminirt.     Die  Ausführung  dieses  Gedankens  ist  folgende. 

Wenn  F{x^  y)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  gemacht  und 
dabei  die  Bedingung  9(0:,  y)  =  0  erfüllt  sein  soll,  so  ist  nur  eine 

dF 

unabhängige  Yariabele  x  vorhanden  und  es  muss  daher  -^ —  =  0 

dx 

sein ;  dies  giebt  in  unserem  Falle,  wo  F  ausser  x  noch  die  abhängige 

Yariabele  y  enthält, 

dF        dF     dy 

ox         dy      dx 

Differenzirt  man  auch  die  Bedingnngsgleichung  in  Beziehung  auf  x 
als  unabhängige  Yariabele,  so  ist 

8»   "^   8y   '  dx  ~"' 
die  Elimination  von  •-= —  aus  beiden  Differentialgleichungen  giebt 

8a?   '  8y  8y   "  8a?  ~     ' 

und  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  9>  (a? ,  y)  =  0 
yerbindet,  so  hat  man  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten 
X  und  y . 

Bei  drei  Yariabelen  x^  y,  g  und  zwei  Bedingungsgleichongen. 
also  wenn  das  Maximum  oder  Minimum  von  F{x,  y,  s)  gesucht  wird, 
während  zugleich 

ip(x,  y,  e)  =  0  und  *(a?,  y,  0)  z=  0 

sein  soll,  ist  nur  eine  unabhängige  Yariabele  x  vorhanden,  von  wel- 

dF 
eher  y  und  0  abhängen.     Die  Gleichung  -- —  =  0  lautet  <l<^nn 

dx 

9F_         diF_     dp^   ,     dF_     i» 
dx    "^    dy       dx   "^    dg    '  dx  ~ 

vnd  die  Differentialgleichungesi  der  Bedingungen  sind: 
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dq>     .      dq>       dy     .      dq>       dg         ^ 


dx  8y       dx  de       dx 

dif     ,3*       dy     .     9*       dg         . 


8«  8y       djc  8iBr       dx 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  lassen  sich  -—--  and  -r —   elimini- 

dx  dx 

Ttü,  es  bleibt  dann  eine  Gleichung  übrig,  welche  in  Verbindung  mit 
den  beiden  Bedingungen  q>(Xj  y,  5)  =  0  und  ^(o;,  y^  z)  =  0  zur 
Bestimmung  von  x,  y,  $  hinreicht. 

Sind  drei  Yariabele  vorhanden  mit  nur  einer  Bedingungsglei- 
ciumg,  80  kann  man  x  und  y  als  unabhängige  Yariabele,  b  als  abhän- 
gige Veränderliche  ansehen;  es  muss  dann  sein 

dF        ^  dF        ^ 


dx  '  dy 

oder  wenn  man  beachtet,  dass  in  JP  auch  g  als  Function  von  x  und  y 

vorkommt, 

dF    .     dF       dg 


dx  dg        dx 


=  0, 


dF     ,     dF       dg 


9y  9if       8y 

Andererseits  ist  durch  partielle  Differentiation  der  Gleichung 

8«  8jef        9aj  ' 

8©     ,     8qp        8jflf 


8y      •     dg        dy 

durch  £liminatioD  ^von  -^ —  aus  der  ersten  und  dritten,  so  wie  von 

öx 

y  tos  der  zweiten  und  vierten  Gleichung  folgt 

dF       89  dF       8g)    _ 

—  u. 


dx        dg  dg        dx 

dF       8y  dF       dtp    _ 

dy    '   dg  dg    '    dy    ~    ' 

velehe  Gleichungen,  verbunden  mit  9(0?,  y,  jer)  =  0,  die  ünbekann- 
^  X,  y,  jT  bestimmen.  —  Dieses  Verfahren  bleibt  immer  anwendbar, 
*eil  es  stets  nur  Eliminationen  aus  Gleichungen  des  ersten  Grades 
fordert    Wir  geben  einige  Beispiele  dazu. 

11* 
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1.  Aus  den  vier  Seiten  a,  /),  y,  8  soll  das  Viereck  von  grösst- 
möglichem  Inhalte  constmii-t  werden.  Nennen  wir  x  den  von  a  und 
/S,  y  den  von  y  und  8  eingeschlossenen  Winkel,  so  ist  die  Fläcln» 
des  Vierecks 

\  aß  sinx  -\-  l  yS  »iny 

und  wenn  diese,  also  auch  das  Doppelte  von  ihr,  ein  Maximum  wer- 
den BoU,  so  ist 

F  =  aß  sinx  -^  y8  siny 

zu  setzen.  Berechnet  man  ferner  die  Diagonale,  welche  den  Win- 
keln X  und  y  gegenüberliegt,  so  hat  man 

«2  +  ß^  —  2a/S  C08X  =  ya  4-  d«  —  2yi  co$y\ 

mithin  als  Bedingungsgleichung 

9  =  a«  -f  /S>  —  y2  —  j«  —  2  a  /5  cosa;  +  2  y  *  C05  y  =  ü. 

Die  Differentialgleichungen  werden  nun 

-^  =  aß  C08X  +  yS  cosy  •  -^. 

d(p  ^  »  dft 

—1-  =  2aß  sinx  —  2yo  siny  •  -j^  =0. 

dx  dx 

Setzt  man  —z —  =  0  und  eliminirt  —-^.  so  folgt: 
dx  dx  ^ 

2aßy8  (cosx  siny  -|-  sinx  cosy)  =  0, 

d.  h.  sin(x  +  y)  =  0,  a?  4-  y  =  0«  oder  =  180«,  360»  u.  s,  w. 
Da  aber  x  und  y  Winkel  eines  Vierecks  sind,  so  kann  nur  x  •]-  y 
=  180*^  oder  y  =  180®  —  a:  sein. 

Hieraus  folgt  weiter  —r^  =  —  1,  mithin 

dx 

-- —  =  aß  cosx  —  yo  cosy^ 

'^  =  -aßstnx  +  y8stny^ 

=  —  (aß  sinx  -{-  y8  siny), 

find  da  dieser  Ausdruck  jedenfalls  negativ  bleibt  (wegen  x  <Z  180^ 
und  y  <I  180^),  so  entspricht  die  Bedingung  x  -{-  y  z=z  180^  einem 
Maximum.  Zugleich  ergiebt  sich,  dass  das  geflachte  Vioraek  eia 
Sehnenviereck  ist. 
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2.  Um  auch  die  im  Eingänge  erwähnte  Aufgabe  zu  lösen, 
uehmeo  wir 

(p  =  Äx  +  By  +  Cz  +  D  =  0, 

und  es  sind  dann  zwei  unabhängige  Variabele  x  und  y  vorhanden, 
Tihrend  z  eine  Function  von  x  und  y  ist.  .  Setzt  man  die  beiden 
partiellen  Differeniialquotienten   von  F  der  Null  gleich,  so  hat  man 

zoDächst 

Ferner  ergiebt   sich   durch   partielle  Differentiation   der  Gleichung 

9  =  0: 

and  dorch  Elimination  der  partiellen  Differentialquotienten : 

Biz-'Y)  ~  C(y-/J)  =  0. 

Verbindet  man  diese  zwei  Gleichungen  mit  der  dritten  Äx  -f-  By 
■\-  Ce-\-  D  =  Of  so  findet  man  der  Reihe  nach  Zf  y  und  x^  nämlich 

Ä  =  a  —  AK,    y  =z  ß  —  BK,    z  —  y  -^  CK, 

wobei  zur  Abkürzung 

ijg  -\'  Bß  -^  Gy  -Y  J> 

gesetzt  worden  ist.  Dass  diese  Werthe  nur  einem  Minimum  von 
Fentsprechen  können,  folgt  ans  der  geometrischen  Bedeutung  unserer 
Aufgabe  von  selbst;  auch  sind  die  Werthe  für  x,  y,  z  identisch  mit 
den  aas  der  analytischen  Geometrie  bekannten  Coordinaten  des  Fuss- 
Punktes  der  vom  Punkte  aßy  auf  die  Ebene  Ax  -\-  By  ^  Cz  ^J> 
=  0  herabgelassenen  SiBukrechten. 

3.  Um  kurz  sein  zu  können,  wollen  wir  im  Folgenden  unter 
Stellung  einer  Ebene  die  drei  Winkel  verstehen,  welche  eine 
auf  der  Ebene  errichtete  Senkrechte  mit  drei  rechtwinkligen  Coordi- 
natcnachsen  bildet  Ist  nun  s  die  Fläche  eines  ebenen  Polygones, 
welches  die  Stellung  aßy  besitzt,  so  sind  die  drei  Projectionen  von 
Sftaf  die  Coordinatenebenen  xy,  xz,.yz  der  Reihe  nach 

c  =  8  .  eosy,  h  =  B  .  cosß,  a  z:=  s  .  cos«. 
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Dabei  werden  die  Projectionen  a,  5,'  c,  ebenso  wie  die  Projectionen 
einer  begrenzten  Geraden,  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  je 
nachdem  die  Winkel  cc^  ß,  y  spitz  oder  stumpf  sind.  Deidien  wir 
uns  eine  vierte  Ebene,  welche  mit  der  Ebene  von  8  den  Winkel  ^ 
bildet,  so  ist  die  Projection  von  8  auf  die  neue  Ebene 

p  =  8  .  cosd" 

oder  wenn  ut;«^  die  Stellung  der  vierten  Ebene  bezeichnet: 

p  =  8(€08a  cosu  -j-  cosß  cosv  4-  cösy  casw) 
d.  i. 

p  =  acosu  -f  hcosv  {-  ecosw. 

Diese  Formel  giebt  also  die  Projection  p  von  s  auf  eine  belie- 
bige Ebene,  wenn  man  erst  die  Projectionen  von  s  auf  die  Coordi- 
natenebenen  und  die  Stellung  der  neuen  Ebene  kennt.  Für  mehrere 
beliebig  liegende  Figuren  Si,  Ss  etc.  hat  man  entsprechend 

P=  Acosu  4-  Bcosv  +  Gcosw^ 

wo  P  die  Projectionssumme  Pi  '\'  p^  •\-  etc.  bedeutet ,  und  ebenso 
Ät  B,  C  die  Summen  der  auf  den  Coordinatenebenen  constniirten 
Projectionen  sind.  Wir  suchen  nun  die  Ebene,  für  welche  P  sein 
Maximum  erreicht.  Dann  sind  wegen  der  immer  stattfindenden  Be- 
dingung 

cos^u  +  cos't;  -f-  cos^iff  —1=0 

zwei  unabhängige  Yariabele  u  und  v  vorhanden,  während  w  eine 
Function  von  u  und  v  ist.  Durch  partielle  Differentiation  von  I^ 
hat  man,  die  Differentialquotienten  gleich  Null  gesetzt, 

Astnu  +  Cstnw  -tt —  =  0, 

du 

Bsinv  +  Csinw  -^ —  =  0. 

öv 

Die  partiellen  Differentialquotienten  der  Bedingungsgleichung  sind 

cosu  sinu  -4-  cosw  sinw  -^ —  =  0, 

du 

cosv  sivnv  +  cosw  sinw  -^ —  =  0. 

Durch  Elimination  der  partiellen  Differentialquotienten  von  to 
ergeben  sich  hieraus  die  Gleichungen 

Acosvf  =  Ccosu^  Bcosw  =  Ocosv^ 
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welcbe  in  Verbindung  mit  der  Bedingungsgleichung  zur  Beetimmung 
von  u^  v^  io  fuhren;  man  erhält  nämlich 

C08U    cosv    cosw    ___  ^ 1 

A      ~     B     ~      C      ~  V-4»  +  -B*+  C' 

und  hierdurch  erfahrt  man  die  Stellung  derjenigen  Ebene,  für  wel- 
che die  Summe  der  Projectionen  von  allen  Polygonen  ihren  grössten 
Werth  erreicht. 

Projicirt  man  8\ ,  62  etc.  auf  eine  Ebene ,  welche  senkrecht  zur 
Ebene  der  g\  össten  Projectionssumme  steht,  so  erhält  man  eine  Pro- 
jectionssumme  gleich  Null,  wie  aus  den  Formeln  für  u^  v^  w  leicht 
zu  ersehen  is^ 


Gap.  VL 
Die   Convergenz  und  Divergenz   unendlicher  Reihen. 

§.  36. 

Grundbegriffe  von  endliohen  und  unendlichen  Beifaen« 

Bezeichnet  (p(m)  eine  bekannte  Function  der  willkührlicheD 
ganzen  positiven  Zahl  m,  so  bilden  die  einzelnen  Functionswerthe 

9)(0),     9(1),     <)p(2),...  9(n-l) 
eine  sogenannte  endliche  Reihe,  welche  im  vorliegenden  Falle  aus 
n  Gliedern  (Termen)  besteht;  ihre  Summe  ist  selbstverständlich  eine 
gewisse  Function  von  n  und  mag  mit  Sn  bezeichnet  werden.    Lassen 
wir  in  der  Gleichung 

Sn  =  9(0)  +  9(1)  +  9(2)  4-  •  •  •  +  9(»»-  1) 
n  unendlich  wachsen,  so  wird  die  endliche  Reihe  zu  einer  anend- 
lichen und  gleichzeitig  entsteht  die  Frage  nach  dem  Grenz werthe, 
welchem  sich  5»  fiir  unendlich  wachsende  n  nähert.  Dabei  sind  nur 
zwei  Fälle  möglich;  entweder  ist  Lim  Sn  eine  bestimmte'  endliche 
Grösse  S  oder  es  ist  keine  solche  Grösse.  Im  ei'sten  Falle  heisst 
die  Reihe  ^(O)  +  g)(l)  -f-  qp(2)  -f"  ^^^*  convergent  und  S  ihre 
Summe,  im  zweiten  Falle  bezeichnet  man  die  Reihe  als  divergent 
und  sie  hat  dann  keine  Summe. 

Di^e  Methode  zur  Summirung  unendlicher  Reihen  wollen  wir 
durch  zwei  Beispiele  erläutern,  welche  nachher  von  Nutzen  sein 
worden. 

a.  Zuiolge  der  bekannten  Summenformel  fär  die  geometrische 
Progression  gilt,  wenn  fp  (m)  r=  /3**  gesetzt  wird,  die  Gleichung 
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1^=1  +^  +  p»-f  ....  +  /3-  -I; 

ist  nun  ß  ein  positiver  oder  negativer  achter  Bruch,  so  wird  Limß* 
=  0»),  mithin 

1)  Y~ß  ^  ^  +-  ß  +  ß^  +  ß'  + 

—  1  </s<  +  1. 

Für  ß  =  +  1  ist  S;  =  n,  folglich  Lim  SL  =  (»;  rilr/5>  +  l 
wird  am  so  mehr  lAm  Sn=  co;  für  ß  =z  —  1  ist  S«  =  0  oder 
=  -\-  1,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist;  für  ß  <Z  —  1 
wachsen  die  Werthe  von  Ss,  in's  unendliche  und  wechseln  fortwäh- 
rend ihre  Zeichen.  Demnach  ist  Lim  Sn  nur  unter  der  Bedingung 
—  1  <  /J  ^  +  1  eine  bestimmte  endliche  Grösse ,  d.  h.  die  Reihe 
1  -f  /}  4"  /J*  +  •  •  •  convergirt  fÄr  acht  gebrochene  ß  und  di ver- 
gilt in  jedem  anderen  Falle. 

b.   Ans  der  leicht  beweisbaren  Identischen  Gleichung 
ß(ß+l)(ß  +  2)...(ß  +  m^l)       ß(ß+l)(ß  +  2)...(ß  +  m) 
a(«+l)(a-f  2)...(a  +  fw— 1)        a(a  +  l)(a  +  2)...(a  +  w) 

a      '  (a  4-  i)(a  -f  2)(a  +  3)  . ..  (a  +  w) 
folgt,  indem  man  iff  =  l,2,3,...n  —  1  setzt  und  Alles  addirt, 

a         «(«-f  l)(«  +  2)  .  .  .  (a+n— 1) 

^'zß\J_i_ßSß+J)       .        ,     /?(ff  +  l)...(/?  +  n~-2)  1 
a    la-\-l^(a+l)(a+2)^      "f"  (a4.i)(a+2)...(«  +  »— 1)J' 

wobei  die  eingeklammerte  Reihe  aus  n  —  1  Gliedern  besteht     Bei 
UAeodlich  wachsenden  n  kommt  es  linker  Hand  auf  den  Grenzwerth 

VöD 

ß(ß+l)(ß  +  2)...(ß  +  n^l) 
a  (a  +  1)  (a  +  2)  .  .  .  (a  +  n  —  1) 


•)   Ein  positives  acht  gebrochenes  ß  kann  unter  der  Form       , 

^eatcUt  werden,  wo  a  irgend  eine  positive  Grösse  bezeichnet;  wegen 
|1  -f  «)■  >  1  -}-  n«  ist  dann 

Q  ^  6»  —  ^        * 

^  '^   ""  (1  +  «)«^  1  +  n«' 

v'TaoB  die  obige  Behauptung  sogleich  folgt.     Bei  negativen  ß  können 

Kch  jj*  und  ( —  /?)•  höchstens  im  Vorzeichen  unterscheiden,  im  Uebrigcn 

Ueibt  die  Schlussweise  dieselbe. 
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an,  und  da  man  augenblicklich  übersieht,  dass  für  a  =  ß  der  Tor- 
liegende  Bruch  constant  =  1  bleibt,  so  sind  noch  die  Fälle  et  }>  j) 
und  a  <[  /S  zu  untersuchen. 

Nun  ist  für  ganze  positive  h  und  A;,  sowie  für  ein  beliebiges 
positiyee  x 

(l+^y>l+rt,      (l+xy>l  +kx 

mithin,  wenn  man  in  der  zweiten  Ungleichung  die  Ä;te  Wurzel  tiebt 
und  die  reciproken  Werthe  nimmt 


(^) 


< ^    -< \rfhi)  5 


l  +  a? 


a  —  6 
hieraus  folgt  für  a;  =  ^  .       ,  wobei  a  —  &  und  i)  4-  m  aU  posi- 

tiy  angenommen  werden, 

/        /3+tn        y       /i  +  m        /  ji  +  m  ^ 

Wählt  man  die  Zahlen  1%  und  X;  so,  dass  gleichzeitig 

«  — P 

SO  kann  man  die  vorige  Ungleichung  verstärken,  indem  man  statt 

a  — ö  ... 

des  acht  gebrochenen  — =--^  die  Einheit,  und  für  das  die  Einheit 

übersteigende  A;  (a  —  /3)  gleichfalls  die  Einheit  setzte   In  der  nunmeh- 
rigen Ungleichung 

(.1  +_»•  _V  <r  <^  +  *"  <r  f-LtüL-V 

nehmen  ¥rir  m  =  0,  1,2,. ..n  —  1   und  multipliciren  alle  ent- 
stehenden Ungleichungen;  dies  giebt 

/    ^    \* ^.  ß(ß  +  l)(ß  +  2)...(ß+n--l)        f    ß    Y 
\ß  +  nj  ^a(a  +  l)(a  +  2)...(a  +  n^l)^\ß  +  nj    " 

Bei  unendlich  wachsenden  n  ändern  sich  h  und  k  nicht,  dagegen 
wird  Lim  ^  ^-  =  0,  mithin 

'  a(a  +  1)  (a  +  2)  . .  .  (a  +  n  —  1) 
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wobei  «ber  die  Bedingung  a  >>  /3  festzuhalten   iat.     Aus  Nro.  1) 
erhalt  man  nun  die  Reihensummirung 

.-/»       «-I-1  ■^(a+l)(a  +  2)'^(a  +  l)(«  +  2)(«  +  3)'^ 
oder  auch,  wenn  man  beiderseits  die  Einheit  hinzufügt, 

(_«  _1  ,      ß      .       ß(ß  +  ^)       ,        ß(ß+l)(ß+2) 
3)p;^"-^'^«+l"^(a+l)(a+2)^(a+l)(«+2)(a+3)"^" 

(  a>/5  >  0. 

Der  zweite  Fall  a  <Z  ß  kann  'sehr  leicht  auf  den  ersten  zurück- 
geführt werden,  indem  man 

/>tf  +  i)...(/?4-«-i)^ l 

«(c-f-l)  ,  .  .  (a  +  n— 1)        «(«+!)  .  .  .  («  +  «  —  !) 

ß(ß  +  l)...(ß+n-l) 
sali]  rechter  Hand  n&hert  sich  der  im  Nenner  stehende  Bruch  der 
Grenze  Null,  der  Bruch  linker  Hand  wacht  also  in*s  Unendliche  und 
(iaher  ergiebt  sich  aus  Nro.  1) 

i)^-      ß        ,         />(/>  +  !)         .         ß(ß  +  l)(ß  +  2) 
^  a+1  "^  («  +  l)(a  +  2)  "^  (a+l)(«  +  2)(a  +  3)"^"* 

/J>  a>0. 
Im  letzten  Falle  ß  =  a  wird  die  betrachtete  Reihe  zur  folgenden 


a  a  €L 


a  +  1        a  +  2    '    «4-3 

Qod  ihre  Summe  erscheint,  aus  Nro.  1)  abgeleitet ,  unter  der  Form 

0       . 

-r;  wir  bestimmen  sie  daher  auf  einem  anderen  Wege.  Die  bekann- 
ten Ungleichungen  (s.  §.  8,  Nro.  4  und  5) 

ji-j<l(a-f  1)-Za, 

J_>I(«+l)-la 
a 

oehen  wir  Torerst  in  die  folgenden  zusammen 

l{z+\)  -  lir  <  4-  <  »i^  -  ^(^-1% 

NiMk  dann  «  =  a-|-  \,  a  ■\-  2,  . .  .  a  •{-  n  and  addiren  Alles; 

&  pebt 

5)  Z(o  4.  n  +  1)  — ?(««}- 1) 

^  a  +  l  ^  a  +  2  ^  a  +  3  ^  ^a  +  n^ 

Z(a  +  n)-Ia. 
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UierAUS  gebt  augenblicklich  hervor,  dass  die  Summe  der  zui- 
Bchenliegenden  Reihe  gleichzeitig  mit  n  in's  Unendliche  wächst. 
Die  Reihe 

6^  1  4.  -L-  4.        gO«+0      '    .    _M±iM±i)_4. 
'      "^a+1  "^(a  +  l)(a  +  2)'^(o  +  l)(«  +  2)(a  +  3)'^*' 

convergirt  daher  für  «]>/?>•  0  und  divergirt  in  jedem  anderen 
Falle,  wobei  a  und  ß  immer  als  positiv  vorausgesetzt  werden. 

Wie  man  sieht,  ist  die  Convergen?s  oder  Divergenz  einer  an  end- 
lichen Reihe  leicht  zu  entscheiden,  sobald  man  die  Summe  ihrer  fi 
ersten  Glieder  finden  kann;  dies  gelingt  aber  nur  selten,  und  man 
muss  sich  daher  nach  anderen  Kennzeichen  der  Convergens  oder  Di- 
vergenz umsehen.  Setzen  wir  zunächst  alle  Reihenglieder  als  positiv 
voraus  und  bezeichnen  wir  sie  einfuch  mit  t/ot  tij ,  fi^  etc.,  so  leuchtet 
augenblicklich  ein,  dass  dieselben  fortwährend  und  in's  Unendliche 
abnehmen  müssen,  d.  h.  dass  Lim  ttn  =  0  werden  muss  (fUr  n  =  oc), 
wenn  die  Reihe  convergiren  soll;  denn  betrüge  jeder  Term  mehr  als 
irgend  eine  Zahl  £,  so  würde  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 
mehr  als  c  -^  £  +  *  *  *  in  inf.  ausmachen,  d.  h.  unendlich  gross  sein. 
Dieses  Criterium  reicht  aber  nicht  aus,  wie  man  schon  an  der  Reihe 

1 1-  —-  4-  •  •  •  -| sehen  kann,    welche  (nach  Nro.  5) 

divergirt,  obschon  ihre  Glieder  in's  Unendliche  abnehmen.  Die  S.iche 
bedarf  daher  einer  genaueren  Untersuchung,  welche  im  Allgemeinen 
Auf  dem  Principe  beruht,  eine  gegebene  Reihe  mit  einer  anderen  zu 
vergleichen,  deren  Convergenz  oder  Divergenz  bereits  festgestellt  uX 


§.37. 
Beihen  mit  positiven  Gliedern« 


1.   Die  gegebene  Reihe  sei 


11^  ,  1 
und  zugleich  werde  vorausgesetzt,  dass  der  Quotient bei  uo- 

endlich  wachsenden  n  sich  einer  bestimmten  Grenze  X  nähere;  diese 
ist  jedenfalls  positiv,  kann  aber  <;  1 ,  =  1  oder  >►  1  sein. 

Wenn  k  weniger  als  die  Einheit  beträgt,  so  muss  der  Quotient 

^^^^±1  von  einer  gewissen  Stelle  n  =  Jk  an  kleiner  als  ein  zwischen 

X  und  1    eingeschalteter  ächter  Bruch  ß  bleiben,  denn    wenn  dirs 
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flicht  der  Fall  wäre,  so  könnte  sich     "        nicht  einer  Grenze  nahern, 

velche  vorausgesetztermaassen  unter  ß  liegt.  Man  hat  dann  von 
«  =  A  an 

—— <P.       'Z^<P'       Z <P'  — 

ond  erhält  daraus  sehr  leicht 

und  durch  Addition 

«*   +   «1  +  1   +   *'*  +  2   +   «4  +  3   4"   •  *  •  • 
<  11,(1    +/5    +   /!J2^^8   4.....). 

Die  Summen,  welche  entstehen,  wenn  man  immer  mehr  Glieder 
der  Reihe  Utt  t«,  ^  i ,  tti  4. 3  etc.  vereinigt,  wachsen  fortwährend ,  sie 
bleiben  aher,  wie  die  vorige  Ungleichung  zeigt,  kleiner  als 

nnd  da  dieser  Ausdruck  einen  endlichen  Werth  hat,  so  muss  die  Summe 
der  unendlichen  Reihe  u^  -4~  ^a  +  i  -j"  ^1  +  2  4*  ^c*  ^^®  endliche  Grösse 
sein.  Durch  llinzufugung der  endlichen  Summe  110  4*  ^1  4~  **'  4*  ^it-i 
erhalt  man  wieder  eine  endliche  Grösse,  d.  h.  die  Reihe  «o  4"  *^i  "h  '  *  * 
in  iuf.  oonvergirt 

Wenn  zweitens  A 0>  1  ist,  so  denke  man  sich  zwischen  1  und  X 
den  anächten   Bruch  y  eingeschaltet  und  nehme  n  so  gross,   dass 

-^  >  y  bleibt,  was  von  einer  gewissen  Stelle  n  =  Ä  an  der  Fall 

sein  muss,   weil  sich  ausserdem  — —  nicht  einer  über  y  liegenden 

Grenze  nähern  könnte.  Man  erhält  durch  ähnliche  Schlüsse  wie 
Torhin 

«A   4-   Wi  +  i    4-   «1  +  2   +   ^k-\-S   +   •  •  • 

><**(i  +  y  +  y*  +  y»  4- ); 

die  rechter  Hand  stehende  Reihe  divergirt  wegen  y  >  1,  mithin  ist 
die  Summe  der  Reihe  links  unendlich  gross ;  dasselbe  gilt  dann  von 
der  Summe  «0  4*  ^1  4*  ^  ~l~  ^^^'  Nach  diesen  Erörterungen  haben 
vir  den  Satx: 

Die  unendliche  Reihe  %  4"  ^i  4~  ^  4"  etc.  convergirt 

Um  X  1 

oder   divergirt,  je  nachdem  der  Grenzwerth  von  — ^- 
weniger  oder  mehr  als  die  Einheit  beträgt. 
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Als  Beispiel  diene  die  Reihe 

^  1    "^2     3     "^2.46     "^2.4.67     "^  *' 

hier  iBt  «o  =  0,  Ui  =  —  u.  8.  w. 

Un  2n(2n+l)  i  4.  J- 

mithin  convergirt  die  Reihe  fär  o?  <*  1  nnd  divergirt  für  «  ]>  1. 
Ebenso  leicht  ergiebt  sich,  dass  die  Reihe 

^)  IP    ^  2J»  ~   31»  ~   4P    '  • 

far  05  <C  1  convergirt  und  für  05  >  1  divergirt 

Wendet  man  überhaupt  das  obige  Theorem  auf  eine  sogenannte 
Potenzenreihe  an,  n&mlich 

Oo  +  «I«  +  flf«*  +  «t  05^  + , 

worin  x  und  alle  a  als  positiv  vorausgesetzt  werden,  so  findet  man 
leicht,  dass  dieselbe  convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem  x  weniger 

oder  mehr  als  lAm beträgt 

Das  soeben  bewiesene  Criterium  verliert  seine  Anwendbarkeit 
in  dem  Falle  A  =  1 ,  weil  die  Herleitung  desselben  auf  der  Toraus- 
setzung  beruht,  dass  zwischen  1  und  X  eine  Zahl  eingeschaltet  wer- 
den könne ;  der  genannte  Ausnahmefall  bedarf  daher  einer  weiteren 
Untersuchung. 


IL    Wenn  das  Product 


i^-"^) 


bei  unendlich  wachsenden  n  sich  einer  bestimmten  endlichen  Grenze 
fi  nähert,  so  kann  letztere  (wegen  «n^i  <^  u^)  nur  eine  positive 
Grosse  sein,  rücksichtlich  .deren  wir  die  drei  Fälle  f*  ^  1 ,  fi  =  1 
und  f»  <^  1  unterscheiden. 

Im  Falle  f(  I>  I  denken  wir  uns  zwischen  fk  und  1  den  un- 
ächten  Bruch  y  eingeschaltet  und  n  so  gross  genommen,  daas  das 
oben  erwähnte  Product  grosser  als  y  bleibt,  was  jedenfalls  einmal 
geschehen  wird.  Von  einer  bestimmten  Stelle  n  =  ik  an  haben  wir 
dann 
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IL  8.  W. 

and  erhalten  hieraoB 


*  — y  ^A;  +  i  — y       _  (*— y)(*— y  +  1) 


k(k+  1) 


Ut 


«H»<     jfc  +  a    •**+»  < Ä(/fe  +  i)(ik  +  2) "*•" 

mithin  darch  Addition 

«1  +  «**+i  +  w*+,  +  ttA+s  +-     •  •  • 

+  1) 


■^  jfc(]fe-)_l)(;t  +  2)  "^ 

Die  rechts  stehende  Reihe  ist  ein  specieller  Fall  der  Reihe 
Nro.  3)  in  §.  36  und  zwar  a  =  k  —  1,^  =  äj  —  y,  wohei  immer 
i  >  y  ^  1  gewählt  werden  kann;  auch  convergirt  unsere  Reihe, 
weil  y  ^  1,  mithin  a  ^  /)  ist  Daraus  folgt  die  Convergenz.der 
Reihe  linker  Hand,  sowie  die  Convergenz  der  Reihe  Uq  +  Ui -^u^ -\-  etc. 

Wenn  fi  <^  1  ist,  so  denke  man  sich  zwischen  /i  und  1  den 
iehten  Bruch  y  eingeschaltet  und  nehme  n  so  gross,  dass  das  Pro« 

dnct  n  f  1 —  J  von  einer  bestimmten  Stelle  n  =  ib  ab  kleiner 

ih  Y  bleibt.  Durch  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin  gelangt  man 
jetit  zu  der  Ungleichung 

«*  +  «*+i  +  ««*+a  +  «»+8  +  •  •  •  • 

^•.  t.  .  ^-y  »  (^-y)(fc-y+i) 

(>-y)(lb^y+l)fc-y  +  2) 

■^  *(* +!)(*  + 2)  "*" 

Wegen  y  <^  1  divergirt  die  eingeklammerte  Reihe,  um  so  mehr  di- 
Tei^girt  auch  die  Reihe  linker  Hand,  sowie  die  Reihe  Uq  +  ^i  +  ^9 
etc.    Alles  zusammen  giebt  den  Satz 

Die  unendliche  Reihe  Wo  +  t«i  +  «3  +  ®*^  convergirt 
oder  divergirt,  je  nachdem  der  Grenzwerth  des  Pro- 
dnctes 

mehr  oder  weniger  als  die  £inheit  beträgt 
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Dieses  Kennzeichen  erledigt  meistentheils  die  Falle,  wo  das 
vorige  keine  Entscheidung  giebt.  So  erhalten  wir  z.  B.  aus  Nro.  1) 
£\3ar  X  =  l 

3  1 


^  2n 
mithin  convergirt  die  Reihe  1)  auch  (vlt  x  =  1. 

Für  die  Reilie  2)  ist  im  Falle  x  =  1 

■      ""[•(-=^)]  =  -"["l-(;rTT)'Ö 

oder,  wenn  —  =  S  gesetzt  wird, 

mithin  convergirt  oder  divergirt  die  Reihe 

3) U  .  .  .  • 

^  IP   ^   2P   ~   SP   ~   4P     * 

je  nachdem  jp  >  1  oder  p  <^  1  ist. 

Da  sie  für  p  =  l  divergirt,  wie  wir  schon  aus  §.36  wissen, 
so  sind  jetzt  alle  möglichen  Fälle  erledigt. 

Ein  etwas  zusammengesetzte!  es  Beispiel  bietet  die  Reilie 

„  _,(,_-)_,(,_fi)_,(._ii)_.. . 

worin  x  einen  ächten  Bruch  bezeichnen  möge.  Hier  liesse  sich  zwar 
das  gegebene  Criterium  direct  anwenden,  würde  aber  zu  einer  etwas 
complicirten  Rechnung  führen.  Kürzer  gelangt  man  durch  die  Be- 
merkung zum  Ziele,  dass  nach  §.  8,  Formel  5)  jede^eit  7  (1  -\-  h)<^h 
ist  und  dass  folglich  die  Summe  der  obigen  Reihe  weniger  beträgt  als 

''^  1«  — Ä«  ^  2»  — j?«  ^  3«  — X«  ^ 

Bezeichnet  man  die  vorstehenden  Summanden  mit  Mi ,  u, ,  u^  etc., 
so  erhält  man 
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demnach  convergirt  die  Reihe  5)  und  um  so  mehi*  die  Reihe  4). 

Es  kann  sich  treffen,  dass  der  mit  n  bezeichnete  Grenzwerih 
gerade  =  1  wird ;  dann  verliert  das  vorige  Kennzeichen  seine  An- 
wendbarkeit und  macht  wieder  eine  neue  Untersuchung  nothwendig. 
I^ieee  Fälle  sind  indessen  so  selten,  dass  wir  die  Aufstellung  weiterer 
CooTeigenzregeln  unterlassen  können*). 


'     §.  38. 
mit  positiven  und  negativen  Gliedern. 

Aus  einer  Reihe,  welche  Glieder  mit  verschiedenen  Vorzeichen 
enthält,  kann  man  eine  neue  Reihe  dadurch  bilden,  dass  man  allen 
Gliedern  das  nämliche  Vorzeichen  giebt;  wenn  nun  die  letztere  Reihe 
<^&vergirt^  so  ist  zu  erwarten,  dass  auch  die  erste  convergiren  werde. 
In  der  That  kann  man  sich  hiervon  durch  sehr  einfache  Schlüsse 
öberzengen,  die  wir  nur  an  dem  Falle  zu  erörtern  brauchen,  wo  die 
Voneichen  altemiren.    Die  ursprüngliche  Reihe  ist  dann 

y  «0  —  «1  +  ««  —  «a  +  «*4  —  •  •  • 

und  die  abgeleitete 

Wenn  nun  die  letztere  convergirt,  so  nähert  sich  jede  der  bei- 
oea  Sunmen 

♦  (n)  =  ui  +  tt,  +  Ws  + +  W2„-i 

Qiwr  endlichen  Grenze  [im  entgegengesetzten  Falle  wäre  der  Grenz- 
*^li  von  ^>(n)  -^-  ^  (n)  unendlich,  was  der  Convergenz  von  Nro.  2) 
videnpräche],  mithin  ist  auch  der  Grenzwerth  von 

<pin)  —  *(n) 


*)  Vergl.  d.  Verf.   Handbuch  der  algebraischen  Analysis; 
•'Aufl.  Jena  1873. 

tsklöiBileb.  Aaaljni*.    L  13 
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eine  endliche  Grösse;  die  Reihe  1)  convergirt  daher  und  hat  eine 
kleinere  Summe  als  die  Beihe  2).  Aehnliche  Schlüsse  gelten  in  jedem 
anderen  Falle. 

Bei  den  h&ufig  vorkommenden  Reihen  mit  altemirenden  Vor- 
zeichen kann  man  die  Convergenz  noch  auf  einem  anderen  und  viel 
einfacheren  Wege  erkennen,  sohald  von  einer  hestimmten  Stelle  n  =  k 
an  jeder  Term  grösser  als  der  nächstfolgende  ist,  also  . 

Uk  >  tljk  +  i  >  Ujt^j  >  t<*  +  8 

und  ausserdem  wie  früher  Lim  u^  =  0.     Setzen  wir  nämlich 

■5»  =  W*  —  («1  +  1    —   t«i+2), 

Ä»  =  «*  —  K+  1  —  t**+f)  —  («*  +  •  —  «*+4), 


und  beachten,  dass  alle  eingeklammerten  Differenzen  positiv  sind,  so 
haben  wir 

3)  Bt>Ik>B^>Ri 

Andererseits  gilt  for  die  Grösser 
Äj  =  (i*i  —  «*  +  i), 

Bi  =  (Um   —   «4+i)    +    (Ui  +  j  —  tt*  +  8)i 

ße  =  (w*  —  «l+l)  +  («*+2  —  w*+«)  +  («*+4  —  «*+*)t 

die  Beziehung 

*)  iJ,  <  B4  <  226  <  ft  •  . .  . 

Endlich  ist  bei  unausgesetzt  wachsenden  ff» 

2/«»»  (22im-i  —  ß«m)  =  Lim  ujt^fm-i  =  0; 
hieraus  folgt,  dass  sich  jßsm-  1  nnd  B^m  einer  und  derselben  Grenze 
B  nähern,  und^war  B^^^i  durch  Abnahme,  B^m  durch  Zunahibe. 
Dieses  B  muss  aber  eine  endliche  Grösse  sein,  weil  es  nach  Nro.  4) 
positiv  und  nach  Nro.  3)  kleiner  als  jede  der  Zahlen  Bi^  Bz,  B^  etc. 
ist    Zufolge  der  Gleichung  B  =  Lim  B^m-i  =  -^^m  B^m  kat  man 

B  =  Uk  —  UjtJ^i  +  Ujt^2  —  «*  +  3   + 

mithin  convergirt  die  vorliegende  Reihe  und  daher  auch  die  Reihe 

MO  —  "i  "I"  **i  etc.     Dies  giebt  den  Satz: 

Eine  Reihe  mit  altemirenden  Vorzeichen  convergirt 
immer,    sobald    ihre    Glieder    von    einer    bestimmten 
Stelle  an  fortwährend  und  in*s  Unendliche  abnehmen. 
Hieraus  folgt  2.  B.,  dass  die  Reihe 
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ooDTergirt  nnd  dass  ihre  Summe  zwischen 

l  -  I  +  J  und  i  -  i  +  J  -  i 
n.  8»  w. 
enthalten  ist;  dagegen  würde  eine  divergente  Reihe  entstehen,  wenn 
man  alle  Glieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reduciren  wollte.     Der 
obige  Satz  entscheidet  daher  auch  in  solchen  Fällen,  wo  das  vorige 
Eeniuseichen  zu  keinem  Resultate  fuhren  würde. 

Wir  wollen  hier  eine  Eigenthümlichkeit  erwähnen,  die  bei  den 
divergenten  Reihen  mit  altemirenden  Vorzeichen  stattfinden  kann. 
Wean  nämlich  lAm  tt.  eine  endliche,  von  Null  verschiedene  Grösse 
p  ist,  80  nähert  sich  ttn  —  «„^i  der  Grenze  Null,  und  es  kann  sich 
treffen,  dass  die  Reihen 

Sjm  =  (t«o   —  «i)   4-  (Ujj  —  «3)   +  .  .  '   4-   (U2m-J  —  <*2m-l) 
Sj«+1  =  «0  —    (ttl  — «2)  —  («3  —  W4)  —  •  •  •  —  (%m-l  — W2m) 

convergiren ,  indem  man  jede  eingeklammerte  Differenz  als  ein  Rei- 
henglied  betrachtet  Unter  diesen  Umständen  sind  lAm  8 2m  und 
-^^2fli+i  endliche  Grössen,  und  als  Grenzwerth  ihrer  Differenz 
erhalt  man 

Lif^  (S2m  +  i  —  82m)  =  Litnu^m  =  ^. 
i  h  die  Summen  der  Reihenglieder 

«0  —  th  +  Ui  —  «a  + 

nahem  sich  zwei  endlichen,  um  q  von  einander  verschiedenen  Gren- 
KQ,  je  nachdem  man  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Z&bl  von  Glie- 
dern zusammenrechnet.  Divergente  Reihen  dieser  besonderen  Gat- 
tosg  hat  man  oscillirende  Reihen  genannt. 

Das  einfachste  Beispiel  hierzu  bietet  die  Reihe 

a  —  a  -{-  a  —  a-f- 

^ema  Summe  bei  gerader  Gliederzahl  =  0 ,  bei  ungerader  Glieder- 
lahl  =  a  ist. 

Als  zweites  Beispiel  kann  die  Reihe 

f-l+l-l+l 

dienen.    Hier  ist 

«                 11.11.  1      .    2«+2 

S,.+a  =  l-J-t-|-i  + j^^+  j—p^^ ; 

beseichaen  wir  mit  6  die  Summe  der  unendlichen  convergirenden  Reihe 

1  — .  1  _L  1  —  1  4. 


'  •  'f 


12* 
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80  erhalten  wir 

Lifn  Sj«  =  <J,      Lim  Sj«+i  =  <j  -|-  1, 
mithin  oacillirt  die  obige  Reihe  zwischen  6  und  6  -\-  h 

§.39. 
Bedingte  und  unbedingte  Convergons. 

Die  in  §.  36  gezeigte  Entstehungsweise  der  unendlichen  Reihen 
beweist  unmittelbar,  dass  durch  die  gegebene  Function  <p(m)  nicht 
nur  die  Grösse  der  einzelnen  Reihenglieder  Uq  =  9(0),  ffi  =  9>(l), 
fi)  =  qp  (2)  etc. ,  sondern  auch  die  Stelle  eines  jeden  derselben  be- 
stimmt wird;  die  Anordnung  der  Glieder  ändern,  heisst  demnach, 
die  Function  (p  durch  eine  andere  ersetzen,  wobei  sich  nicht  im  Vor- 
aus absehen  lässt,  ob  die  Summe  der  Reihe  ungestört  bleiben  wird 
oder  nicht.  In  der  That  wird  das  folgende  Beispiel  zeigen,  daf^s  eine 
andere  Anordnung  der  Reihenglieder  zu  einer  anderen  Reihensumme 
fähren  kann. 

Wir  betrachten  die  folgenden  zwei  convergirenden  Reihen 


... 


"  1  213  4>6  «17  81^ 

deren  zweite  so  aus    der  ersten  gebildet  ist,  dass  auf  zwei  positive 
Glieder  ein  negatives  folgt;  es  darf  dann  6  als  der  Grenzwerth  von 

^\4n  — 3        4n  — 2^4n— 1        4n/ 
angesehen  werden,  ebenso  s  als  Grenzwerth  von 

^  \4n  — 3  ^  4n  — 1        2«/ 

Die  Differenz  beider  Gleichungen  giebt 

«.-«.  =  j  +  Q4.j-i)-l-(i  +  i  _!)  +  .... 
•  ■■.  +  (— L-+l.-±) 

^  \4n  — 2  ^  4n        2n/ 

=i[8-ä)+«-i)+--  +(iib-5yi 

und  hieraas  folgt  fiir  n  =  od 
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vomit  die  Verschiedenheit  von  ö  und  8  dargethan  ist 

Man  erkennt  demnach  die  Nothvrendigkeit,  zweierlei  convergi- 
rende  Reihen  zn  unterscheiden;  ist  die  Summe  der  Reihe  abhängig 
von  der  Anordnung  der  Glieder,  wie  im  vorigen  Beispiele,  so  heisst 
die  Reihe  hedingt-convergent,  im  Gegenfalle  unbedingt-con- 
vergent.  Daran  knüpft  sich  gleichzeitig  die  Aufgabe,  die  Kenn- 
leichen  der  unbedingten  Convergenz  aufzusuchen. 

Wir  bezeichnen  mit  ü^  die  Summe  einer  Reihe  von  n  Gliedern, 
Dämlich 

1)  Uli  =  «0  -I-  1*1  +  w»  +  •  •  •  •  +  t«,-i 

Qod  setzen  voraus,  dass  (für  n  =  oo)  Lim  Um  gleich  einer  bestimm- 
teD  endlichen  Grösse  Ü  sei,  mithin 

2)  U=z  ti^j  +  t*i  -f  «3  -f- ; 

die  vorliegende  Reihe  ist  dann  convergent.    Femer  bedeute 

3)  '    t'o    +   t?,    +    1^2    4-    rs    + 

eine  Reihe,  welche  aus  Nro.  2)  durch  andere  Anordnung  der  Glieder 
{rebildet  ist;  es  fragt  sich  dann,  unter  welchen  Umständen  die  neue 
Reihe  gleichfalls  ü  zur  Summe  haben  wird.     Setzen  wir  vorläufig 

^)  Fp  =  t?o  +  Vi  +  v,  4-  .  •  •  •  +  «p-i, 

80  können  wir  p  so  gross  wählen,  dass  die  vorliegende  Reihe  alle  in 
Nro.  1)  vorkommenden  Glieder  enthält  und  ausserdem  noch  p  —  n 
udenreite  Glieder,  deren  Indices  grösser  als  n  — ^  1  sind,  und  die 
»ir  in  der  Form 

**f  4"  <*r  +  **j  +  *  •  •  • 
zosammenfassen.     Demnach  ist 

Fp  —  D;  =  1«,  4-  11^  +  11,  +  .  .  .  . 

mithin  bei  unendlich  wachsenden  p  und  n 

Lim  Vp  —  rr  =  Lim  («g  +  t*r  +  **«  4"  •  •  •)  5 
soll  nun  die  Reihe  3)   gleichfalls   U  zur  Summe   haben,  so  muss 
ImVp  z=  U  oder 

5)  Lim  (Uq  -\'  ti,.  4-  w,  +  •  •  •)  =  0 

sein,  und  dies  ist  das  Kennzeichen  der  unbedingten  Convergenz  der 
Keihe  2).  XTm  aber  den  Gegenstand  weiter  zu  verfolgen,  wollen  wir 
Tonnssetzen,  dass  die  Reihe  2)  von  einer  bestimmten  Stelle  an  nur 
positive  Glieder  enthalte.  Bei  hinreichend  grossen  n  sind  dann  alle 
in  der  Gleichong 

^  —  Um  =  %,  +  «<ii  +  i  +  «»•+«  + 
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vorkommenden  Glieder  positiv,  und  die  Summe  u.  -{-  ^-i-i  "4-  ^^i 
der  sogenannte  Rest  der  Reihe,  hat  die  Null  zur  Grenze,  weil  bei 
unendlich  wachsenden  n  die  linke  Seite  in  CT  —  Lim  {7„  =  0  über- 
geht Nun  besteht  die  Summe  Uy  +  «r  +  <*«  +  etc.  aus  p  —  w 
Gliedern,  deren  Indices  I>  n  —  1  sind;  diese  Glieder  sind  positiv 
und  man  hat  desshalb 

0<«,  +  i*r  +  t«,  +  ---<t<»  +  ttii  +  l  +  ««  +  «  + 

mithin 

Lim  (u,  +  i#r  +  ttf  +  •••)  =  0* 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  convergiit  also  die  Reihe  un- 
bedingt. 

Diese  Schlussweise  ist  nicht  mehr  anwendbar,  wenn  die  ur- 
sprüngliche Reihe  theils  positive,  theils  negative  Glieder  enthält;  der- 
artige Reihen  können  daher  möglicherweise  zu  den  bedingt-conver- 
girenden  gehören.  Nur  in  dem  speci  eilen  Falle,  wo  die  Reihe  auch 
dann  convergent  bleibt,  wenn  man  statt  jedes  einzelnen  Gliedes  des- 
sen absoluten  Werth  setzt,  lässt  sich  die  Sache  folgendermaassen  er- 
ledigen. Der  absolute  Werth  irgend  eines  Gliedes  k»  werde  mit 
[t^m]  bezeichnet,  dann  ist  zufolge  der  Voraussetzung 

eine  convergente  Reihe,  mithin  nach  dem  Vorigen 

Lim  {[ttj  +  [tv]  +  M  H }  =  0, 

d.  h.  der  absolute  Werth  von  ti^  4~  ^r  "h  ^«  ~h  ®ta  kann  der  Null 
beliebig  nahe  gebracht  werden.     Daraus  folgt  sehr  leicht,  dass 

Lim  (ug  -{-  Ur  -{-  Ug  -{-•'•)  =  0 

sein,  mithin  die  Reihe  unbedingt  convergiren  muss.  Wir  können  da- 
her folgenden  Satz  aussprechen: 

£ine  unendliche  Reihe  convergirt  unbedingt,  wenn 
sie  ihre  Convergenz  auch  in  dem  Falle  behftlt,  wo 
alle  Glieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt 
werden. 

Die  anfangs  erwähnte  Reihe 

f-i+l-J+l 

genügt  dieser  Bedingung  nicht,  und  es  wird  daher  nicht  überraschen, 
dass  sie  nur  bedingt  convergirt 


•  •• 


•  '• 
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§.40. 
Convergenzbedingimgen  ffir  periodisohe  Beihen« 

Wegen  spaterer  Anwendungen  betrachten  wir  noch  Reiben  von 
den  Formen 

|ao  +  »i  C08X  -\-  Oq  co82x  -\-  a^  cosBx  +  ' 

&1  sinx  +  &2  sin2x  -f  h^  sin3x  +  ■ 

worin  die  Goefficienten  Oq  i  ^i  i  ^  etc.,  hi ,  &s  etc.  als  positiv  voraus- 
gesetzt werden  mögen.  Wir  unterscheiden  dabei  drei  Uauptfalle; 
die  Goefficienten  können  nämlich  gleich  sein,  sie  können  zweitens 
eine  steigendei.  oder  drittens  eine  fallende  Beihe  bilden. 

Für  Oq  =:  ai  =  03  •  . .  .  ist  nach  einer  bekannten  Formel  die 
Summe  der  n  ersten  Glieder 

doli  -{-  cosx  -\-  €082x  -{-  cosSx  -h     "  •}-  C08(n  —  1) a?] 

sin  (n  —  hx 
2stnlx 
Bei  unendlich  wachsenden  n  oscillirt  sin  (n  —  \)x  zwischen  —  1 
nnd  -f  1  hin  und  her,  ohne  sich  einer  bestimmten  Grenze  zu  nähern ; 
die  Beihe   hat  also,   in*s   Unendliche  fortgesetzt,   keine  angebbare 
Summe,  d.  h.  sie  divergirt     Zufolge  der  Gleichung 

5i  [$inx  4-  sin2x  +  stnSa?  -f  •  •  •  +  8in{n —  l)a?] 


='.M'-^^^#] 


gelten  ganz  ähnliche  Schlüsse  fiir  die  zweite  Reihe;  letztere  divergirt 
dabo*  gleichfalls  für  bi  =  hj  =  hs  etc. 

Bilden  Oq,  Oi,  o^  etc.  nnd  ebenso  5i,  h^  etc.  eine  steigende  Reihe, 
so  findet  offenbar  die  Divergenz  um  so  mehr  statt;  demnach  bleibt  nur 
noch  der  Fall  zu  untersuchen,  wo  jene  Goefficienten  eine  abnehmende 
Reihe  ausmachen. 

Die  Summe  der  (n  4~  1)  ersten  Glieder  der  ersten  Reihe  heisse 
St^i\  multipliciren  wir  die  Gleichung 

Sn^i  =  |ao  +  ai  casx  -|-  o^  eo32x  +  •  •  •  +  anCosnx 
vai2sin\x  und  zerlegen  rechter  Hand  jedes  doppelte  Product  in 
die  Differens  zweier  Sinus,  so  erhalten  wir 

2  8n\.isinlx 
=  aosm|a?  -|-  ai  (sinlx'—sinlx)  +  a^  (sm|a?  — Sfn|rc)  -f-  .  .  . 

/  .   2n— 1         .   2n— 3  \        /  .  2w+l         .  2n— 1   \ 
•••+0.-1  \9in  —^  x^stn  —^ —  xj + an\stn  — —  x—sm     ^      xj 
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und  bei  anderer  Anordnung 

25injÄ.S„  +  i  —  Onsm  — - — x 

=  (öo  —  Ol)«»  i  »  +  («1  —  (h)  sinlx  4-  («i  —  Ö3)«w  s^  -f-  .  .  . . 

,    ,  .    .    2n--l  ^ 

Unter  der  Voraassetzung,  daes, 

1)  Oo  >  ai  >>  Oj  >  Os  .  .  .  . ,  und  Lim  (i„  =  0 
ist,  lassen  wir  n  in's  Unendliche  wachsen  und  haben 

2)  Lim  S,+i  =  2^i^  |(^«  ""  Ol)««« §*  +  (Ol  —  flh.O«m|« 

4-(o3  — aj)s««|a?  -| 1- 

Hinsichtlich  der  Reihe 

3)  (oo  —  Ol)  +  (Ol  — o«)  +  («4  —  Od)  H . 

als  deren  Glieder  die  eingeklammerten  Differenzen  gelten  mögen,  ist 
nun  klar,  dass  sie  aus  lauter  positiven  Gliedeni  'besteht  (wegen 
Oo  I>  Ol  !>>  O]  etc.)  und  dass  die  Summe  ihrer  n  ersten  Glieder 
=  00  —  Om,  mithin  ihre  volle  Summe  =  o©  —  Lima^  =  Oq  ist; 
die  Reihe  3)  convergirt  also.     Um  so  mehr  rauss  auch  die  Reihe 

4)  (flio  — Oi)sin|x  +  ifli  —a2)sin\x  +  (a^  —(h)sin\x  -|-  .  .  . . 

convergiren,  denn  ihre  Glieder  sind,  den  absoluten  Werthen  nach, 
kleiner  als  die  gleichstelligen  Glieder  der  Reihe  3),  und  ausserdem 
besitzt  die  Reihe  4)  theils  positive,  theils  negative  Glieder.  Beseich- 
nen  wir  die  jedenfalls  endliche  Summe  der  Reihe  4)  mit  9>(x),  so 
folgt  aus  Nro.  2) 

Tin.  Q  —       y(^) 

Lim  if.  +  ,  =  .     , 

2$}n\x 

und  hier  ist  die  rechte  Seite  eine  endliche  Grösse,  so  lange  x  nicht 
einen  der  speciellen  Werthe  0,  +2  3r,  +43r,  +6«  etc.  erhält;  d.  h. 

Wenn  die  positiven  Coefficienten  Oot  Oi,  Oj  etc.  eine 
unendlich  abnehmende  Reihe  bilden,  so  oonvergirt 
die  periodische  Reihe 

Ja©  +  a^cosx  +  a^co8  2x  +  ozcos^x  +  •••• 
für  alle  x,  die  nicht  von  der  Form  +2  kn  sind. 

Indem  man  «  -f  ^  aQ  die  Stelle  von  x  treten  lisst,  gelangt 
man  zu  dem  zweiten  Satze: 
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Unter  den   obigen  Bedingungen  convergirt  auch  die 
Reihe 

|ao  —  Ol  C08X  -\-  Oi  €0s2x  —  a-i  cosSx  -{-•'••  ~ 
für  alle  x,  die  nicht  von  der  Form  +  (2k —  1)«  sind. 
Um  die  entsprechenden  Theoreme  för  die  periodische  Reihe  der 
Sinns  zu  erhalten,  multipliciren  wir  die  Gleichung 

4=  5i  sinx  +  h^  9in2x  +■  5j  sin3x  +  •  •  •  +  hnSinnx 
mit  2  sin  |x  und  zerlegen  jedes  Product  zweier  Sinus  in  eine  Cosi- 
Dosdifferenz;  bei  etwas  anderer  Anordnung  ergiebt  sich 

2  8m\x  .  8n  +  hnCOS K~^ 


=  hl  coslx  —  (pi  — 1>2)coslx  —  (bj  —  hi)co8lx  — 


•  •  •  • 


/K  1.N  2»—  1 

....  —  (^,-1  — OjCOS T X' 

Yorausgesetztt  dass 

fti  >  6»  >  6j  •  •  •  •  •   »    und    Lim  ft„  =  0 
ist,  wird  aus  der  vorigen  Gleichung  die  folgende 

2  stn  I X  (  ) 

Die  Reihe 

(Pi—h)  +  Qh  —  h)  +  (b$  —  h)  H 

eolhalt  lauter  positive  Glieder  (jede  eingeklammerte  Differenz  als  ein 
Glied  gerechnet)  und  ihre  Summe  ist  =  &i ;  daher  convergirt  um  so 
Btirker  die  Reihe 

(bi  —  62)  ro«  j  X  +  (&j  —  5,)  cosfx  +  (6a  —  ^4)  Cös  j  X  +  •  •  •  • 

ofid  folglich  hat  auch  die  Reihe 

hiCos\x  —  (61  — bi)«»!«  —  (&|  — &3)co«|x  —  •  •  •  • 

ooe  endliche  Summe,  die  ^  (x)  heissen  möge.  Aus  der  nunmehrigen 
Gleichang 

Lim  8n  =  r— : — ?"- 

2stn}x 

geht  hervor,  dass  die  betrachtete  Reihe  convergirt,  wenn  x  keinen 
der  Werthe  0,  +  23r,  +  4«,  +  6«etc  erhftlt  Im  letzteren  Falle 
vörde  aber  die  Summe  der  Reihe  verschwinden,  und  man  kann 
<Uier  sagen: 

Wenn  die  Coefftcienten  bi,&3,l^  etc.  eine  unendlich 
abnehmende  Reihe  bilden,  so  ist  die  periodische 
Reihe 
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hl sinx  4"  lhsin2x  -|-  h^sinSx  +  •  •  •  • 

convergent  für  jedes  beliebige  x. 

Indem  man  ^  -l-  o;  an  die  Stelle  von  x  treten  Iftssi^  gelangt  man 
nocb  zu  dem  Satze: 

Unter  der  obigen  Yoraussetzung  ist  auch 

5i  sin  X  —  h2  8in2x  -f-  hjSinSx  —  •  •  •  • 

eine  stets  convergirende  Reihe. 

§.41. 
Addition  und  Multiplication  nnendlicher  Reihen. 

I.    Es  sei 

1)  P»  =  ««0  +  Wi  +  «««  4-  •  •  •  +  Wm 

2)  Qn^^Vo+Vi+Vi+'-'  +  Vn, 

80  ist  auch,  wenn  a  nnd  h  irgendwelche  ron  n  unabhängige  Factoren 
bedeuten, 

3)  auo  +  hvQ  -|-  aui  +  6f»i  4*  '  •  •  +  «m»  +  hv^ 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  Lim  Pn  =  P  und  Lim  Qn=^  Q 
endliche  Grössen  sind,  convergiren  die  Reihen  1)  und  2),  und  zwar 
hat  die  erste,  in^s  Unendliche  fortgesetzt,  P  zur  Summe,  die  zweite 
Q',  femer  wird  aus  Nro.  3) 

atio  -{-  6t?o  4"  <***!  +  ^^'i  +  öw«  +  ^^i  4-  .  .  .  • 
=  Lim{aPn  +  hQn)  =  aP  4-  t«- 
Man  kann  dieses  Ergebniss  folgendermaassen  aussprechen: 
Das  Aggregat  zweier  convergenten  Reihen  ist  wie- 
der   eine  conyergirende    Reihe    und  die  Summe   der 
letzteren  gleich  dem  Aggregate  von  den  Summen  der 
ursprünglichen  Reihen. 

Dieser  Satz  gilt  auch  allgemeiner  fftr  jede  endliche  Anzahl 
gegebener  convergirender  Reihen. 

IL  Um  den  entsprechenden  Satz  für  das  Product  zweier  Ret* 
hen  zu  erhalten,  lassen  wir  letztere  nach  Potenzen  einer  Variabelen 
X  fortschreiten,  wodurch  die  Uebersicht  über  die  entsprechenden 
Partialproducie  erleichtert  wird.    Es  sei  nämlich 

P^,  =  Op  -[-  Ol  a?  4-  o,  a?«  +  •  •  •  4-  <hn^*f 
Qi^  =  ho  +hiß  4-  N«*  H 4-  ^««*"i 
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mithin  P|,  C  ~  «o ^)  +  («o  ^  +  «i  ^))« 

+  (oo&a  +  «1^  +  ö«6ü)ä' 
+ 

+  (öi&2«  +  öj^an-i  +  •  •  •  +  Ö2ii-i^j  +  a2,M«'"+' 

+ 

Tergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  folgenden 

indem  man  x  sowie  alle  a  und  5  als  positiv  voraussetzt,  so  erhellt 
unmittelbar  die  Richtigkeit  der  Ungleichung 

Sin  <C  -Pa«  Ö2ii« 
Es  sei  femer 

P«  =  Oo  4-  «1«  +  Oa«*  + +  «««". 

mithin 

-PuC«  =  «0^0  +  («0^1  +  aiho)x 

+  (Poh  +  «1^  +  (hho)x^ 
+ 

w  hat  man  durch  Yergleichung  mit  S^] 

Sin  >  Pn  ft 

uid  mit  dem  Vorigen  zusammen 

5)  PtnQln>  8^n>  PnQn- 

Bei  unendlich  wachsenden  n  werden  die  filr  Pj«,  Qim  Pni  Qn 
^gegebenen  Reihen  gleichzeitig  unendlich  und  im  Falle  der  Con- 
Tergenz  sind 

Lim  Pj„  =  Lim  P„  =  P, 

Lim  Qin  =  Lim  Qn  ^=  Q 
endliche  Grossen ;  unter  dieser  Voraussetzung  ergiebt  sich  aus  Nro.  5) 
die  Gleichung 

6)  Um82n  =  PQ, 

velche  sagt,  dass  die  Reihe  4),  in*s  Unendliche  fortgesetzt,  conyergirt 

Bad  P  Q  zur  Summe  hat. 


In 
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Wenn  die  ursprünglichen  zwei  Reihen  mit    Gliedern  von  im* 
gerader  Stelle  aufhören,  d.  h.  von  folgenden  Formen  sind 

Pqh^i  =  flio  +  aiOJ  +  •  •  •  +  oj^rc»«  +  a.2„  +  ia:»"+>, 

«»»+1  =  5o  +  bia;  H +  hnx^*  +  5j,  +  ia;''+». 

so  erleidet  die  vorige  Betrachtung  nur  die  kleine  Modification,  dass 

in  Nro.  5) 

zu  setzen  ist.     Zufolge  der  angenommenen  Convergenz  der  Reihen 
wird  dann 

ifm(a2,+ia;«»+i)  =  0,       Lim  (62i,  +  ia?«»  +  i)  =  0, 

Lim  P2»+i  =  J?»       Lifn  Qin^i  =  Q. 
und  damit  kommt  man  wieder  auf  die  Gleichung  G);  d.  h.: 

Wenn  die  unendlichen  und  convergirenden  Reihen 

Oo  4-  öl »  4"  ö-i  **  +  ^  ^'  +  '  •  •  •  I 
ho  -\-  hiX  -{-  h^x^  -}-  hsX*  -\'  •  '  '  ' 
nur    positive  Glieder    enthalten,  so  ist  ihr  Product 
eine  gleichfalls  convergente  Reihe,  nämlich 

flo  ^  +  («0  ^  +  «1  ^))  ^  +  («0  &i  +  Ol  ^  +  «a  W  «'  + ' 

und  die  Summe  der  letzteren  ist  das  Product  aus  deu 
Summen  der  heiden  ersten  Reihen. 
Die  Schlüsse,  mittelst  deren  die  Ungleichung  5)  hergeleitet 
wurde,  verlieren  ihre  Anwendbarkeit  in  dem  Falle,  wo  die  ursprüng- 
lichen Reihen  negative  Glieder  enthalten;  denn  es  könnten  z.  B.  die 
Glieder,  um  welche  P2ii  ^2«  reicher  als  Sin  ist,  zusammen  so  viel 
Negatives  geben,  dass  P^^  Q^^  weniger  als  Sin  betrüge.  Unter  die* 
sen  Umst&nden  wäre  es  also  möglich,  dass  die  Reihe 

Ooho  +  (oobi  4-  »iM«  +  («0&2  +«1^  +af  M^'  + 

divergirte,  und  dann  würde  ihre  Summe  nicht  angebbar,  mithin  auch 
nicht  =  P  Q  sein.    Das  wirkliche  Vorkommen  dieses  Ausnahmefalles 
mag  folgendes  Beispiel  zeigen. 
Nimmt  man 

(—1)» 

«  =  1 ,       On  =hn=  ^y        ; 

und  multiplicirt  die  convergente  Reihe 

mit  sieh  selbst,  indem  man  die  Glieder  auf  die  obige  Weise  ordnet, 
80  ergiebt  sich  eine  neue  Reihe 
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deren  ntea  Glied  ist: 

,-j_  .1.1.     ,       1  -    ,  1 

■  iT^  irör^=T)2 "^ ir(i^^^2)3 "^  "^ /2"(« - 1) "^ f « 

Nach  dem  bekannten  Satze,  dass  das  geometrische  Mittel  zweier 
Zahlen  kleiner  als  deren  arithmetisches  Mittel  ist,  hat  man 

V(n-fc)(fc+l)<^, 

mitbin 

nimmt  man  in  der  letzten  Ungleichnng  ib  =  0,  l,2,...n  —  1 
aod  addirt  alle  entstehenden  Ungleichungen,  so  erhalt  man 

Danas  ist  ersichtlich,  dass  tn  gleichzeitig  mit  n  in^s  Unendliche 
^bst,  dass  also  die  Reihe  8  divergirt,  mithin  8  nicht  r=  P>  sein 
hau, 

Hiernach  bedarf  der  Fall,  wo  die  za  multiplicirenden  Reihen 
negative  Glieder  enthalten,  einer  besonderen  Untersuchung.  Die 
Reihen  mögen  aus  Gliedern  mit  altemirenden  Vorzeichen  bestehen, 
etwa 

P  =  flo  —  «1  ^  +  öj  aj'  —  Oa  x'  + 
Q  =  ho  -^  hix  +  biX^  -^  h^x^  + 

and  convergiren.  Fassen  wir  alle  positiven  und  ebenso  alle  nega- 
tiven Glieder  jeder  Reihe  zusammen,  indem  wir  setzen 

Oi  =  flo  +  (hx*  +  «4^?*  +  o««*  +  •  •  'f 

Ui  =  Ol«  4-  fl|**  +  «i^*  + t 

Fe  =  5o  +  ^«*  +hiX*  +  hex^  + , 

Vi=hx  +hsx*  +  hx^  + , 

10  sind  zwei  Fälle  möglich ;  es  können  nämlich  die  vorstehenden 
ner  Reihen  ebensowohl  convergiren  als  divergiren  *) ,  und  es  sind 


•  •  •  • 


•  •  • 


•  •  • 


*)  So  convergirt  z.  B.  die  Reihe 
wer  die  positiven  Glieder,  fär  sich  genommen,  liefern  die  divergente  Reihe! 
lad  ebenso  divergirt  die  Reihe  der  negativen  Glieder: 

■j  +  j  +  j  +  •  •  •  =  iö  +  i  +  j  +  •  •  •)• 
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^)i  ^ii  Voj  Vi  im  ersten  Falle  endliche  Grossen,  im  zweiten  Falle 
anendlich  gross.  Beschränken  wir  ans  auf  den  ersten  Fall,  so  ist 
nach  dem  in  Nro.  I.  bewiesenen  Satze 

P=  üi  —  Ui,  g=  Fo  —  Fi; 

femer  haben  wir  nach  der  Regel  für  die  Moltiplication  solcher  con- 
vergirender  Beihen,  die  nur  positive  Glieder  enthalten, 


OiFi^ 

OohiX 

oin- 

aihoX 

DiFi- 

mithin 

•   •  •  • 


üi  5i  X*  + 


• .  ♦  • 


üiFo  —  UoVi  —  üiFo  +  UiVi 
=  flo^o  —  (flo&i  +  (hh)  ^  +  («oft«  +  «i^i  +  ««W  «• 

Die  linke  Seite  ist  eine  endliche  Grösse  and  identisch  mit 
.     .  (^o-C^i)(Fi-F,)  =  Pe, 

mithin  conyergirt  die  erhaltene  Reihe  und  hatPQ  zur  Summe.  Wie 
man  sieht,  bleibt  die  frühere  Multiplicationsregel  ungestört  bei  end- 
lichen ITq,  I7i,  Fq,  Fl.  Diese  Bedingung  ist  aber  erfüllt,  wenn  die 
Reihen  P  und  Q  ihre  Convergenz  auch  in  dem  Falle  beibehalten, 
wo  man  die  negativen  Glieder  durch  gleichg^osse  positive  ersetzt, 
denn  sobald  die  Summe  zweier  positiven  Grössen  Uq  und  üi  oder 
Fo  und  Fl  eine  endliche  Grösse  ist,  muss  jeder  Summand  für  sich 
von  endlicher  Grösse  sein.  Wir  haben  daher  den  Satz : 
Wenn  die  unendlichen  convergenten  Reihen 

Oo  —  OiX  -\-  a-iX^  —  Os  »«  4" 

ho  —  5i  a:  +  &a  a:'  —  t^  x'  +  •  •  •  • 

ihre  Convergenz  auch  in  dem  Falle  behalten,  wo  alle 
Glieder  mit  gleichen  Vorzeichen  genommen  werden, 
Bo  ist  ihr  Product  eine  gleichfalls  convergirende 
Reihe: 

and  die  Summe  der  letzteren  ist  das  Prodact  aus  den 
Summen  der  beiden  ersten  Reihen« 

Die  Reihe  7)  genügt  der  ausgesprochenen  Bedingung  nicht  und 
daraoB  erklärt  sich,  dass  ihr  Quadrat,  auf  gewöhnliche  Weise  ange- 
ordnet, eine  divergente  Reihe  liefert» 
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§.  42. 
Die  Differentiation  unendlicher  Reihen. 

Schon  in  §.  5  lAmrde  bemerkt,  dass  im  Allgemeinen  der  DilPe- 
rentialqnotient  von  der  Summe  einer  unendlichen  Reihe  nicht  noth- 
rendigerweise  gleich  der  Summe  von  den  Differentialquotienten  der 
einzelnen  Glieder  sein  müsse,  dass  man  also  aus  der  Gleichung 

1)  S  =  Uo  -\-  Ui  -^  u^  -\-  Us  -\-  '  •  '  in  mt 

uicbt  ohne  Weiteres  auf  die  Richtigkeit  von 

..  dS         dUf^         dui         dUj  . 

'^        IT  =  -57-  +  "57-  +  dT  +  •  •  •  •  ^^  ^^^- 

Bchliessen  dürfe.     Wir  wollen  dies  jetzt  näher  untersuchen. 

dUm 

Da  iift  und  --= —  ganz  verschiedene  Functionen  von  x  sind,  so 

^um  es  geschehen ,  dass  die  erste  Reihe  convergirt  und  gleichzeitig 

die  zweite  Reihe  divergirt;  dann  ist  aber  die  Summe  der  letzteren 

dS 
nicht  angebbar  und  kann  folglich  auch  der  bestimmten  Function  --; — 

dx 

nicht  gleich  sein ,  d.  h.  die  Gleichung  2)  besteht  dann  nicht.     Dass 

derartige  Fälle  vorkommen,  zeigt  das  Beispiel 

0        cosx    ,    cos2x    .    cos3x   , 

Hier  convergirt  die  Reihe  für  alle  zwischen  0  und  st  enthaltenen  x 
and  daher  ist  8  eine  bestimmte  Function  von  Xi  dagegen  divergirt 
die  Reihe  der  Differentialquotienten 

—  8inx  —  8in2x  —  sin3x  —  .  .  .  • 

d  9 
nnd  folglich  kann  ihre  Summe  nicht  =  -^ —  sein.      Das  Befremd- 

dx 

Hohe,  was  für  den  ersten  Anblick  hierin  liegen  mag,  verliert  sich 

übrigens  durch  die  Bemerkung,  dass  es  bei  der  Differentiation  unend* 

lieber  Reihen  eigentlich   auf  die  Ümkehrung  der  Aufeinanderfolge 

sveier  ganz  verschiedenen  Operationen  ankommt.     Bezeichnen  wir 

nämlich   den  Differentialquotienten   einer  Function  durch  das  Yor- 

ietsen  von  D  nnd  die  Summe  von  Uq  -h  ^i  4"  ^  "h  ®^^  hurz  mit 

^«v  so  ist  in  unserem  Beispiele 

-  -,  cos  nx       ,,_  •    **  -•        V 
8  =  2:  — —  ,     (für  n  =  1,  2,  3  .  .  .) 
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und  daher  auch 

n 

dagegen  ist  nicht 

BS  ^  £1) =  27  (—sinnx), 

n 

d.  h.  man  darf  die  mit  £  und  D  bezeichneten  Operationen  nicht  b 
umgekehrter  Ordnung  vornehmen. 

Wie  man  aus  dem  Vorigen  sieht,  hört  die  Untersuchung  dar« 
über,  ob  überhaupt  DSu  =  £Du  ist,  sogleich  auf,  wenn  die  Reihe 
der  Differentialquotienten  divergirt,  und  die  Frage  kann  daher  Dür 
noch  sein,  wie  sich  die  Sache  in  dem  Falle  gestaltet,  wo  die  Reihe 
der  Differentialquotienten  convergirt  Wir  wollen  die  wichtigsten 
hierauf  bezüglichen  Sätze  entwickeln. 

I.  Die  Reihe  1)  sei  eine  Potenzenreihe  und  f(x)  ihre  Summe 
etwa 

3)  f(x)  =  Oo  +  üiX  +  a^x*  +  Os^^  +  "  *  * 

Diese  Reihe  convergirt,  wenn  der  absolute  Werth  von 

weniger  als  die  Einheit  beträgt;  setzen  wir  den  absoluten  Wcrth  von 

Lim  -^^  =  A 

so  können  wir  die  ebenerwähnte  Gonvergenzbedingung  durch  —  A 
<^x  <^  '\-  k  ausdrücken.  Für  alle  derartigen  x  convergirt  ferner 
die  Reihe 

1  ai  +  2  Oj  0?  4-  3  aj  aj»  +  4  a4  «*  +  •  •  •  • 
weil  hier  der  absolute  Werth  von 


.  ('+i> 


ist;  mithin  besitzt  die  zweite  Reihe  eine  bestimmte  Summe,  die  ^(x) 
heissen  möge,  d.  L 

4)  fp(x)  =  lai  4-2a,a?+  3a,x«  + 

Da  in  den  Gleichungen  3)  und  4)  x  zwischen  —  iL  and  4*  ^ 
liegt,  so  lässt  sich  immer  eine  willkührliche  Zahl  h  von  der  Beeehaf- 
fenheit  finden,  dass  auch  x  -\'  h  zwischen  — >  k  und  -j"  ^  enthalten 
ist,  und  dann  gelten  die  Gleichungen 
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6)     9>(*  +  *)=  loi  +  2a,(a:  +  Ä)  +  3aÄ(«  +  Ä)«  H 

Von  den  Gleichongen  5)  und  3)  nehmen  vir  die  Differenz^  divi- 
diien  mit  h  und  benutzen  rechter  Hand  den  Satz 

*^±^j=L*^>  =  ♦'(.  + a»)        .    0<*<1 

oder  specieller 

wir  erhalten 

^                                    fix +  h)- fix) 
'                                               h 
=  1«!+  2ll,(«4-'^,Ä)-f  3a3(iC-f--^3Ä)*+4a4(Ä  +  »4Ä)8H 

Um  Yorerst  den  einfachsten  Fall  zu  erledigen,  wollen  wir  an- 
ndunen ,  dass  alle  Coefficienten  Oi ,  0$  etc.  positiv  seien  und  dass  x 
gleichfalls  nur  positive  Werthe  erhalte  (0  <  x  <^  -f~  ^) ;  die  Summe 
der  rechts  stehenden  Reihe  ist  dann ,  h  als  positiv  vorausgesetzt, 
gröBBer  ab 

1  ai  -f-  2  Oi «  +  ^08»'  + z=i  (p(x) 

osd  kleiner  als 

loi  4-  2ai(xi-h)  +  B(hix+hy  -\ =  vix  +  h\ 

wir  haben  also  zusammen 

^M    ^fiX+^)    —fix)    ^    ^/^     I      1.N 

Bei  negativen  h  ist  dagegen 

Ans  beiden  Ungleichungen  folgt  durch  Uebergang  zur  Grenze 
für  Terschwindende  h 

aoter  den  gemachten  Voraussetzungen  ist  also  die  Summe  der  Reihe 
lOi-fSOjO;  -f~  3^^'  -|-  etc.  gleich  dem  Differentialquotienten 
▼on  der  Summe  der  Reihe  o©  +  «i  ^  4"  o«  *'  +  ©tc. 

Es  kann  sich  in  spedeUen  Fällen  treffen,  dass  beide  Reihen  noch 
Iw  2  =  -|-  ^  convergiren;  die  vorige  Betrachtung  bleibt  dann  wört* 
hd)  dieselbe ,  nur  muss  man  h  negativ  und  seinen  absoluten  Werth 
<  \  wählen,  um  das  ConvergenzintervaU  nicht  zu  überschreiten» 

Wir  betrachten  nun  den  allgemeinen  Fall,  wo  die  Reihe 

SchJbBlIeh.  AiuüriU.  13 
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positive  and  negative  Glieder  besitzt,  wobei  wir  nns  x  immer  ab 
positiv  vorstellen  können,  indem  wir  die  verschiedenen  Yoraeichen 
auf  Rechnung  der  Coefficienten  schreiben.  Denken  wir  uns  alle  posi- 
tiven Glieder  zu  einer  Reihe  zusammengefasst  und  ebenso  alle  nega- 
tiven Glieder,  so  erscheint  f(x)  als  Differenz  zweier  Reihen,  deren 
jede  fiir  sich  rfur  positive  Glieder  besitzt.  Diese  Reihen  convergiren 
zufolge  der  anfänglichen  Voraussetzung,  und  daher  sind  ihre  Summen 
bestimmte  endliche  Functionen  von  a:,  die  wir  mit  fi(x)  und /^(x) 
bezeichnen  wollen,  so  dass 

f(x)=A{x)^A(x). 

Für  die  Reihe  4)  gilt  Dasselbe  und  es  sei  (pi(x)  die  Summe 
aller  positiven,  q>2(x)  die  Summe  aller  negativen  Glieder,  mithin 

(p(x)  =  q>i(x)  -"  q>,(x). 

Aus  dem  vorigen  Satze  folgt  nun 

q>i(x)  =  f{(x)  ,    <P9(x)  =  f^{x), 
mithin 

also  ist  auch  hier 

Wir  haben  jetzt  folgendes  Theorem : 
Wenn  die  Gleichung 

für  alle  zwischen  —  k  und  -{-  k  enthaltenen  x  gilt,  so 
ist  unter  derselben  Bedingung 

diese  Gleichung  besteht  auch  noch  an  den  Grenzen 
der  Convergenz  (für  x  =  +  A),  wenn  in  diesen  Fällen 
beide  Reihen  convergiren. 

II.  Die  vorigen  Betrachtungen  sind  leicht  auf  den  allgemeinen 
Fall  auszudehnen,  wo  die  einzelnen  Glieder  der  ursprünglichen  Reihe 
irgend  welche  Functionen  von  x  bilden. 

Es  sei  nämlich  die  ursprüngliche  Reihe 

8)  /{x)  =  ^(x,  0)  +  *(x,  1)  +  tl;(x,2)  + 

convergent  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  und  jedes  ihrer  Glie» 
der  eine  stetige  Function  von  x;  femer  convergire  auch  die  Reih« 
der  Differentialquotienten 

9)  9(x)  =  i/(x,  0)  4-  i^(x,  1)  +  *'(x,  2)  + 

von   denen  jeder    einzelne    gleichfallB   oontinuirlich    bleiben   mög^ 
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wenigstens  innerhalb  des  Convergenzintervalles.  Wählt  man  jetzt 
k  so  klein,  dass  x  -{-h  die  Grenzen  der  Convergenz  nicht  überschrei- 
tet, so  erhalt  man 

10)  /(»  4-  h)  -  fix) 

h 

=  *'(ic4-^oÄ,  0)  +  *'(a?+'&iÄ,  1)  +  ^'(«  +  ^2*,  2)  + 

and  hier  mag  zunächst  der  Fall  betrachtet  werden ,  wo  alle  Glieder 
gleiche  Vorzeichen  besitzen. 

Ist  nun  irgend  eine  einzelne  Function  V(s)  und  ein  indivi- 
daellerWerth  von  xr,  etwa  ir  =  rc,  gegeben,  so  lässt  sich  h  immer  so 
klein  wählen,  dass  die  Function  ^(e)  innerhalb  des  Intervalles 
i  :=  X  his  ß  r=  X  -\-  h  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt; 
man  wird  daher  in  den  meisten  Fällen'*')  h  so  klein  nehmen  können, 
d«68  jede  der  Functionen 

*'(«,  0),     *'(a;.  1),    V'(aj,2), 

von  j  bis  a;  -|-  ^  nur  wächst  oder  nur  abnimmt.  Dies  vorausgesetzt, 
ist  unmittelbar  einleuchtend,  dass  die  Summe  der  in  Nro.  10)  vor- 
kommenden Beihe  zwischen 

^'(x,  0)  +  *'(«,  1)  +  t'(x,  2)  4-  .  •  .  =  q>(x) 
und 

^(x  +  Ä.  0)  4-  *'(a?  +  Ä.  1)  +  *'(a;+  Ä.  2)  +  .  . .  =  <p(a:  +  Ä) 

enthalten  sein  muss;  es  gilt  folglich  die  Ungleichung 

vorin  sich  die  oberen  Zeichen  aufwachsende,  die  unteren  auf  ab- 
nehmende if  beziehen.  Durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwin- 
dende h  wird  die  vorige  Ungleichung  zur  Gleichung 

(p(x)=f'(x)] 

in  diesem  Falle  ist  also  die  Differentiation  der.  Gleichung  8)  erlaubt. 
Dasselbe  gilt,  wenn  h  so  klein  gewählt  werden  kann,  dass  von  einer 
bestimmten  unveränderlichen  Stelle,  ab  die  Functionen 

♦'(x,  w),    *'(x,  m+1),     ^'(a?,  m  +  2), 

^tweder  nur  wachsen  oder  abnehmen;  denn  man  würde  dann  die 

Heihe  10)  zerlegen  in 

^'(jJ  +  ^oÄ,0)  +  ^'(a:  +  ^iÄ,l)  +...  .  +y(Ä  +  ^«-iÄ,m-l) 

+  *'(x  +  l^«Ä,f»)  +  ^/^'CaJ  +  ^m  +  i^w+.l)  + 

wd  jeden  Theil  besonders  behandeln. 


*)  Ansnabmefalle  sind  in  der  That  möglich,  wie  nachher  gezeigt 
»erden  aoll. 

13* 


196  Cap.  VI.  §.  42.  Die  Differentiation  unendlicher  Reihen. 

Durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  im  Abschnitte  I.  lässt  sich 
der  gefundene  Satz  auch  auf  den  Fall  ausdehnen,  wo  die  Reihe  10) 
positive  und  negative  Glieder  besitzt;  die  Aufstellung  eines  allge- 
meinen Theorems  mag  aber  unterbleiben,  weil  dieses  an  so  viele  Be- 
dingungen geknüpft  ist,  dass  es  eine  unförraliclie  und  unbequeme 
Gestalt  erhalten  würde. 

Noch  wollen  wir  mit  wenigen  Worten  des  Ausnahmefalles  ge- 
denken.    Ist  z.  B.  o;  <  1  und 

•üffx,  n)  =  ( — — ^)a;»"  +  ». 

^^  •  ^        \2n  +  l        2n  +  2/ 

if'(x,  n)  =  (1— rr)««", 

so  kann  man  zwar  für  x  <^  l  dem  h  einen  solchen  Wcrth  gebon, 
dass  T^'(x,  wi),  t'(x,  iw  +  1)  etc.  zwischen  x  und  x  -{-  h  nur  wach- 
sen oder  nur  abnehmen,  für  x  =  1  und  ein  negatives  h  =  —  Ä  ist 
dies  aber  nicht  mehr  möglich.     Die  Function  i/(x^  n)  erreicht  näm- 

•2 II 

lieh  für  a:  == ; —  ihr  Maximum;  man  mag  mm  8  so  klein  wah- 

2n+  1  '  ^ 

len  wie  man  will,  so  würde  es  doch  immer  Reihenglieder  geben,  für 

welche 

ist  oder  deren  Maxima  zwischen  1  —  S  und  1  eintreten,  die  also 
innerhalb  dieses  Intervalles  zu-  und  abnehmen.  Die  Reihe  der  Diffe- 
rentialquotienten ist  daher  bei  diesem  Beispiele  zwa^fÜr  x  <C  1$  ^her 
nicht  für  X  =  1  giltig. 

III.  Das  bequemste  Verfahren,  um  über  die  Anwendbarkeit  der 
gewöhnlichen  Differentiationsregel  zu  entscheiden,  besteht  darin,  dass 
man  noch  die  zweiten  Differential quotienten  der  Reihenglieder  be- 
rücksichtigt, indem  man  von  dem  Satze*) 

Gebranch  macht     Lässt  man  nämlich  in  der  Gleichung 

11)  /(x)  =  if(x,  0)  +  *(a?,  1)  +  *(a;,  2)  + 

X  um  h  wachsen ,  ohne  das  Convergenzintervall  zu  überschreiten ,  so 
erhält  man  nach  dem  erwähnten  Satze 


^  Dieser  ist  ein  spedeller  Fall  der  Formel  18)  in  §.  18  und  folgt 
aus  letzterer  für/ssV'fA^:«,  ii=r2. 


12) 
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/(x  +  A)  _  /(x) 


>        h 

=  i/ix,  0)  +  ^/C^F,  1)  -f  *'(*,  2)  +  #/(*.  3)  H 

+  5*[*"(x+*o».0)  +  t"(aj  +  *,»,l)  +  i(;"(ar +  «■,*,  2)  +  ...] 
Ilkr  ist  einftch  zu  untersuchen,  in  wie  weit  die  Reihe 

r(x  +  »oh.  0)  -f-  t"(x  +  ^lÄ,  1)  +  *"(a;  +  »tK  2)  +  •  •  • 
coüTergirt;  bo  lange  sie  diese  Eigenschaft  besitzt,  so  lange  ist  ihre 
Samme  eine  endliche  Grösse,  etwa  ^{x^  h),  und  wenn  sie  dies  auch 
fÄr  A  =  0  bleibt,  so  wird 

LifnlhV(x,h)]  =  0, 
mitbin  nach  Nro.  12) 

13)       f'(x)  =  i/ix,  0)  4-  *'(«;.  1)  +  ^(x,2)-\ 

Als  Beispiel  diene  folgender  Fall.     Es  sei  x  ein  ächter  Bruch 
^(z,  0)  =  0  und 


*(a?,  n)  =  —  Z^l  — y  =  tt*; 


nach  §.  37  (Formel  4)  convergirt  dann  die  Reihe  «i  +  «^  +  ^^ 
Setzen  wir  daher 

so  folgt 

,5)  /(»  +  h)-  fix) 

h 

^      2»        I        2»        1        2^' 

1«  — X»  ^  2«  —  ««  ^  3«  — a!«  ^ 


,    J    !*  +  ( 


1«  ^  (x  +  »ih)*         '2« +  (j; +  »«*)*     , 
■x  +  »i  Ä)«]»  "^  [2«  -  (*  +  fl-,Ä)»]»  "^ 


vobei  h  so  klein  gew&hlt  werden  muss ,  dass  auch  x  ■{-  h  ein  ächter 
Brach  ist.  Die  Summe  der  letzten  Reihe  wird  zu  gross ,  wenn  man 
itsit  z  -\-  f^th,  z  -\-  9^ih  etc.  die  grössere  Einheit  setzt,  es  ist  daher 

^     *^*' *^  ^  [1  -  (a;  +  ^lÄ)»]«  ^  (2»- 1)«  ^  (3»—  1)»  ^         ' 

Uar  convergirt  die  von  x  nnshh&ngige  Reihe  und  hat  eine'numeri« 
idta  Summe  £1^  mithin  ist 

0  <hVix,  h)  <  _— ^-j-^^— -  +  AS 
ud 
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Die  Gleichung  15)  liefert  nun 

f'(x\  = 1 !-.•.•• 

und  daraus  erhellt,  dass  im  vorliegenden  Falle  die  Differentiation 
der  Gleichung  14)  erlauht  ist. 

§.43. 
Die  imendliohen  Doppelreihen« 

Unter  einer  Doppelreihe  oder  einer  Reihe  mit  doppeltem  Ein- 
gange versteht  man  ein  Aggregat  von  folgender  Form : 

*/  0       '         1       '         S       '         8        ' 

+  «;+«;  + «;  + «;  + 

^.  „n  +  „n  +  «n  +  „n  ^ 

+  •  • 

das  allgemeine  Glied  derselben  wird  durch  u      dargestellt,  wo  m  und 

n  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Man  kann  sich  die  obige  unend- 
liche Doppelreihe  dadurch  entstanden  denken,  dass  man  in  der  end- 
lichen, aus  mn  Gliedern  bestehenden  Doppelreihe 

2)  «0    +  «*i    +  <*i    +  •  •  •  •  +  «I.-1 

+  u^    4-  u^    +  tt'    H +  u^    , 

'      0     ^      1  a  '      •— 1 

+  «°  +  «°  + «°  +  •  •  •  •  +  «"_, 
+ 

'      0  i  '      a  «— i 

die  Zahlen  m  und  n  gleichzeitig  in's  Unendliche  wachsen  lAsst;  be- 
zeichnet daher  £r*^  die  Summe  der  endlichen  Doppelreihe  2),  so 
muss  man  unter  der  Summe  der  unendlichen  Doppelreihe  1)  den 
Grenzwerth  verstehen,  welchem  sich  ä"^^  bei  gleichzeitig  unend- 
lich, werdenden  m  und  n  n&hert  Im  Fall  dieser  Grenzwerth  exi- 
stirt  und  von  endlicher  Grösse  ist,  heisst  die  unendliche  Doppelreihe 
convergent,  ausserdem  divergent. 

I.    Setzen  wir  zunächst  voraus,  dass  die  unendliche  Doppelreihe 
nur  positive  Glieder  besitze  und  8  zur  Summe  habe,  so  ist 
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3)  S  -  S^-*> 


Xm-1)   ,     ^Am-l) 


+  «r   +«!""  +••••  +  <"•>  +<ti  + 

+ -^ •  • 

ood  da,  der  YoraosseiziiDg  zufolge,  8^^^  hei  gleichzeitig  inV  Unend- 

liehe  wachsenden  m  und  n  der  Grenze  S  zuBtreht,  80  kann  die  linke 
Seite  der  vorstehenden  Gleichung,  mithin  auch  die  Summe  aller  rechts 
rerzeicbneten  Grossen  kleiner  als  jede  angebbare  Grösse  gemacht 
it^en,  wenn  man  m  und  n  gross  genug  wählt»  Wegen  des  positi* 
reo  Vorzeichens  aller  Glieder  kommt  dieselbe  Eigenschaft  auch  fol- 
genden Grössen  zu: 


9.    =«.        +«.+,    +«,+,     + 


'^                      0 

+  «r'  +  •  • 

•   •    +   «,-1 

+  „<-+'J 

'+«;•»+»+ .. 

.   .    +  „<•  +  »> 

•               fl 

+  «r^,  +••• 

•     •     •     • 

+  «^+" 

'+«r/x"+--- 

•     •     •     • 

1         •     •     •     • 

•      •      •      •     1 

^con  es  besteht  jede  dieser  Summen  aus  weniger  Gliedern,  als  auf 
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der  rechten  Seite  von  Nro.  3)  yerzeichnet  sind  *)•     Die  nunmehrif e 
Gleichung 

gestattet  eine  doppelte  Schreibweise;  man  kann  erstens  dafär  setzen 

6)  S-p<-'-<"'=S<-'+(».. 

und  hier  steht  auf  der  rechten  Seite  die  Summe  der  m  ersten  Hori- 
zontalreihen  aus  Nro.  1).    Bezeichnen  wir  nämlich,  wie  folgt» 

8  =  u  4-  u  4-  u    + in  inf. 

0    '       1    •       1     ' 


s»  =  tt^  +  u'  +  tc*  4- 


U.  8.  W. 

wo  s,  s',  s°  etc.  selbstverständlich  endliche  Grössen  sind,  so  hat  man 
statt  der  Gleichung  5)    • 

Bei  unendlich  wachsenden  m  und  n  wird  hieraus,  weil  dann  ^^"^  und 
ölT^  gegen  die  Null  convergiren, 

6)  S  =  s  +  «i  +  s«  4-  «™  + 

Femer  kann  man  statt  der  Gleichung  4)  schreiben 


^)  Die  Bedeutung  von  e»i  C^"'  und  al^"^  wird  durch  folgendes  Schema 
vollkommen  anschaulich: 
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und  hier  enthält  die  rechte  Seite  die  n  ersten  Yerticalcolonnen  auf 
Nro.  1>    Für 

8  =  u  +  u'  4-  w°  +  •  •  •  '  in  inf. 

0  0    '        0    '        0    ' 

5  =  1«  +  tt'  +  ti"  + 

1  I    '      1    '      1    • 

^  XL   8.  W. 

ut  n&mlich 

S  —  o  —  d^"^  =  s  +  »  +  s  +  •  •  •  +  ».    , 
and  hieraus  wird  bei  unendlich  wachsenden  m  und  n 

7)  '8  =  8o+8i+8i+8s   +   '"* 

Die  Gleichungen  6)  und  7)  geben  zusammengenommen  folgen- 
den Satz: 

Wenn  eine  nur  positive  Glieder  enthaltende  Doppel- 
reihe convergirt,  so  kann  man  sie  sich  ebensowohl 
aus  einzelnen  Horizontalreihen  als  aus  Vertical- 
colonnen  zusammengesetzt  denken;  die  so  gebildeten 
Reihen  convergiren  und  haben  dieselbe  Summe. 

IL  Bei  der  vorigen  Betrachtung  wurde  angenommen,  dass  die 
Convergenz  der  Doppelreihe  bekannt  sei,  und  hieraus  die  Conver- 
genz  der  einfachen  Reihen  hergeleitet,  welche  entstehen,  wenn  man 
die  Summen  der  Horizontalreihen  oder  der  Yerticalreihen  als  Glie- 
der neuer  Reihen  (6  und  7)  betrachtet;  es  fragt  sich  nun,  ob  diese 
Sdüttsse  umgekehrt  gelten. 

Die  Glieder  der  gegebenen  Doppelreihe  denken  wir  uns  zunächst 
anf  ihre  absoluten  Werthe  redncirt  und  bezeichnen  letztere  wieder 

mit  II  ,  «    etc.  u  ,  u  etc.    Femer  setzen  wir  voraus,  dass  die  Reihe 

der  Horizontalsummen  s,  a*,  ^  etc.  convergire  und  8  zur  Summe 
habe;  es  ist  dann 

8  =  $  +  ^  ^  fi  +  ifa  ^ 

Zieht  man  hiervon  die  Summe  der  m  ersten  Glieder  ab,  die  mit 
£(■>  bezeichnet  werden  möge,  so  bleibt 

Für  hinreichend  grosse  fit  kann  die  linke  Seite  kleiner  als  jede 
togebbare  Zahl  gemacht  werden  (wegen  8  =  lAmS^^^);  von  der 
rechten  Seite  gilt  dasselbe,  und  wenn  daher  6  irgend  eine  willktkhr^ 
liehe  Zahl  bezeichnet,  so  kann  m  immer  so  gross  gew&hlt  werdeui 

datt 
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=  „<")      +»^""      +«<■">       + 

+  «J"+«  +  uj"+*>+  «;-+«  + 

•    +  •' * * 

weniger  als  \b  beträgt.  Andererseits  sind  3,  s',  s^'  etc.,  der  YorauB- 
setzung  nach,  endliche  Grössen,  mithin  convergiren  die  gleichgelten- 
den Horizontalreihen,  z.  R 

g(m)^^(m)_|_      («)_^  ^(m)    ^,.      . 

Zieht  man  hiervon  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  ab,  so  bleibt 

•*«    +  ^»  +  1+  **«+2  + 

und  durch  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin  überzeugt  man  sich  leicht, 

dass  diese  Summe  kleiner  als  jede  angebbare  Zahl,  abo  auch  <!^  •- —  e 

gemacht  werden  kann,  wenn  n  wächst.     Die  Summe  der  m  Reilien 

+  ^rvcv^+«^^  +  - 

lä^t  sich  daher  unter  \6  herabbringen.  Vereinigen  wir  diese  m  Rei- 
hen mit  denen  in  Nro.  8),  so  gelangen  wir  zu  dem  Resultate,  dass 
die  Summe  der  Glieder 

%        +  ^  +  1    +  •  •  • 

+  ^i    +  ^Ui  +  — 


Xm-l)    ,     ..(m-1) 


'       0  '       I  ' 


+  tr-"+ir-"  +  — 


+ 

kleiner  als  s  gemacht  werden  kann,   also  jedenfalls    eine  endliche 

Grösse  ist     Durch  Hinzuftlgung  der  in  S^"*  enthaltenen  Glieder  ent> 

steht  jetzt  eine  Doppelreihe  mit  gleichfalls  endlicher  Summe.     Unter 
Rücksicht  auf  Nro.  I.  giebt  dies  folgenden  Satz : 
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Wenn  die  absoluten  Werthe  der  Glieder  einer  unend« 
liehen  Doppelreihe,  in  Horizontalreihen  gruppirt, 
lauter  convergente  Reihen  geben  und  wenn  die  Reihe 
der  Horizontalsummen  wiederum  convergirt,  so  ist 
auch  die  Doppelreihe  convergent  und  es  bleibt  dann 
gleichgiltig,  ob  man  die  Glieder  in  horizontaler  oder 
in  Yerticaler  Richtung  vereinigt. 

Bass  dieser  Satz  zu  gelten  aufhört,  wenn  die  absoluten  Werthe 
der  Reihenglieder  nicht  mehr  convergente  Reihen  liefern ,  mag  fol- 
gendes lehrreiche  Beispiel  zeigen.     Die  unendliche  Doppelreihe  sei 

i(i-J)  -Jd-D  +K1-J)  -i(i-J)  +1(1-» 

+ia-D*-j(i-D»+i(i-D'-ia-i)»+}a-D' — 

+  Ki-ö»-JO-i)*  +  i(i-D'-i(i-»'  +  Ui-i)' 

+ 

worin  je  svei  in  derselben  Horizontalreihe  stehende  Glieder  sich  auf- 
heben; die  Beihe  der  HorizontalBominen  ist  hier 

s  ^-  «i  -{-  «n  ^_  gm  4. 

=  J(i-S)  +  J(i-J)*  +  l(i-})'  + 

1 

—  9  •■TUT—  ^  i 
1  —  5 

Für  die  Reihe  der  Yerticalsummen  findet  man 

So  +  «1  +  S2  +  «8  + 

—  5       »13       4ii       i    y^  6  > 

hier  ist  bei  Addition  einer  ungeraden  (2k  —  1)  Anzahl  von  Gliedern 

8u-i  =  +  J    ™d    LimSik-i  =  +  J, 

dsg^en  bei  Zusammenfassung  von  2  k  —  2  Gliedern 

Jfc- 
Si»-j  =  J  —  rXT*  XrfwSjt-s  =  J  —  1  =  —  }« 

vorans  erhellt,   dass  die  Reihe  der  Yerticalsummen  nicht  convergirt, 
sondern  zwischen  -f"  \  ^^d  —  l  hin  und  her  oscillirt. 

Das  f^  den  ersten  Augenblick  befremdliche  Resultat,  dass  die 
betrachtete  Doppelreihe  bei  der  einen  Anordnung  eine  bestimmte 
Somiiie  liefert  und  bei  der  anderen  unbestimmt  wird,  erklärt  sich 

sehr  einfach,  wenn  man  erst  die  Summe  £•      aufsucht.     Man  findet 
Bod  um  hieraus  die  Summe  der  unendlichen  Doppelreihe  abzuleiten 
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miiBB  man  m  und  n  gleichzeitig  in*8  Unendliche  wachsen  lassen;  dies 
gieht 

S  =  J  —  1  +  l^ml^mfri  — -)"*^n  . 

Denkt  man  sich  in  dem  letzten  Ausdrucke  erst  m  als  oonstant 
und  vergrössert  n  in^s  Unendliche,  so  hat  man 

Limru  — -^j   ^n=  1,  mithin Xtm24mrA  —  -V^n  =  1, 

und  S=  +  J- 

Lftsst  man  dagegen  zuerst  n  constant  und  m  in's  Unendliche 
wachsen,  so  ergiebt  sich 

Lim  \(l  —  ^ j  ^  J  =  0,  mithin  Lim  Lim  Ul  —  -)"^  T  =  0 

und  S  =  —  J. 

Man  könnte  aber  auch  m  und  n  gleichzeitig,  in  irgend  einem 
Verhältnisse  zu  einander,  unendlich  vermehren;  setzt  man  z.  B. 
m  -^  1  =  hn^  wo  h  eine  constante  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  so 
wird 

LimLim  [(l-^)'""]  =  i^-[(l~~r]  =  e'^ 

Man  sieht  aus  diesen  Erörterungen ,   dass  (1 I  bei 

gleichzeitig  unendlich  wachsenden  m  und  n  sich  keiner  bestimm- 
ten Grenze  nähert;  dasselbe  gilt  von  5^*"^  und  daher  ist  die  betrach- 
tete Doppelreihe  divergent,  obechon  sowohl  die  Horizontalreihen  alB 
auch  die  Reihe  der  Horizontalsummen  convergiren.  Dagegen  wür- 
den die  absoluten  Werthe  der  Reihenglieder  keine  convergirenden 
Reihen  liefern  (es  wäre  schon  s  =  oo)  und  eben  desshalb  besteht  das 
vorhin  ausgesprochene  Theorem  nicht  mehr. 

m.  Es  seien  P  und  Q  die  Summen  der  beiden  convergirenden 
Reihen 

«o+t*i+tia+tt|H ••, 

t'o  +  «^  +  «^  +  t'a  +  •  •  •  •  » 
von  denen  wir  voraussetzen,  dass  sie  ihre  Convergenz  beibehalten, 
wenn  die  Reihenglieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt  werden; 
in  der  Doppelreihe 


t   • 
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%  «'O    +  «I  n)    +   «2  t'O    +  Wd  t'o    + 

+  UqVi  +  «*i  t'i  +  «a  Vi  + 

+ 

ooDTergiren  nun  die  Horizontalreihen  nnd  hahen  die  Summen 

Pro  ,     Pvi  ,    PVi       Fvs  ,••••# 

auch  oonVergirt  die  Reihe  der  Horizontahummen 

Pvo  +  Fvi  +  FPi  +  Pv^  -] 

=  Pivo  +  t^  +  t^  +  va  H )  =  PQ'       ' 

Zufolge  des  in  II.  ausgesprochenen  Theoremes  convergirt  jetzt 
die  vorige  Doppelreihe  und  darf  nach  Yerticalcolonnen  geordnet  wer- 
den, d.  h.  die  neue  Reihe 

+   («0  «^8    +      «l  «^    +   <*i  «^1    +   t*3  t^o)    + 

ist  convergent  und  hat  PQ  zur  Summe.  Die  Betrachtung  der  Dop- 
pelreihen filhrt  demnach  auf  den  in  §•  41-,  II.  entwickelten  Satz 
surüdc. 


Cap.  VII. 

Die  PotenzenreiheiL 

§.  44. 
Die  Theoreme  Yon  Taylor  und  Mao  Laoriii« 

Um  vorerst  zu  einer  Verallgemeinernng  des  in  §.  18  anter 
Nro.  17)  verzeichneten  Theoremes  zu  gelangen,  setzen  wir  ähnlich 
wie  dort 

1)  y(a,)=/(:r)+^/(x)+^^=|^r  (.:)  +  .. . 

^  1.2...(n— l/  ^' 

und  verstehen  unter  9)  {%)  die  unhckannte  Summe  der  rechts  stehen- 
den Reihe;  gleichzeitig  nehmen  wir  an,  dass  die  gegebene  Function 
f{x)  nebst  ihren  n  ersten  Differentialquotienten  endlich  und  stetig 
bleibe  innerhalb  eines  gewTssen  Intervalles  x^=^a  bis  a;  =  &.  Durch 
Differentiation  ergiebt  sich 


^'<-)=i.2"(ri)>^<->' 


und  da  unter  den  gemachten  Vorausetzungen  9  (x)  und  tff  (x)  von 
x  =  a  bis  X  =  5  endlich  und  stetig  bleiben ,  so  kann  die  Formel  6) 
in  §.  8  oder  die  mit  ihr  identische 
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aogewendet  werden,  in  welcher  i>{x)  eiho  willkürliche,  Ton  x^=a 
bis  x=r6  endlich  und  stetig  bleibende  Function  bedeutet,  deren 
Differentialquotient  if'(x)  gleichfalls  endlich  und  stetig  bleiben  muss 
und  überdies  zwischen  a  und  h  keinen  Yorzeichenwechsel  erleiden 
darf.  Nach  Xro.  1)  ist  9  (h)  =f(Jb)^  ferner  lässt  sich  aus  der  Formel 
für  ^'(x)  der  Werth  von  g>'(a  +  ^[6 — a])  ableiten,  und  so  erhält 
man  aus  der  letzten  Gleichung  den  Werth  von  g>(a).  Setzt  man 
auch  in  Nro.  1)  x  =  a  und  vergleicht  die  beiden  Ausdrücke  von 
fp  (a),  so  hat  man  das  Resultat 

/(«)  f  ^/  (a)  +  ^-^^  /"(«)  +  ••  •• 

1 0»  —  O)        y.(,_i)  f   \ 

^  1.2.,.(tt— !)•'         ^^ 

=/(«») -iV+FIftTZ^) 1.2. ..(n-1)     /"X«+gP>-«]). 

Für  b —  a=h  oder  h  =  a  -^-h  folgt  hieraus  der  sogenannte.  Tay- 
lor'sehe  Satz 

2)    /(a  +  ;0-B.  =/(a)^-•^Ä^-•^Ä«^-.... 
^  1.2...(n— 1)        ' 
wobei  xor  Abkfirmiig 

«  »    _    i(.(a  +  A)-<f(a)      (1  -fr)-»/»)  (a  +  Oft)  ,_, 

'^         -^  -       *'(a+fr»)       •  1.2... (n—1)  " 

gesetzt  worden  ist  Zar  Gfiltigkeit  dieses  Satzes  gehört,  dass  f(e) 
f  (*) .  J"  W.  •••/<"'  W.  *  W  nnd  il>'(e)  von  e  =  a  hia  z  =  a  +h 
stetig  and  endlich  bleiben  und  dass  i>'  (x)  innerhalb  dieses  Interval- 
les  sein  Vorzeichen  nicht  wechselt. 

Für  0=^0  und  h  =  x  ergiebt   sich   das   Theorem  von   Mae 
Lau r in,  nämlich 

4)        /(x)-2t,  =/(0)  f  ^-^x  +  ^  ««  + 


•   •  •  • 


^   1.2...(n  — 1)         • 


..  »   _  »(:e)-!P(0)  (l-fr)-VC)(fra;) 

*^  ^~      *'(»«)     ■     1.2. ..(n—1)  • 

velclMS  aber  nur  gilt,  wenn  f(e),f' (e),  /"  (e)  ...  /<»>  (*),  ^  (g)  and 
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^'(xr)  von  e  =  0  bis  5  =  «  stetig  nnd  endlich  bleiben  nnd  wenn 
if'  (s)  innerhalb  dieses  Intervalles  keinen  Vorzeichen  Wechsel  erleidet 
Da  der  genaue  Werth  des  positiven  echten  Bruches  d"  unbekanDt 
ist,  so  Ifisst  sich  auch  der  genaue  Werth  des  sogenannten  Reaiei 
B»  nicbt  genau  angeben,  sondern  nur  sein  Maximum  und  Minimam. 
Sehr  häufig  aber  ist  bei  unendlich  wachsenden  n 

6)  Lim  Rn=0 

und  dann  hat  man  aus  Nro.  5) 

7)  /(a;)=/(0)4.-^  -,+  /^  ^.  +.... 

d.  h.  die  Function  f(x)  lässt  sich  unter  allen  genannten*  Bedingon- 
gen  in  eine  nach  Potenzen  von  X  fortschreitende  Reihe  verwandeln. 
Dass  letztere  convergirt,  versteht  sich  von  selbst.  Ob  und  unter 
welchen  Umständen  Lim  Bn  =0  ist,  bedarf  in  jedem  Falle  einer 
besonderen  Untersuchung.  Diese  kann  man  sich  einerseits  durch 
passende  Wahl  der  beliebigen  Function  ^  (e)  eHeichtem ,  anderer» 
seits  kann  man  hierzu  folgenden  Satz  benutzen:  wenn  «n  einen  von 
n  abhängigen  Ausdruck  bedeutet,  und  wenn  ferner  bei  unendlich 
wachsenden  n 

— -l<Xtm  !^i^<+  1 

ist,  so  ist  Lim  u^  =  0.  Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  folgt  äugen* 
blicklich  aus  der  Bemerkung,  dass  unter  der  gemachten  Voraussetzung 
die  unendliche  Reihe  Ui  -{- Uj  -^  «s  -{~  ®tc.  convergiren,  mithin  anch 
Lim  tt„  =  0  sein  muss. 

Die  Formel  7)  zeigt,  wie  man  eine  Function  /  (x)  unter  gewis- 
sen Bedingungen  in  eine  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  unend- 
liche Reihe  verwandeln  kann,  und  es  lässt  sich  erwarten,  dasa  diese 
Umwandlung  nur  auf  eine  einzige  Art  möglich  sein  wird.  Die  letz* 
tere  Bemerkung  bedarf  indessen  einer  genaueren  Untersuchung;  wir 
wollen  daher  eine  Gleichung  von  der  Form 

8)  /(a?)=0o  +  «1«  +  aaOJ^  4"  «i  «'  +  •••• 

als  bestehend  voraussetzen  und  umgekehrt  fragen«  welche  Werthe 
dann  die  Goefficienten  (hi  ^u  <h  otc.  haben  müssen. 

Zum  Bestehen  der  Gleichung  8)  gehört  vor  Allem  die  Gonver* 
gens  der  vorkommenden  Reihe;  der  absolute  Werth  von 

Lim  ?-^'^'^'  ^xz«m^=±i 
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darf  mithin  die  Einheit  nicht  übersteigen,  folglich  mnsa  lAm  — ^ 

dne  endliche  Grösse  sein,  welche  a  heissen  möge;  die  ConTergens 
der  Reihe  findet  dann  sicher  statt,  wenn  der  absolute  Werth  von  ax 
ein  echter  Bruch  ist  oder 

<x<-| 

a  a 

Beseichnen  wir  den  absoluten  Werth  einer  ZaU  »  wieder  mit 
[4  u  haben  wir  nach  der  gemachten  Voraussetzung 


^[==£5^] ='"'<•■ 


bei  binreichend  grossen  n  muss  folglich  der  genannte  Quotient  klei« 
ner  bleiben  als  ein  zwischen  \tLx\  und  1  eingeschalteter  echter  Bruch 
i  Derartige  Werthe  Ton  n  mögen  X;,  %  -f~  ^f  ^  H-  ^  oto-  Bein;  nach 
einer  oft  gebrauchten  Schlussweise  findet  sich  dann 

nitluii 

<  t«*  **]  r=i- 

Zerlegen  wir  nun  die  Reihe  8)  wie  iblgt 

/(ar)  =200  +  01^+^^'+*"  +  ö*— 1  «*~* 

n  beir&gt  der  absolute  Werth  des  zweiten  Theiles  rechter  Hand 
weniger  als  der  vorhin  gefundene  Ausdruck,  und  daher  lässt  sich 
^  Tdrstehende  Gleichung  durch  die  folgende  ersetzen 

9)  fix)  =  oo  +  ai«  +  a,«»  +  —  +  a*_ia^~i  +  "^^IT» 

vorin  q  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bez^dinet. 
För  X  =r  0  folgt  hieraus 

10)  /(0)  =  a„ 

Womit  der  Werth  von  Oo  bestimmt  ist.  Subtrahirt  man  die  Olei- 
^g  10)  von  der  Gleichung  9)  und  dividirt  mit  Xf  so  hat  man 

«eiter 

SthldBilob,  Aaaljiii.  X.  14 

w 
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=ai  +  OiX  +  '"  +  at^ixr-»  ^ — — -; 

beim  Uebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  x  nimmt  der  Quo- 
tient linker  Hand  die  Form  §  an,  man  findet  aber  nach  der  Regel 
des  §.  31 

11)  —^—=01. 

Vermöge  der  Wcrthe  von  Oq  und  a^  hat  man  weiter  aus  Nro.  9) 


X* 

=  a^  +  (hx  -\ +  a*-i«*-»  +  ^^*_ ^ 

nnd  als  Grenzwerth  für  verschwindende  « 

12)  TTä"-'^- 

Auf  gleiche  Weise  fortgehend,  erhfilt  man  für  irgend  einen 
CoelBcienten  am«  wenn  k  '^  m  genommen  wird, 

1 . 2  •  3  •  •  •  19t 

Demnach ^lässt  sich  eine  gegebene  Function  f(x)  nur  aaf  eine 
Weise  in  eine  unendliche  unbedingt  convergirende  Potenzenreihe 
verwandeln. 

Eine  Folge  dieses  Satzes  ist,  dass  eine  Gleichung  zwischen  zwei 
eonvergirenden  Potenzenreihen,  also  eine  Gleichung  von  der  Form 

Oo  +  a,  a;  -f-  Ö2  ^' +  «8  ^'  +  '•• 
=  ftb  +  ^1  a?  +  62  X*  +  5»  ä' 4- ••• 

nur  bestehen  kann,  wenn  die  CoefBcienten   gleicher  Potenzen   von  x 
identisch  sind,  nämlich  no=bo,  ai=l»x,  03  =  &|  n.  s.  w. 
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§.46. 
Der  binomische  Sats« 

Da  wir  die  Entwickelang  von  (1  -4*  ^^"^  ^^  ^^^  ^^^^  ^^"^  B^^' 
zen  positiven  fi  bereits  in  §.  7  erledigt  haben,  so  setzen  wir  im  FoU 
genden  immer  voraus,  dass  fi  keine  ganzes  positive  Zahl  sei.  Behufs 
der  Anwendung  des  Theoremes  von  Mac  Laurin  nehmen  wir  ferner 

/(*)=(!+ zV« 

nnd  haben 

/(«(a;)  =  fi(^-l)öi-2)...(ft-[Ä-l])j(l+a?>'-* 
_fi(ft~l)(ft  — 2)...((i  — [ä;-1]) 

~  (1  +  xy-f* 

vobei  die  zweite  Form  fßr  ^  >»  fi  dient,  welcher  Fall  früher  oder 
spiter  eintritt.  Sollen  nun  f{T\f{x\  /"  {x)  etc.  endlich  und  st^ig 
bleiben,  so  darf  der  Nenner  (1  +  «)*~^  nicht  verschwinden,  mitliin 
ist,  wenn  man  von  ä  =  0  ausgeht,  x  auf  das  Intervall  —  1  bis  +  ao 
la  beschränken,  so  dass 

—  1  <  »  <;  +  00 

die  erste  Bedingung  der  Entwickelung  ist.  Nach  Nro.  4)  und  5)  in 
i  44  und  für  ^  (jp)  =  rc"*  —  {x  —  xY  wird ,  p  >  0  vorausgesetzt, 

1)  ^l^^y^Bn 

^1     ^     1.2  ^  1.2.3  ^ 

ft(/i— 1)0^  —  2). ..(ft-[n  — 2])        , 
^  1.2.3...tn— 1)  ' 

.      ^        ft(^-l)(ft-2)...  (ft~[n>-l])    (1  - %y-^ ^ 
^       '"""  1.2....(n-l).p  '(1+^äV«-/* 

um  zu  erfahren,  unter  welchen  Umständen  der  Rest  bei  unend- 
lich wachsenden  n  gegen  die  Null  convergirt,  nehmen  wir  zuerst 
die  beliebige  positive  Zahl  p  =  1  und  ertheilen  dem  1?«  die  Form 


!?.  =  (-  l)->  y^x  (1  +  d«)^!  (l  _  J)  (l  -  I) 


.  •  • 


x  —  ^arX"""* 


(•  -  j^)  (r^) 


Da  X  zwischen  —  1  und  -f  oo  liegt,  so  ist  1  -)-  ^x  jedenfalls 
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positiv,  mithin  lix(l  -\-  d'x)f^  ^  eine  endliche  Grösse;  daher  fragt 
sich  nur  noch,  ob  alle  übrigen  Factoren  zusammen  ein  Product  geben, 
welches  bei  unendlich  wachsenden  n  der  Grenze  Null  zustrebt 
Nennen  wir  |  den  absoluten  Werth  von  x^  so  ist  für  positive  x,  d.  L 
für  a?  =  {, 

und  bei  negativen  07,  d.  h.  für  a?  =  —  f,  wobei  |  ein  echter  Brach ^ 
sein  muss, 

l  +  ^x  1  — ^f  l  —  H' 

der  absolute  Werth  des  letzten  Bruches  beträgt  weniger  als  |,  mit- 
hin ist  in  jedem  ^alle 


[B^]  <  «• 


+  ^X, 

wofern  nur  X  zwischen  —  1  und  -|-  od  liegt  Aus  den  bishcrigni 
Schlüssen  geht  hervor,  dass  Lim  Bn=  0  wird,  sobald  der  Ausdrude 

-=(.-f)(.-f)-0-^)«- 

bei  unendlich  wachsenden  n  die  Null  zur  Grenze  hat     Da  nun 

ist,  so  findet  die  letztere  Bedingung  in  dem  Falle  |  <C  1  sicher  statt, 
während  dagegen  für  |  ^  1  sowohl  Lim  Un  als  LimRn  unendlich 
werden  würden.  Aus  der  Gleichung  1)  folgt  jetzt  durch  üebergaug 
zur  Grenze  für  n  =  oo 

-  1  <  a?  <  +  1. 

Die  beiden  extremen  Fälle  a?  =  +  1  und  a;  =  —  1  bedürfen 
noch  einer  speciellen  Untersuchung.  Für  a;  =  -f*  1  haben  wir  aus 
Nro.  2),  indem  wir  die  beliebige  Zahl  ^  durch  n  ersetzen, 

^^      ^  ^   '  1.2.3 n  Vi  +W 

Der  erste  Factor  ist  immer  von  endlicher  Grösse;  der  letzte 
Factor  liegt  zwischen  0  und  1 ,  doch  darf  man  hieraus  nicht  schlie«- 
•en«  daM 
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-^•»^  Kit*)"]  = ' 

tan  müsse,  weil  ^  auf  unbekannte  Weise  von  n  abhängt*);  dasVer- 
schninden  von  Bn  findet  daher  nur  in  dem  Falle  sicher  statt,  wo 
der  zweite  Factor  gegen  die  Null  convergirt.  Um  hierüber  urtheilen 
sa  kduien,  unterscheiden  yr^  die  Fälle  eines  positiven  und  eines 
oegaÜTen  fi.  Bei  positiven  ft  giebt  es  immer  zwei  aufeinander  fol- 
gende ganze  positive  Zahlen  k  —  1  und  h^  zwischen  denen  (i  ent- 
halten ist;  dem  entsprechend  kann  folgende  Zerlegung  vorgenommen 
werden 

liQt-l)  (ft-2)  .  .  .  0*-[n-l])^ 

^     '  1.2...*  (ÄJ  +  l)  (ft+2)...(Ä;  +  n  — Ä) 

Der  erste  Bruch  rechter  Hand  besitzt  einen  unveränderlichen 
Werth;  der  zweite  Bruch  ist  von  der  Form 

ß(ß  +  l)(ß  +  2)....(ß  +  m^l) 

c(a  +  1)  (a  +  2) (a  -f  w  —  1)' 

a  =  fc  +  l,    /J  =  ÄJ  —  fi,    m  =  n  —  k 
und  hat  nach  §.  36  die  Null  zur  Grenze,  weil  hier  a  '^  ß  ist.     Für 
jedes  endliche  positive  fi  gilt  daher  die  Gleichung 
5)  j^ft0*-l)0*-2)...0t-[n-l])^^ 

Wenn  zweitens  (i  negativ  etwa  ft  =  —  A  ist,  so  wird 

fiO»  -  1)  öi- 2)...  (ft -[«-!]) 


=  (-1)- 


A(A  4- 1)  (A  +  2)  .  .  .  (A  +  n  —  1) 


und  nach  dem  vorhin  erwähnten  Satze  convergirt  der  Bruch  rechter 
Htnd'gegen  die  Null,  wenn  1  ]>  A,  d.  h.  —  1<C  —  A  oder  —  1  <[  f* 
iit  Die  Formel  5)  gilt  daher  unter  der  Bedingung  —  l<^ii<^-\-QDf 
und  dann  hat  man  auch  Lim  22«  =  0. 

Im  zweiten  Hauptfalle  rr  =  —  1  giebt  die  Formel  2) 

e)^.  =  (-l)-'»(^-^)0*-2)..-»-[n-l])(,_^),-,. 


^  So  würde  z.  B,  für  ^  =  —  der  obige  Qrenzwerth  nicht  =  0  son- 
fen  =  —  werden. 


•   • 
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Wir  betrachten  hier  zuerst  den  Fall,  wo  fi  negativ  =  —  A  ist 
und  nehmen  dann  |?  =  1 ;  die  rechte  Seite  der  Gleichung 

_(A  +  l)(A  +  2)...(A  +  n-l)  .1 

"~  1.2 (n-1)  •(i_»)i+l 

besteht  jetzt  aus  zwei  Factoren,  von  denen  der  erste  in's  unendliche 
wächst,  wälu'end  der  zweite  jedenfalls  mehr  als  k  betr&gt;  demnach 
wird  Lim  Ü,,  =  oo .  Ist  dagegen  fi  positiv ,  so  kann  man  p  =  (jl 
nehmen  und  erhält  aus  Nro.  6) 

7)         .  22.  _  (-1)- 1.2 (n-1) • 

mithin  nach  Nro.  1) 

/     l>-i  0i-l)(ft-2),..(ft-[n-.l]) 

^       ^  1.2 (n— 1) 

.    _  t  _  £    ,    f*(ft— 1)  _  ft(f*  —  1)  (^ ■- 2) 

l"^      1.2  1.^.3  "^ 

.  .  -L  r^  iv-i  ft(ft-l)..  .,0t^[n~2]) 
^^       ^  1.2 (n— 1) 

Dieses  Resultat  bestätigt  sich  auch  duich  die  identische  Glei- 
chung (§.  36) 

ß(ß+l)(ß-\-2)...,iß  +  m-l) 
a(a  +  1)  (a  +  2) (a  +  m—  1) 

"^      a      "^  a(a  +  1)  "^  o(a  +  1)  (a  +  2)  "^ 

(^-a)^08  +  l).     ..(^  +  m-2) 
'  "^  a(a  +  1)  (a  +  2) (a  +  m^l)' 

welche  füra=l,/J=l  —  ^^  m^=n  —  1  Dasselbe  giebt.  Durch 
die  Schlüsse,  womit  die  Gleichung  5)  erreicht  wurde,  überzeugt  man 
sich  ohne  Mühe,  dass  auch  hier 

1.2 (»  —  1) 

mithin  LimB^  =  0  ist.  Alles  Bisherige  führt  zusammengenommen 
zu  folgendem  Theoreme: 

Die  binomische  Entwickelung 

=  1  +  £a:  +  t<fLz21^2  +  ft»-l)a;-2)  ^,   ,   .  . . 
^1      ^      1.2^  1.2.3  ^ 

gilt  für  jedes  endliche  fi,  wenn  der  absolute  Werth 
*  von  X  ein  echter  Bruch  ist;  im  Falle  «  =  -{-  1,  muss 
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dagegen  ^i  zwischen  —  1    und   -|-  oo    liegen,    und    im 
Falle  «  =  — .  1  darf  f(  nur  positiv  sein. 

liaufig  vorkommende  specielle  F&lle  dieses  allgemeinen  Binomial- 
theorems  sind: 

8)     (f:^^  =  1  —  2a:  +  3a;«  —  4ä>  + . 

--  1  <»<  +  1; 

o\  1  ,         1       |l-3,       1.3.5,. 

^     YT+H  2      ^2.4  2.4.6       ^ 


~1<»<  +  1; 

101     Kl+«=1H •  • 

^  ^  ^2         2    4^2.46  • 

—  1  <a?^  +  1; 

ans  der  letzten  Gleichung  erhält  man  noch  durch  Anwendung  einer 
bekaimlen  Formel 

x_        1L3  Ä»        1.3.5.7  a?*    , 

~  2  "*"2.4   6  ■'"2.4.6.8  10  "^ ' 

—  1  <  »  <  +  1. 

Handelt  es  sich  um  die  Entwickelung  der.  fiten  Potenz  einer 
zweitheiligen  Grösse,  so  nenne  man  a  demjenigen  Theil,  dessen  ahso- 
loter  Werth  der  grössere  ist,  und  h  den  übrigen  Theil;  es  ist  dann 


ly 


12)  (a+6)A'  =  a^(l  +^ 

Diese  Formel  lässt  sich  u.  A.  zur  Ausziehung  der  Wurzeln  belie- 
big hoher  Grade  anwenden ;  so  ist  z.  B. 


l?^132  =  l?' 126  +  7  =  y  125(1  4-  Y^) 
1^8     125        3.6\125/    ^  3.6.9  \125/  I' 
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f76  =  l?^-8rr6  =  \/8l(l-|J 

I         4     81        4.8\8iy        4.8.12\81>/  J 

Das  hierbei  befolgte  Princip  wird  man  leicht  erkennen. 

§.46. 
Die  logarithmisohen  Reihen  und  die  Ezponentialreihen. 

L    Die  Annahme 
giebt  EimSchst 

^     ^*^-  (l+x)* 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  /(x),  f  (x),  J"  (x)  etc.  endlich  and  stetig 
bleiben  so  lange  x  swischen  —  1  und  -|-  <x>  liegt.  Unter  dieser  Vor- 
anssetzong  und  für  ^  («)=«>>  —(x  —  sy  fOhrt  das  Theorem  von 
Mac  Laurin  sa  folgender  Gleichung 

1)  Hl+x)-B, 

=  \x-\x^  +  \x' +  tli^l«— 1, 

W  —  1 

Für  p  =z  l  erhält  der  Rest  die  einfachere  Form 

wegen  —  l  <  a?  <  +  oo  ißt  1  +  ^a?  positiv,  mithin  der  erste 
Brach  jederzeit  von  endlicher«  Grösse ;  femer  gilt  wie  im  Torigen 

Paragraphen  die  Bemerkung,  dass  der  ahsolnte  Werth  von  ^ 

1  -|-  ^x 

weniger  beträgt  als  der  absolute  Werth  von  x,  DerReet  convergirt 
daher  gegen  die  Kuli,  wenn  der  absolute  Werth  von  x  ein  echter 
Bruch  ist;  bei  dieser  Voraussetzung  folgt  aus  Nro.  1) 

2)  1(1+»)  =  «- Ja?«  +  I»»-}«*  +  ...., 

-  1  <  »  <  +  1. 
Die  extremen  Fälle  «=+lund«  =  —  1  verlangen  eine 
besondere  Untersuchung.    Für  x=  +  l  ergiebt  sich,  wenn  p  =  si 
genommen  wird. 


•    •    •    • 


•  •  •  f 
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•  "~n(l+d)« 
mithin  bei  unendlich  wachsenden  n 

lAmBn  =  0. 
Ffir  ä?  =  —  1  wird 

^        n(l  — 'Ö')"' 

hier  wichst  iwar  der  erste  Factor  des  Kenners  in's  unendliche,  dage- 
gen könnte  ^  die  Einheit  jrar  Grenze  haben  und  folglich  der  Nenner 
die  unbestimmte  Form  oo  .  0  erhalten ;  man  darf  daher  nicht  behanp- 
teD,  dass  lAmBn  =  0  sei.     Nach  diesen  Bemerkungen  haben  wir 

3)  l(l+x)  =  \x  —  |a?«  +  Ix*  — Ix*  + 

—  1  <  a?  <  +  1. 

Lässt  man  —  x  an  die  Stelle  von  x  treten,  so  folgt 

4)  Hl—x)  =  —  J«  —  Jar«  —  |a?»  —  \x*  — 

-!<«<+  1; 

die  Differenz  der  Gleichungen  3)  und  4)  ist 

- 1  < « <  + 1. 

g 1 

Für  X  =  ,  wo  0  jede  positive  Zahl  sein  darf,  folgt  weiter 

und  damit  {st,  wenigstens  theoretisch,  die  Aufgabe  gelöst,  zu  jeder 
positiven  Zahl  den  natürlichen  Logarithmus  zu  finden.  Bei  kleinen 
Werthen  von  jt,  wie  z.  B.  itlr  #  =  2  und  jer  =  3 ,  ist  die  Formel  6) 
nr  numerischen  Berechnung  vollkommen  brauchbar;  bei  grösseren  jtr, 
L  B,  schon  f&r  jt  =  10 ,  convergirt  dagegen  die  Reihe  so  langsam, 
daas  sie  praktisch  nicht  mehr  benutzt  werden  kann. 

Aus  der  Bemerkung,  dass  l(a  -{-  h)  =  la  -j^  lll -\ )  ist,  er- 
hält man  leicht  unter  Anwendung  von  Nro.  3) 

T)  !(«+>)=»« +l- 1(7)* +}(iy — . 
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diese  Formel,  welche  auch  mittelst  des  Taylor'schen  Satzes  enir 
wickelt  werden  kann,  dient  zur  Berechnung  von  ?(a  4*^)1  wenn  Ja 
bekannt  ist.  Eine  zu  demselben  Zwecke  noch  bequemere  Formel 
ergiebt  sich  aus  der  identischen  Gleichung 

l  +  ^-A. 


1  — 


2a  +  h^ 

wenn  der  zweite  Logarithmus  rechter  Hand  nach  Nro.  5)  entwickelt 
wird,  n&mlich 

8)  Ka  +  l»)=la  +  2[^+j(^y  +  jQ-^y  +  ...]. 

Diese  Formel  ffilt  für  alle  positiven  a  und  5,  weil  dann. 

®  2a  +  h 

imitier  ein  echter  Bruch  ist.  Hat  man  aus  Nro.  6)  den  Betrag  tod 
{2  gefunden,  so  kann  man  jetzt  23,  14,  {5  etc.  berechnen,  indem 
man  6  =  1  und  a  =  2,  3,  4  etc.  setzt;  selbstverständlich  braucht 
man  nur  die  Logarithmen  der  Primzahlen  mittelst  unendlicher  Rei- 
hen zu  berechnen. 

Die  künstlichen  Logarithmen  der  Zahlen  lassen  sich  ans  deren 
natürlichen  Logarithen  auf  folgende  Weise  herleiten.  Es  ist  gleich- 
zeitig 

0  =  e''  xmd0  =  b*'^'f 

mithin,  wenn  man  von  beiden  rechten  Seiten  die  natürlichen  Loga- 
rithmen nimmt  und  vergleicht, 

Im  .  le  =  Hoge  .  Ib  oder  Im  =  ^logM  .  Z5, 
und  umgekehrt 

^logM  =  j-Jm  =  MtlM, 
10 

wo  Mb  den  sogenannten  Modulus  des  aus  der  Basis  h  oonstrairten 
Logarithmensjstems  bezeichnet.  Für  das  Brigg'sche  System  ist 
&  =  10  und  nach  den  vorigen  Formeln 

nO  =  2,30258509,     Mio  =  0,43429448. 

IL,  Nehmen  wir  f(x)  =  c*  so  ist/t*)(j?)  =  e'  und  es  bleiben 
daher /(x),/'(a;),/''(jr)  etc.  durchaus  endlich  und  stetig;  der  Mae 
Lanrin'sche  Satz  giebt  dann 

«'  — Ä 

=  1   +  — X  A X^  +  ••••  +  — ^_— ^^_  a5«~- 1  f 
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imd  2war  ist,  wenn  i(^  (jer)  =  j^  —  (x — 5)"  gesetzt  wird, 

^         1.2.3...n 
Man  übersieht  augenblicklicli,  dass  LimRn  =  0  wird,  sobald  x 
eine  endliche  Grösse  ist,  und  wenn  der  Ausdruck 

w«  -^^  — — ^^— 

gegen  die  Null  oonvergirt;  wegen 

findet  die  letztere  Eigenschaft  bei  jedem  endlichen  x  statt,  mithin 
i^LimB^  =  0  und 

»)         «•=i.  +  t  +  t:2+t:2:3  +  --" 

Für  X  ^=  1  erh&lt  man  ein  Resultat,  welches  im  Wesentlichen 
mit  dem  übereinstimmt,  was  in  §.  7  gefunden  wurde. 

Lässt  man  — o;  an  die  Stelle  von  x  treten,  so  ergiebt  sich  aus 
Xro.  9)  die  Gleichung 

X         x'  x^ 

10)  e-*  =  1  —  — .  +  — L  .  . .  .  , 

^  1^1.2        1.2.3^ 

welche  mit  der  vorigen  durch  Addition  oder  Subtraction  verbunden 
Verden  kann ;  man  erhält 

"^     — 2 — -^+r:2+T:2:374  +  --"- 

^  2         ■"  1  "^  1.2.3  "^  1.2. ..6  "^ 


Die  Formel  9)  führt  auch  zur  Entwickelung  einer   beliebigen 
Exponentialgrösse  a',  wenn  nur  deren  Basis  a  positiv  ist;  man  hat 
nimfich 
13)        a*  =  («'«)*  =  e*»« 

""      "^    1     "^    1.2    "^  1.2.3  "^  "•• 
Setzt  man  in  Nro.  9)  e'  =  ß  und  nimmt  beiderseits  die  Loga- 
rithmen irgend  eines  Systemes,  so  folgt  x  =  -= ,  mithin 

'  *  ^  1   ?<>«»«  ^  1.2  \%c/    ^ 

Hieria  liegt  die  LSsmig  der  Aufgabe,  am  dem  LogarithmiiB  einer 


220  Cap.  VII.    §.  47.    Goniomotrische 

Zahl  die  letztere  herzuleiten.     Am  einfachsten  wird  die  Formel  bei 
natürlichen  Logarithmen. 

m 

§.47. 
Gtoniometrisohe  und  cyolometriflohe  Beihen« 

I.  Da  die  Differentialquotienten  des  Cosinus  abwechselnd  Sinai 
und  Cosinus,  mithin  jederzeit  endlich  und  stetig  sind,  so  Iftsst  sich 
der  Mao  Laurin'sche  Satz  auf  den  Fall /(tr)  =  cosx  anwenden  und 
giebt,  wenn  im  Reste  ^  (if)  =  «"  —  («—-?)*  genommen  wird, 


• 


1)  C08X  —  ,    Q   Q — --co$i\nn  +  »x) 

x^    ,       X*  «•      ,         ,         «"^*  (n— 1)ä 

1.2^1.2.3.4      1.2. ..6^       ^1.2...(n—l)  2 

Aus  Abschnitt  II.  des  vorigen  Paragraphen  weiss  man  ferner, 
dasB  bei  unendlich  wachsenden  n 

^"' 1.2*3'...;  =  Q 

ist;  verbindet  man  hiermit  die  Bemerkung,  dass  C08(\nx  -^^i) 
nicht  über  das  Intervall  —  1  bis  -f*  I  hinausgeht,  so  gelangt  man  so 
der  Formel 

2)  ««*=  1-172  +  1:2:374 -172776  +••••• 
welche  für  jedes  endliche  x  gilt 

11.    Auf  ganz  ähnlichem  Wege  findet  man 

~1         1.2.3  "^  1.2...6        *"  "'"l.2...(n— 1)^^        2 

und  bei  unendlich  werdenden  n 

•^  1         1.2.3  ^  1.2. ..6 

Da  neb  aus  Hn  x  und  008  o?  die  übrigen  goniometrischen  Functio- 
nen des  Bogens  x  herleiten  lassen,  so  ist  hiermit  das  Problem  der 
Berechnung  aller  goniometrischen  Functionen  gelöst  Uebrigens  wer- 
den wir  sp&ter  noch  besondere  Beihen  Ar  ianXj  cd  x^  99cm  und 
tK»  entwickeln. 


und  cyclometrische  Reihen.  221 

IIL  Um  dos  Theorem  von  Mac  Laurin  auf  den  Fall  /(o?) 
=  aresin  X  anzuwendeu,  lassen  wir  zunächst  n  -f-  ^  ^^  die  Stelle 
Ton  n  treten  und  schreihen  demgemäss 

=/(o)  +  -^^  +  ^^^^  +  ••••  +  iTa— S"^  •     ' 

Ans  der  in  §.  14,  Nro.  7)  entwickelten  Formel 
/(*  +  !)(«)  =  D^+^arc$inx  = 

— 1)(2Ä— 3)\I+j?/     "  J 


1.3.5...(2*— 1)(,       l(Ä;)i    1—0?  , 

1  —  irr. — r  ^  I  ^  + 


2*(l-x)*/l— x«/        2»;— 1  l+a?     (2Ä;- 

gcbtnun  zun&chst  heryor,  dass  f(x)j  f(x)^  /"(^)  ^^  endlich  und 
stetig  hleihen  so  lange  x^  die  Einheit  nicht  erreicht;  wir  müssen 
dsher  —  1  <^  x  <^  ^  1  voraussetzen.  Die  genannte  Foimel  liefei-t 
aacli  dieWerthe  yonf(0)tf"(0)  etc.,  doch  kann  man  dieselben  kar- 
ler  tos  der  Relation 

^         ^^~  1  —  a;« 

berleitfin  (§.  14,  Nro.  6);  es  folgt  nämlich 

/(*+2)(0)  =  Ä;VW(0) 
mithin,  weil/(0)  =  0  und/'(0)  =  1  ist, 

/"(o)  =  0  .  y^(o)  =  0      ,  /^  (0)  =  0         

/"(O)  =  1«,    p  (0)  =  1».3«,    /VH(0)  =  1».3«.52, 

Denken  wir  uns  n  als  ungerade  Zahl,  so  haben  wir  bis  jetzt  fol- 
gendes Resultat 

6)  arcsinx  —  JB»+i 

■"1  ^  2    3  "'"2.4  5  "^'/'"^2.4...(n— 1)   n'  * 

welehes  noch  durch  eine  Discussion  des  Restes  zu  vervollständigen 
ist  Wollte  man  letztere  auf  die  bisherige  Weise  ausführen,  so  würde 
man  eine  etwas  complicirte  Untersuchung  anstellen  müssen;  wir 
benutzen  daher  ein  anderes  Verfahren.  Dieses  beruht  auf  der  Bemer- 
bmg,  dass  der  Differentialquotient  von  arcsinx  eine   algebraische 

FoDction,  nämlich  gleich  der  Potenz  (1  —  x^)"*  ist  und  dass  folglich 
der  Differentialquotient  der  Gleichung  5)  mit  einer  nach  dem  bino- 
mischen Satze  vorgenommenen  Entwickelnng  übereinstimmen  muss. 
Dm  diesen  Gedanken  auszuführen,  bezeichnen  wir  den  Rest  i^  +  it 
der  jeden£ftlls  von  x  abhängt,  mit  9(0;),  und  setzen  n  =  2m —  1; 
tt  lat  dann 
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6)  flrcstnx  =  -  +  --  +  — -  +  .... 

,    1.8.6. ..(2m  — 3)   a;«~-^     ,       ,, 
^  2.4.6...(2m  — 2)2m— 1  ^  ^^' 

und  dnrch  Differentiation 

^>7rbi  =  '  +  ^*  +  o*^  + 

,    1.3. 5. ..(2m  — 3)    ,__,    ,      ,,  . 
•  •  •  +  2:4:6...(2m-2)  *  +  *  (*>• 

Andererseits  ist,  wenn  man  in  Formel  9)  des  §.  45  — x*  für 
X  setzt, 

^         =  1  +  i^;«  +  14^  +     


1^1 -a:«  2        •    2.4 

,    1.3. 6... (2m— 3)    ,.    , 
^  2. 4. 6. ..(2m— 2) 

1.3..(2m-l)        (        2«»  +  ^;,»  I  (2m+l)(2m+3) 
^2.4....(2m)  r^2m  +  2      ^(2m  +  2)(2m  +  4)"^^ 

und  nun  giebt  die  Vergleichung  beider  Resultate 

V'ix)  = 

2m  +  l^,  ^  (2m  +  l)(2m  +  3)^  ^ 


1.3..(2m-l)^,^( 
2. 4. ...(2m)  (    ^ 


2. 4. ...(2m)  (     '  2m  +  2       '  (2m  +  2)  (2m  +  4) 

Aus  den  Gleichungen  6)  und  7)  geht  ferner  hervor,  das«  fp{x) 
und  g>'(x)  innerhalb  der  Grenzen  —  1  und  4~  I  endlich  und  stetig 
bleiben;  zur  Ermittelung  von  q>(x)  lässt  sich  daher  das  Theorem 

(p(x)  =  9(0)  4-  X(p'(^x) 

benutzen,  und  zwar  giebt  dies,  weil  9(0)  =  0  ist. 

^^^       2.4 (2m)  r^2m  +  2 

(2m  +  1)  (2m  +  3) 
■'■  (2m +  2)  (2m +  4)  "^ 

Die  Summe  der  eingeklammerten  Reihe  liegt  awiachen  Null  und 
aie  kann  daher  mit 
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8 

1— ^2a;a 

bezeichnet  werden,  wo  8  mnen  nicht  näher  bestimmten  positiven  ech« 
ten  Bmch  vorstellt.  Zufolge  des  hiermit  gefundenen  Werthes  von 
9(7)  ist  nuii  nach  Nro.  7) 

^.  1.3.Ö...(2m  — 1)  fi^2~fl;«*"+i 

2.4.6 (2tw)         1  — ^2a;2 

a;    ,    1  x3        1.3a:5  .    1.3...(2in  — 3)    ic^"»-^ 

—  T  +  IT  "5-  +  TT^  -r  +  •  •  •  + 


12    3'    2,4   5    ^  '    2.4...(2m  — 2)  2m— 1 

Die  hier  vorkommende  Reihe  zählt  m  Glieder  und  wird  unend- 
lich für  1»  =  00;  wegen  a?*  <  1  ist  in  diesem  Falle  Limx^^  =  0, 
während  1  —  ^'rc^  immer  von  Null  verschieden  bleibt.  Hieraus 
folgt  sehr  leicht,  dass  sich  der  Rest  der  Grenze  Null  näliert  und 
dass  mithin  die  Gleichung  besteht: 

..  .  a?    .     1  «3        1 . 3  aj5        1 . 3 . 5  ä' 

;        ««7*0.         1^2    3^2.45^  2.4.6   7  ^ 

-  1  <  a:  <  +  1.     - 

Für  a?  =  +  1  verliert  diese  Schlussweise  ihre  Gültigkeit;  der 
Rest  erhält  nämlich  die  Form 

,    l,3.5...(2m  — 1)      g^^"» 
—  2'.4.6 (2m)       '  1  —  ^2 

and  besteht  aus  zwei  Factoren,  deren  erster  zwar  gegen  die  Null 
convergirt,  von  denen  aber  der  zweite  unendlich  wird,  falls  -ö"  die 
Einheit  zur  Grenze  hat,  was  man  nicht  wissen  kann.  Wir  stellen 
daher  noch  folgende  Betrachtung  an. 

Bezeichnet  u  einen  Bogen  des  ersten  Quadranten,  so  gilt  die 
Gleichung 


m\u  =  Y oder  {u  =  arcstn   y  — 


—  cosu 
sin 


2 

worin  das  Wurzelzeichen   im   absoluten  Sinne  zu  nehmen  ist;  für 
«»»1*  =  X  wird   cosu  =  Vi  —  x%  u  =  arcsinx,  mithin 


r =  aresin  y^ 

wobei  y  eine  von  selbst  verständliche  Abkürzung  vorstellt.     Wäre 
um  die  Gleichung  9)  auch  nur  für  alle  Werthe  von  a;  =  0  bis  a? 

l/T 

=  ^  -r-  bewiesen,  so  könnte  man  doch  die  rechte  Seite  von  Nro.  10) 
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entwickeln,  da  hier  y  das  Intervall  0  bis  y/^  --  darchl&oit,  wenn  x 
von  0  bis  1  geht;  demgem&ss  ist 


,   .    -\/i-Yi-x* .  .n/i 

I  armn»  =  y -f  J  h  y'  _ 


+ 


2 

Das  erste  Glied  l&sst  sich  für  alle,  die  Einheit  nicht  Aberatei- 
genden  VTerthe  von  x*  in  eine  Potenzenroihe  verwandeln,  wie  For- 
mel 11)  in  §.  45  zeigt;  dasselbe  gilt  von  den  übrigen  Gliedern,  wenn 
man  beide  Seiten  der  erwähnten  Formel  der  Reihe  nach  auf  die  3te, 
6t6  etc.  Potenz  erhebt;  man  hat  daher  , 

\  arcainx  =  Jas  -(-  ^x*  -j-  ^x*  -f-  •  • .  • 

+  J(l«»  +  !!«»  +  ••••) 

+ 

Diese  Doppelreihe  erfüllt  alle  Bedingungen ,  welche  nach  §.41 
nöthig  sind ,  um  die  Reihenglieder  in  Verticalcolonnen  summiren  la 
dürfen;  vereinigt  man  daher  die  unter  einander  stehenden  Glieder 
und  mnltiplicirt  nachher  mit  2,  so  gelangt  man  zu  der  Gleidhong 

11)  aresin  X  =  a?  +  e^'  +  «^*  +  '•••! 

und* zwar  gilt  dieselbe  von  ^=0  biso?  =  1  oder  auch  von  x=  —  1 
bis  d?  =  4"  I  •  ^  beide  Seiten  immer  gleiche  Vorzeichen  besitzen. 
Zufolge  des  in  §.  44  bewiesenen  Satzes  muss  die  jetzige  Entwicke- 
lung  11)  mit  der  früheren  9)  identisch  sein;  formell  gelangt  man 
also  zu  keinem  neuen  Resultate,  wohl  aber  erfährt  man,  dass  die 
Gleichung  9)  auf  das  Intervall  x  =  —  lbisa;  =  4'^  ausgedehnt 

werden  darf,  wenn  sie  früher  auch  nur  von  o;  =  0  bis  jp  =  l^  -r- 

gegolten  h&tte. 

Giebt  man  dem  x  einen  solchen  Zahlwerth,  dass  arcrinx  einen 
bekannten  aliquoten  Theil  der  Kreisperipherie  ausmacht,  so  erhilt 
man  in  jedem  Falle  eine  Reihe  zur  Berechnung  der  Ludolph^schen 
Zahl;  so  ist  z.  B.  far  x  =  I 

6   ~  2  "*■   2'8.2»'^2.4'6.2»"*' 


•  •  •  •  • 


^n 


Die  Specialisimngen  x  =:  y  -^  und  «  =  1  liefern  ähnliche 

Reihen,  jedoch  convergiren  letztere  zu  langsam  für  die  numerische 
Berechnung. 
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Aue  Formel  9)  lAsst  mcli  endlich  noch  eine  Beihe  för  arccos  x 
tbldten»  wenn  man  yon  der  Besiehang 

arecasx  =  \x  —  arcsinx 
Gehnneh  macht» 

IT.    Die  in  §.  14 ,  IV.  «otwickelten  Formeln  zeigen ,  dass  die 
Diffarentialf  notienten  von 

f(x)  =  areianx 
Ar  jedei  endliche  x  ooniinnirlioh  und  endlich  bleiben;  femer  ist 

/C«*)(Ö)  =  0,    /P*-*-»J(0)  =  (— ly  1.2.8. ..(2Ä), 
nithin  nach  Mac  Laurin  für  ^  (jt)  =  jc"  —  (x  —  #)' 

ardan x ,>     t  sin ( n ardan  «s- ) 

nV(l+^«a;«)-         \  ^V 

Der  abaolnte  Werth  von  , ,  betragt  weniger  als    der 

abtolate  Werth  von  x\  der  Ansdmck 


a?" 1^  /         X  m    \* 

+  ^«a;»)«  ""  «  \Vl  +^«W 


•fi  V"(l  +  ^«  «»)«        «  VVl  +^«x«> 
convergirt  also  bei  unendlich  wachsenden  n  gegen  die  Null,  wenn 

JamI^x*)  ?=  0  ist,  und  Letsrteres  findet  so  lange  statt  als  der 
aUolote  Werth  von  x  die  Einheit  nicht  übersteigt.  Da  femer 
fmlnarctan  -jr— j  das  Intervall  — •  1  bis  4*  I  keinenfalls  überschrei- 
tet, 80  hat  der  Best  unter  den  vorigen  Bedingungen  die  Null  zur 
Grenie,  und  mithin  ist 

12)  ardanx  =  Ja:  —  Ja?*  +  Ja:*  — t 

—  1  fg  aj  ^  +  1. 
Im  Fan  der  absolute  Werth  von  x  mehr  als  die  Einheit  beträgt^ 
kann  man  die  Gleichung 

13)  ardanx  =  ln  —  arccotx  =  1«  —  ardan  — 
tttmtaen  und  ardan  —  nach  der  obigen  Formel    entwickeln;    dies 

X 

giobti  X  als  positiv  verausgesetzt, 

2         «  ^    3a?«        6«*    ^ 


•  •  • 


1. 

IckUBllck,  AMiyrii.    L  16 
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Bei  negativen  x  sind  beiderseits  die  Yorzeieken  amsakeliren. 
Durch  die  Formel  13)  erledigt  sich  auch  die  £ntwiekeliuig  von 
arccoiz. 

In  dem  speciellen  Falle  x  =  l  geht  die  Gleichung  12)  Aber  in 

dieses  Besnltat  ist  indessen  nur  formell  markwflrdig  und  eignet  sich 
wegen  der  ausserordentlich  langsamen  Convergenz  der  Reihe  nicht 
zur  numerischen  Berechnung  von  X.  Bequemere  Formeln  erhilt  man 
dadurch ,  dass  man  \x  in  zwei  oder  mehrere  kleinere  Bögen  zerlegt 
und  diese  einzeln  berechnet.  So  £ndet  man  a,  B.  nach  Formel  10) 
in  Abschnitt  II.  der  Einleitung 

Jjr  =  arctan  \  +  ardan  |, 

}«  =  arctan  \  +  arctan  |  +  arctan  |, 

und  hier  kann  man  die  einzelnen  Bögen  leicht  nach  Formel  12)  in 
rasch  convergirende  Beihen  verwandeln. 

Die  Xethode  der  iin]i>e8timmten  Coefflcientan. 

Bei  Functionen,  die  irgendwie  aus  sogenannten  einfachen  Func- 
tionen zusammengesetzt  sind»  gelingt  es  nidit  selten,  direct  das  Inter- 
vall zu  bestimmen,  innerhalb  dessen  eine  Reihenentwickelung  f&r  dir 
zusammengesetzte  Function  ezistiren  muss;  in  solchen  Fällen  wird 
die  Restuntersnchung  unnöthig  und  sind  nur  noch  die  Coefficienien 
der  Reihe  zu  ermitteln.  Hierzu  benutzt  man  oft  mit  Vorthei]  ein 
vom  Mac-Laurin*8chen  Satze  unabhängiges  Verfahren,  das  ici 
Wesentlichen  darauf  hinauskommt,  die  Coefficienten  vorläufig  unbe- 
stimmt zu  lassen  und  sie  durch  irgend  eine  Eigenschaft  der  gegebe- 
nen Functionen  erst  später  zu  bestimmen,  wie  dies  schon  in  §•  7  ge- 
schehen ist;  gewöhnlich  leisten  hierbei  Differentiationen  gute  Dienste. 
Das  Detail  des  Yerfahrens  wird  man  aus  den  folgenden  Beispielea 
ersehen. 

I.  Multiplicirt  man  die  Gleichung  1 1)  des  vorigen  Paragraphen 
mit  sich  selbst,  was  nach  §.41  ohne  Weiteres  erlaubt  ist»  lo  gelangt 
man  zu  dem  Resultate 

(arc^nxy  =  ««  -|-  |a;*  -f  A««  +  ••••, 
welches  fEbr  alle ,  das  Intervall  —  1  bis  -{*  1  nicht  Aberachreitende  X 
gilt  >  Das  Bildungsgesetz  der  Coefficienten  tritt  aber  bei  jener  MnlU- 
plication  nicht  klar  zu  Tage  und  würde  auch  nach  dem  Mac-Lau* 
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rin*8chen  Saize  schwer  in  finden  sein,  weil  hier  ß^^(x)  ein  insserst 
oomplidrter  AuBdrack  ist ;  wir  setzen  daher  vorläufig 

1)  (aresinxy  =  Ojä'  +  a*»*  -f  a^x^  + , 

—  1  <  «  ^  +  1. 
Aehnlich  yerh&lt  sich  die  Sache,  wenn  man  die  Reihe  fär  aresin  x 

mit  der  Reihe  för  (1  — x^^i  i^altiplicirt,  wobei  nicht  zu  übersehen 
iit,  dass  die  letztere  nnr  unter  der  Bedingung  —  1  <^  o;  <^  -|-  1 
eooTergirt;  man  erh&lt  dann  eine  Gleichung  von  der  Form 

i)  ^^  =  lH»  +  6»*»  +  6.»»  + 

-  1  <  «  <  +  1. 

und  auch  hier  ist  das  Bildungsgesetz  der  Coeffidenten  nicht  näher 
bekannt 

Um  nun  alle  a  und  b  zu  bestimmen,  differenziren  wir  die  61ei- 
ehimg  1)  und  erbalten 

3)  ,y  =  2(hx  +  4ta^x*  -f  GOeÄ»  -f  .  . . .  • 

Vi—«« 

diese  Differentiation  ist  erlaubt,  weil  sowohl  die  ursprüngliche  als 
die  abgeleitete  Reihe,  welche  letztere  mit  Kro.  2)  übereinstimmen 
man,  innerhalb  des  Intervalles  —  1  bis  -4~  1  convergirt  Multipli- 
cirt  man  die  Gleichung  3)  mit  Vi  —  x*  und  differenzirt  noch  ein* 
mal,  80  wird 

3 


=  (1.2aj  +  SAa^x^  +  S.Ga^x*  +  •  •  OVl  — a:« 
1  — Ä» 

X 

Y  l — X* 

lueh Multiplication  mit  Vi  — x*  verschwinden  die  Radicale  und  es 
lutea  sich  dann  alle  negativen  Grössen  auf  die  linke  Seite  schaffen, 
vodurch  bei  gehöriger  Zusammenziehung  folgende  Gleichung  entsteht: 

1.203  +  3.4a4Ä»  +  6.6fl6«*  + 

=  2  +  2*«»««      +  4«04«*      -f.... 

Die  7ergleichung  der  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  von^B 
gieiLt  nun 

2»  2» 

4«'  2«.  4« 

^  =  ^*  676  =  8.4.5.6'  "^  "•  ''• 

16* 
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überhaupt  für  jedes  ganze  positive  h 

_  2«,4>.6*...(2Ä;  — 2)>_  2.4.  6...(2A;— 2)    J_ 
^*  ""      3. 4. 5.6. ..(2*)       ^  3.5.7... (2Ar—l)'  k' 

nnd  demgemäss  haben  wir  nach  Nro.  1) 

,x  ,       .     vo        Ä«    ,     2  a?*    ,    2 . 4  fl?«    , 

4)  (armn  ^)2  =  -  +  ---  +  _^  +  ..... 

—  1  <«^  +  1. 

Man  übersieht  augenblicklich,  dass  sich  auf  fthnlichem  Wege 
auch  die  höheren  Potenzen  ron  arefiinx  entwickeln  lassen;  die  Coef- 
ficienten  werden  aber  weniger  einfach. 

Substituirt  man  dieWerthe  von  Oj,  04,  Oe  etc.  auch  in  die  Glei- 
chung 3),  Bo  erhält  man  noch 

aresin  X         ^1    2             2.4        , 
^^  VT^^.""      "''  3-'^    +375^^    + 

-  1  <  «  <  +  1. 
Dieses  Resultat  gewinnt  eine  bemerkenswerthe  Form,  wenn  man 

X  =  ,  ..  mithin    aresin  x  =  arctan  e 

setzt;  es  wird  nämlich 

Mit  Hülfe  der  schon  in  §.  47  benutzten  Gleichung 

1  sr  =  aretan  \  +  ardUvn  \ 
findet  man  z.  B.  aus  Nro.  6} 

4  ~  10  L    "^.3    10  ^  3.5  VlO/    "^3.5.7  VlO/    "^  '"  J 

^  10  1^3    10  ^  3.5  VlO/    ^3.6.7  VlO/   ^        J' 
wonach  die  Berechnung  von  n  sehr  leicht  ist. 

II.  Zufolge  der  in  §.  47  für  den  Cosinus  eines  beliebigen 
Bogens  gefundenen  Reihe  hat  man 

eosi^armnx)  =  1 j-^—  +     ^   ^  3^ 

oder  auch,  wenn  man  die  Potenzen  von  aresin  x  entwickelt. 
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coadiarcsinx)  =  1  ~  Jl.  (««  +  Ja?*  +  ^x«  -^ ) 

.7-20  ^      ^            -^ 
+ 

Alle  hier  vorkommenden  HorüsontalreiheD  convergiren  von 
^=-*lbi8JC=  4'^«  femer  oonTergirt  die  Reihe  der  Horizoutal- 
lammen  (die  yorige  Reihe)  and  aie  beh&lt  ihre  Gonvergenz  auch  in 
dorn  Falle,  wo  man  den  Gliedern  gleiche  Vorzeichen  gieht ;  es  sind 
also  die  Bedingungen  erfüllt,  anter  denen  die  Doppelreibe  nach  Yer- 
ticalcolonnen  geordnet  werden  darf  und  folglich  ist 

co8(fiarc9mx)  =  1  —  1^^.»  4.  fLllJ^x^ 
^  2         '         24 

_^6^20^*  +  64f.'  ^^^^ 

720  ^ 

oder  mit  anderen  Worten,  es  existirt  eine  Reihenentwickelung  von 
der  Form 

')     cos Qi aresin x)  =  1  --^  ÄqX^  +  A^x^  —  A^x^  +  '  '  >  •  ^ 

—  1  <  «  <  +  1. 

Dnrch  Multiplication  mit  der  Entwickelung  von  (1  —  x^)''i  er- 
hält man  noch 

8)    — y  =1  —  ^,  oj*  +  B3  a?*  —  Pß  Ä«  +  •  •  •  • , 

Vi  — »' 


—  1  <«<  +  1. 

Gans    ähnliche  Betrachtangen    knüpfen    sich   an   die  Function 
^(^aresinx);  diese  kann  zunächst  in  die  einfache  Reihe 

i  1,2.3       "^  1.2.3.4.Ö 

renrandelt  werden,  welche  nach  Entwickelang  der  Potenzen  von 
ontmx  in  eine  Doppelreihe  übergeht.  Letztere  genügt  den  Bedin- 
gimgen,  unter  denen  die  Anordnung  nach  Yerticalcolonnen  erlaubt 
ist,  und  eo  ergiebt  sich  ein  Resultat  von  der  Form 

5)  m(ff  arcsinx)  =  [ix  —  A^x*  -^^  A^x^  — 

—  1  ^«^  +  1; 

durch  Hultiplieaiicni  mit  der  Entwickelung  von(l — x^)"^  folgt  noch 
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in\  sin (ii aresin x)  ■     t>  ^31   i    t>     i 

10)  — y  =  fLX  —  B^x^  -f  B^x^  —  •  •  •  • 

—  1  <  »  <  +  1- 

Um  nun  die  Coefficienten  zu  bestimmen,  differenziren  wir  die 
Gleichung  7)  und  erhalten 

,,.       iisin(picircsinx)        ^  .  ^  ^     ,    •    i»  ^     « 

Vi  — a?* 

die  Befugniss  zu  dieser  Differentiation  liegt  darin,  dasz  sowohl  die 
ursprüngliche  als  die  abgleitete  Reihe  11),  welche  letztere  mit 
Kro.  10)  übereinstimmen  muss,  zwischen  —  1  und  -f*  1  convergirt. 

Wir  multipliciren  femer  die  Gleichung  11)  mit  yl  —  x^  und  diffe* 
renziren  noch  einmal;  das  Ergebniss  ist 

fi^co8(ii  aresin  x) 

Vi  —  »« 

=  (1.2iij  —  3.4X4X«  +  6.ßA^x^ )  Vi— X» 


—  (2Ä2X  —      4^«»  +      6Ä^x^  —  ....) 


X 


Vi— X» 

oder  nach  beiderseitiger  Multiplication  mit  Vi— ^  und  gehöriger 
Zusammenziehung 

1 2)  ft«  eos  (ji  aresin  x) 

=  1.2-42  —  3.4X4«'  +  6.6Ä6X*  —  7.8^8««  +  •.. 

—    2M2««  +     4«^aJ*  —    6«^x«  H 

Diese  Entwickelung  kann  nicht  verschieden  von  Nro.  7)  sein; 
substituirt  man  in  Nro.  12)  für  ea$(jii  aresin  x)  die  ursprüngliche  Reihe 
und  schafft  die  zweite  Reihe  rechter  Hand  auf  die  linke  Seite,  so  hat 
man 

fi«— Oi»— 2»)il2a?«  4-  öt»— 4«)il4X*  —  ö»«— 6«)^x«  +  •  •  • 
r=  1.2X,  —  3.4^x»  +  6.eA^x*  —  7.8i4«x«  +  •  •  • 

mithin  durch  Vergleichung  der  Coefficienten 

fi«  fi»-2»  _  n*(ii*  -  2*) 

'**  — ITä'   ^  —  "*»  ~37i~  —  TTTXT' 

A.=Ä.  >"*-**  =  ft'O**- 2')  »*-*») 
■^      ^    5.6  1.2.3.4.5.6     ' 

Zufolge  dieser  Werthe  ist  nach  Nro.  7) 
18)  eos  (ft  arcsti»  x) 

^1 tL^t  4.  f»*0**-2*)-.  _  |*«0t«--2»)  »«-4») 

1.2       "'"    1.2.3.4  1.2. ...6  ■*■* 

-  1  <  «  <  +  1, 


•    • 
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nnd  nach  Nro.  1 1) 

j|\  8in(ii  aresin  x) 

Vl—x*, 

1  1.2.3  "^  1.2... 5 

-  1  <  a?  <  +  1. 

Die  Coefficienten  der  beiden  übrigen  Reihen  8)  und  9)  bestim- 
fflen  sich  durch  eine  sehr  ähnliche  Rechnung.  Man  differenzirt  zu« 
Dächsi  die  Gleichung  9)  und  erhält 

,-v      iieosQi  aresin  x)  ^  .     •    ,    ,.  ^     * 

was  mit  Nro.  8)  übereinstimmen  muss;  man  multiplicirt  femer  mit 

Vi—»*,  differensirt  und  multiplicirt  wieder  mit  Vi  —  o?*;  dies 
giebt 

li'^  sin  (p,  aresin  x) 

=  2.ZA^x  —  4.5-45«»  +  6.7^7«* '  • 

+  f*a?  —     32^a?8  4-     h^AiX^ 

Substitairt  man  für  sin  {p,  aresin  x)  die  ursprüngliche  Reihe  9) 
und  rergleicht  dann  die  beiderseitigen  Coefficienten,  so  gelangt  man 
zur  Kenntniss  von  ^,  A^  etc.  und  überhaupt  zu  folgendem  Resultate 

16)  sin  {p.  aresin  x) 

^ft     _  ft»'-l>)^,    .    K^'-l^)  (M*--3*)      _    ^^ 
1  1.2.3  ^  1.2.3.4.6  • 

—  1  <a?<  4-  1; 
endlich  giebt  die  Gleichung  15) 

171  cos  (fi  aresin  ö^ 

V"l— Ä« 

1.2  ^  1.2.3.4 


-  1  <  a?  <  +  1. 

Nicht  selten  ertheilt  man  den  Gleichungen  13)  und  14),  16)  und 
17)  eine  goniometrische  Form ,  indem  man  aresin  rc  =  t«,  mithin  x 
=  sinu  setzt ;  dem  Intervalle  x  =  —  1  bis«=+l  entspricht 
dum  das  Intervall  u  =  —  l;r  bis  ti  =  4~  \^j  ^^^  unter  der  ge- 
awinschaftlichen  Bedingung 

gelten  bei  jedem  fi  folgende  vier  Gleichungen : 
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18)  ci>siiu  =  1  -  j*^«n"«  +  *T^T?T^  *•'*•*•* 


1.2. ...6 


$in*u  + 


19)  — ^—  =  r  «»><*  —    V^  ^   ^     sin'i* 
costt         1  1.2.3 


20)  siniiu  =  ^  stnu  —  ^^f*      ^'^  sin'tt 


I 


I 


I 


+  1.2...5 ^^^'^^ ^ 


+  1.2.3.4.5         ^^'^ • 

^   cosu  1 .2  '  1.2.3.4 

Dabei  ist  nur  zu  bemerken,  dasB  die  Formeln  18)  und  20)  aach 
für  tt  r=  +  ^ar  richtig  bleiben,  während  dann  die  beiden  abrigen 
ihre  GQltigkeit  yerlieren. 

Nimmt  man  für  ft  eine  gerade  Zahl,  so  brechen  die  in  18)  and 
19)  vorkommenden  Reihen  ab,  d.h.  sie  werden  zn  endlichen  Reihen, 
deren  erste  ans  |fi  -{-  I«  ^i^d  deren  zweite  ans  \li  Gliedern  besteht. 
Man  kann  sich  in  diesem  Falle  leicht  überzeugen ,  dass  jene  Glei- 
chungen für  alle  u  bestehen.  Ist  nämlich  k  irgend  eine  ganze  Zahl, 
V  ein  Bogen  des  ersten  Quadranten«  und  bezeichnet  (p  (u)  die  Summe 
der  Reike,  so  hat  man,  weil  sinQcA  —  v)  =  +  sinv^ 

(p(kx  —  17)  =  g>{v)  =  cos^v  =  co8^{kn  —  v) 

oder  q>  (tr)  =  cosiiw,  wo  iü  =  kx  —  v  jeden  beliebigen  Bogen  Tor- 
stellen  kann.  Eine  ähnliche  Schlussweise  gilt  für  die  Formel  19). 
Nicht  minder  leicht  ist  einzusehen,  dass  bei  ungeraden  f*  die  Glei« 
chungen  20)  und  21)  allgemein  richtig  bleiben.  Damit  kommt  man 
auf  dieselben  Resultate,  welche  bereits  am  Ende  yon  §.  7  angedeutet 
wurden. 

§.49. 
Die  unendlichen  Froducte  für  Sinus  und  Cosinus« 

Nach  der  bekannten  elementaren  Formel 

9fnu  =  2sM  ^  stn  — 5 — 

^  Ja 
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hat  man  xnnftchtt 

.   .    jf     .    jer  +  ar 
nftjT  =  2«n  —  9tn  — - — , 

ferner,  wenn  rechter  Hand  jeder  Sinns  wieder  nach  Nra  1)  zerlegt 
wird, 

$mM  =  2*  ^  —  «f»  — ^ —  Mfi  — 4 —  ••*  — h — • 

4  4  4  4 

die  Wiederholung  dcBselben  Verfahrens  liefert 

9mM  =  2^  stn  --  stn  — ^ — mh  — r —  •  •  •  st n  — ^ — • 

o  o  o  o 

Wendet  man  überhaupt  diese  Zerlegnng  n-mal  an  nnd  setzt  zur 
Abkörznng  2"  =  j9,  so  erh&lt  man 

mnß  =  2^"^  Mit  —  sin  — ^ —  «n •  •  •  «tn  — i— ^^^ ^— 

oder  in  kurzer  Belbstrerst&ndlicher  Bezeichnung 
2)  $in0  =  2'*^  8o8i  Sj  .  .  .  «p_i. 

Die  Reihe  der  Faetoren  SQ^8u...8p^i  werde  nun  in  zwei  Grup- 
pen 5|,  <i  ..  .  »i__,  und  »i_,  «i« .  „  .  .  .  «p— 1  getheilt  und  die  zweite 

Gruppe  in  umgekehrter  Ordnung  folgendermaassen  unter  die  erste 
gesetzt 

Ä»i      *li      *2»      •      •      •      ^p— 1» 

•p— 1»  *p— t»  •     •     •     '|p+i»  'lp> 

iifend  zwei  unter  einander  stehende  Faetoren  sind  dann 

hx  +  g 


8k  =  9tn 


P 


.    (p  —  h)  z  -\-  0        .    hn  —  0 
»--»  =  8tn  ^ =  sin • 

P  P 

Du  Product  derselben  ist 

Sk8p^k  =  ««n* Stil«  — ; 

P  P 

maclit  man  hierron  Gebrauch  farA  =  l,2y...Jp—  1   nnd 

beachtet  noch  die  Gleichung 


0^ 

P 

80  erh&lt  man  statt  der  Gleichung  2)  die  folgende 


8^  =  €08  — , 


/" 


234 


Cap.  VII.   §.  49).   Die  unendlichen  Producte 

2« 

—  Btn* 

P  P 


3)  sing  =  21^1  sm  -  (sin^  ~  —  stn«  -'\  fstn«  —  —  am«  ^\ 

P\P  P/\        P  P) 


f  s«n* 


•) 


Hierans  folgt  noch  eine  specielle  Formel,  wenn  man  heiderseiis 
mit  $  dividirt  and  nachher  zur  Grenze  für  unendlich  abnehmende  jr 
übergeht;  sie  lautet 


4)        1  = 


^•^^  «int  *  w„f  2«  ^,  3«    ^.„.gp- 1)« 

P  P  P  P  P 


Dividirt  man  die  Gleichnng  3)  durch  Nro.  4)  und  bezeichnet 
zur  Abkürzung  \p  —  1  mit  g,  so  kann  miui  den  Quotienten  in  fol- 
gender Form  darstellen 

5)  !    li        i 

«  sin  -  cos  - 

P       P 


1— 


9\n 


1- 


stn 


2n 


^/ J 


SffI 


stn 


g« 


Lässt  man  |)  ins  Unendliche  wachsen,  so  conyergirt  die  linke 
Seite  dieser  Gleichung  geg^n  die  Grenze  ,  während  das  rechts 

Terzeichnete  aus  fl[  =  ^  1^  —  1  Factoren  bestehende  Produci   sa 

einem  unendlichen  Producte  wird.  Man  ersieht  hieraus  die  Mög- 
lichkeit, stnjS  in  Form  eines  unendlichen  Productes  darzustellen; 
die  Ausführung  dieses  Gedankens  verlangt  aber  eine  genauere  Dia- 
cussion  des  Productes  in  Nro.  5). 

Zur  Abkürzung  geben  wir  der  Gleichung  die  folgende  Gestalt 

stn  5 

p  sin  —  cos  — 
P       P 

=  (1  -  r,)  (1  -  T,)  (l  -  T,)  ....  (1  -  T,\ 
worin  irgend  eine  der  Orössen  T,  z.  B.  T»  durch  die  Formel 


6) 


r*  = 


sm 


$m 


m\ 
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bestinuat  ist.  Unter  k  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  <C  Q  Ter- 
stehead,  zerlegen  wir  die  obigen  q  Factoren  in  zwei  Gruppen,  deren 
erste  k  Factoren,  nnd  deren  zweite  die  übrigen  q — k  Factoren  ent- 
hält; dem  entBprechen4  schreiben  wir 

7)  gfa^ 

£  Z 

gsin  —  cos  — 
P        P 

=  (1  -  r,)  (1  -  T,)  (1  -  T,) ...  (1  -  r,).Ä, 
8)         i?  =  (1  -  li^o  (1  -  r*+,) . . .  (1  -^  T,), 

and  untersuchen  zunächst  das  Ergänzungsproduct  B.  In  den  Nen- 
nern der  mit  T^+i,  2*4.9,  .  .  .  T^  bezeichneten  Brüche  kommen  die 

Bögen  vor 

(k  4-  l)n   (k  +  2)x  gjt qn 

P         \       P         ""  p    ~2q  +  2' 
die  s&mmtlich  <Z\yt  sind;  in  den  Zählern  steht  immer  der  Bogen 

~,  welcher  kleiner  als  alle  jene  Bögen  ist,  wenn  e  <^kic  oder 
P 

1C>  ~~  gewählt  wird,  was  im  Folgenden  immer  vorausgesetzt  werden 

möge.  Da  im  ersten  Quadranten  dem  grösseren  Bogen  der  grössere 
Sinus  entspricht,  so  sind  die  Kenner  von  T^-^-x  •  ^*+2 «  .  .  .  jT,  immer 
grösser  als  die  zugehörigen  Zähler,  mithin  Tk->r\ ,  ^^-hs«  .  .  •  T^  posi- 
tive echte  Brüche;  daraus  folgt 

(1  -  r*+a)  (1  -  r*+,) ...  (1  -  T,)<i 

iL 

9)  JB<1. 

Um  zweitens  eine  unterhalb  B,  liegende  (rrösse  zu  erhalten, 
benutzen  wir  den  leicht  erweisbaren  Satz,  dass  jedes  Product  von 
der  Form  (1  —  «1)  (1  —  «j)  .  .  .  mehr  als  die  Differenz  1  — 
(^1  ~f  £9  H~  ***)  beträgt,  falls  £i,Cst  •  •  •  positive  echte  Brüche  sind*). 
Hiemach  gilt  die  Umgleichung 

10)  B>1  —  (r»+i  +  T*+,  J^  .  .  .  +  T,), 

die  sich  vereinfachen  lässt,  wenn  man  die  Bemerkung  hinzubringt, 

dass  die  Function innerhalb  des  ersten  Quadranten  fortwährend 


*)  £b  ist  nämlich  unter  der  obigen  Yoraussetzung 

(1  -.  tj  (1  —  ej  =:   1   —  («j   -I-  ej  ^_  «je,  >    1   —  («j   +  fij; 

daians  folgt  durch  Mnltiplication  mit  dem  positiven  Factor  I  ^  «3 


^  (1  -  e,)  (1  -  ,,)  (1  -  e,) 


1  —  («1  +  «1  4-  «s)  +  («1  +  «a)«s  >  1  —  («1  +  ««  +  «s) 


tu    8.   W. 
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abnimmt,  wie  man  am  dem  negativen  Voneicben  des  Differential- 
qnotienten  ersieht.  Ffir  einen  zwischen  0  und  \m  liegenden  Bogen 
£  ist  daher 

-  *. 
^21 


8tni  ^   stnlx    _        1 
— r—  >  — 1~  öder  -T-s 
i  l^  5rn| 


mithin,  wenn  |  =  '-^-^  gesetzt  und  qnadrirt  wird, 

1       ^  ^  ^  £!  f    ^     _  1\ 

Diese  Umgleichung  moltipliciren  wir  mit  der  folgenden 

(•*i)'<p 

nnd  erhalten  vermöge  der  Bedeutung  von  7a  (Nro,  6) 

Durch  Addition  aller  fllrA  =  Ä;4'  1|  A?  +  2,  ...(j  hieraus  ent- 
stehenden Umgleichungen  ergiebt  sich  femer 


femer 


+  r,)>i-7i 


Ak 


1  —  (2U,  +  r,+,  + 

und  um  so  mehr  nach  Nro.  10) 

12) 

Die  Zusammenstellung  der  Ungleichungen  9)  und  12)  zeigt,  daas 


«>»-5 


-._9^ 


B=l  — 


4k 


gesetit  werden  darf,  wo  ^  einen  nicht  niher  bekannten  poütiTen 
echten  Brach  bedeutet.    Unter  den  Bedingungen 

(^)*  <  t«  <  «»  nnd  0  <  ?  <  1, 

gilt  nun  die  Gleichung 

13) 


8tnt 


f  ■  'V 


1  — 


8in  — 


r 


1— 


psfn  -~  cos  ^ 
P        P 

«tn  — 


wn 


2jt 


sm  —  / 
-       \        ^/JL 
Der  Uebergang  zur  Grenze  fär  unendlich  wachsende  p  bietet  jetzt 


stn 


1- 


8in 


(-!F^ 


AkVi 
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k«iDeS^wierigkeit  mehr,  wenn  man  sich,  dabei  k  als  oonstante  Zabl 
denkt;  mittelst  der  Werthe 

0 

Lim  (p  8in  —  )  =  m^  Lim  — r —  =  t" 
\  pj  .   hn       hn 

«n  — 

erhält  man  nämlicb  aus  Nro.  13)  die  Formel 


14) 


*•=•(•  -t6)0  -i^)  •  ••  (•  -Ä)(>  -t}' 


Teiche  nnr  an  die  Bedingung 

—  *jr  <  iP  <C  +  Ä« 
gehnnden  ist.     Statt  der  Gleichung  14)  kann  man  schreiben 


15) 


4Ap 
nnd  wenn  nun  auch  die  beliebige  ganze  positive  Zahl  "k  als  unendlich 

wBchseDd  gedacht  wird,  so  convergirt  linker  Hand  der  Nenner  gegen 
die  Einheit,  wofern  e  irgend  einen  endlichen  Werth  behftlt;  das  end- 
liche Product  wird  zu  einem  unendlichen ,  und  so  ergiebt  sich  die 
für  jedes  endliche  z  gültige  Formel 


16)        .|.,=,(,_^,)(l_^,)(l_^) 
In  dem  speciellen  Falle  jr  =  |jr  erh&lt  man  hieraus 


•  •  •  • 


n^     1.3     3.6     Ö.7 


•  •  •  • 


•  •  •  • 


2        2'         4>  6« 

oder  umgekehrt 

ff  2       2       4       4       6       6 

2  13       3       5       5       7 

Ganz  ähnliche  Umwandlungen  können  mit  der  Gleichung  18)  in 

$.48  Torgenommen  werden,  doch  gelangt  man  zum  Endresultate 

kbiter  auf  folgendem  Wege.     In  Nro.  15)  ersetzen  wir  einmal  To 

durch  die  gerade  Zahl •21;,  das  andere  Mal  e  durch  \b  und  haben 

dann  die  beiden  Gleichungen 

sinz  , 

1  _  £l£! 

8Ä 


6in\B 


1  —  ^ 

16ik 


==^K'-2^)0-Ä)0-6^.)---"0-^ 


•   •   •    • 
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worin  Qi  und  p«  positive  echte  Brüche  sind.     Die  erste  Gleiehang 
dividiren  wir  durch  das  Doppelte  der  aweiten  und  erhalten 

1  —  .?!i! 

welche  Formel  das  Gorrelat  zu  Nro.  15)  bildet.    Für  unendlich  war- 
dende k  geht  diese  Gleichung  über  in 

18)    ca,},  =  (l-^)(l-3|lj)(l-^) ; 

auch  ist  noch,  wenn  jf  durch  2e  ersetzt  wird, 

■»>  ""=(>-^)(-i5S)(-^) 

wobei  M  jeden  beliebigen  Bogen  von  endlicher  Grosse  bedeuten  dar£ 

Aus  den  Gleichungen  16)  und  19)  gebt  unmittelbar  hervor,  dast 
überhaupt  alle  sechs  goniometrischen  Functionen  in  Form  von  un- 
endlichen Prodncten  dargestellt  werden  können* 


§.60. 
Die  Beiben  für  Tangente,  Cotangente  eto. 

Es  liegt  sehr  nahe,  von  den  unendlichen  Producten  des  vorigen 
Paragraphen  die  Logarithmen  zu  nehmen,  um  wieder  auf  unendliche 
Reihen  zu  kommen;  die  etwa  vorhandenen  negativen  Factoren  lassen 
sich  hierbei  vermeiden,  wenn  man  die  Gleichungen  erst  qnadrirt,  be- 
vor man  zu  den  Logarithmen  Übergeht.  Dies  giebt  folgende  Re- 
sultate 

1)  ,(*^.>  =  'W  +  '[(•-i?l?)']+'[('-sfe)1  +  •••• 
„,<-..,  =  . [(.-^)>.[(.-^)']  + 

daraus  erhftlt  man  femer  durch  Differentiation,  welche  nach  §.  42 
erlaubt  ist, 

«X      _^            1  2m  2b  2m 

8)    catM=i-^ 


M        (!«)«  —  #»        (2«)«  — 5«        (3«)«  — jr« 
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oder  auch,  wenn  \£  fOr  g  gesetzt  wird, 

g.      ,     1  • 40  4jg  4ir 

^        **'~(l3r)2  — £»  "•■  (33r)«-«jp«  "^  (öjr)»  — 5»  "1"  '  *  • 

Addirt  man  die  Gleichungen  3)  und  5),  indem  man  linker  Hand 
die  Formel  catß  -{-  tan  ^g  =:  csca  henntat,  so  findet  sich 

1  2z  2z  2z 


•  •  •  • 


z      •    (Ixy  —  z^        (2«)«  — jer«    '    (3«)-^  — jer« 

Um  noch  eine  Beihe  für  secz  ixl  erhalten,  hringen  wir  die  Glei- 
chung 6)  anf  die  Form 

^^  ^  J_        |_1 1_)  _  (      1        ^       1       ) 

0         (ä  —  z       n  +  z)        '2»  —  z  '    2n-\-z) 

+  \-l L_j  _ 

^  f3«  — jer        3Ä+ir) 

Dod  lassen  \n  —  jff  an  die  Stelle  von  z  treten;  durch  Vereinigung  der 
einander  entsprechenden  Brüche  folgt  dann 

7)       «»xr=__ ---.__ ^  + 


•  • 


«  • 


Die  unendlichen  Reihen,  welche  in  den  bisherigen  Gleichungen 
Torkommen,  gestatten  weitere  Umwandlungen,  wodurch  sie  wieder 

za  Potenzenreihen  werden.     Beschränkt  man  nämlich  in  Formel  1.) 

,       z      z      z 
die  Variabele  z  auf  das  Intervall  —  ^  bis  -|-  ar,  so  sind  — ,  ^r— ,  -— 

etc.  echte  Brüche ;  dann  ist  femer 

'(¥)='0-ife)+'0-Ä)+'(-äfe)+- 

and  hier  lassen  sich   rechter  Hand  alle  Logarithmen  mittelst  der 
Formel 

1(1  —o;)  =  —  X  —  |aj*  —  \x^  —  '  •  •  'i 
-.l<a?<  +  1 

eotwidceln;  dies  giebt 

- /9inz\ ^_^ j    z^     ^  j    z^     ^ 

\ir/~        1«««        *1*«*        »1««« 


•  •  •  • 


z^ 

— 

1  ** 

•2*«« 



1    '• 
«2««» 

•   •   •   • 

•   •  •  » 

•   • 

1    ** 

•      •     t      • 

* 

1     *• 

*3«ff6 

.    .    •    • 

•      •       • 
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Die  vorstehende  Doppelreihe  genügt  den  Bedingungen,  unter 
welchen  die  Anordnung  nach  Yerticalcolonnen  erlaubt  ist,  folglich 
hat  man  auch 

\   M   J  1  Vi»   ^   2«  ^  3»   ^        /«» 


2  Vi* 

+ 

1 
2* 

+ 

1 
3* 

+  • 

8  Vi« 
•    •   •    • 

+ 

•    • 

1 

2« 

• 

+ 

1 
3« 

+  • 

")x* 

•  •  •  . 

•  •  •, 


Bezeichnet  man  die  Summen  der  eingeklammerten  Horiaontal- 
reihen  mit  &i  S41  fi^  etc.,  bo  dass  überhaupt 

11  1 

8)  Bm  =  — -  +  -^  +  — -  +  •  •  •  • 

"'  "•         l«     "^    2**  3* 

ist,  80  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

o^         i{^'^^\—        1*''        1^4**        l*^« 

—  «  <;  jt  <  4-  *• 

Eine  ganz  ähnliche  Transformation  kann  mit  der  Oleiehung  2) 
vorgenommen  werden,  sobald  z  innerhalb  dee  Intervallea  —  \x  bis 
-{•In  liegt;  mit  Hülfe  der  Abkürzung 

10)  2L  =  -i-  +  —  +  —  +  .  • .  • 
^  *         1"    ^   3«    ~    6*    ^ 

erhalt  man 

,,N     ,  ,2»r,#«        i2*T4#*        .2«r,ir« 

11)  I006M  =  —  f 1 \ 7 i 1 •  •, 

-Jjr<#<  +  J«. 
Die  hier  vorkommenden  Summen   7^f,  I4,  T«  etc.  lassen   sich 
wieder  durch  S||,  S4,  8^  etc.  ausdrücken;  nach  Formel  8)  ist  n&ndich 

2»    ^         2"*  4"*  6"* 

und  wenn  man  diee  von  Nro.  8)  abzieht,  so  bleibt 

2»       "•         l*     '     3«     *     5«     '  • 

Demnach  wird  aus  der  Gleichung  11)  die  folgende 

12)  lca80 

,(2«-l)g|i>«  (ßi^-j)8^       ,(2>-l)g|#«  ' 

=  ~i Ji * ii 4 Ji • 
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Die  Formeln  3)  und  4)  lassen  sich  analog  hehandeln,  wohei  man 
die  für  —  ][;«<;#<;  -|-  ää  geltende  Reihenentwickelnng 

0  M  l 


(*»)«  — jr«~  (k«y 


(rJ 


8        .       e^  B^ 

zn  benutzen  hat;  das  Endresultat  findet  sich  aher  rascher  durch  Dif- 
ferentiation der  Gleichungen  9)  und  12),  nämlich 

13)    «<5  =  -L-^*'        2S.^»        28,z> 


14)   iant 


ß 

«» 

Ä* 

«« 

-«< 

M<'+ 

sr; 

2(2«- 

-l)8,z 

2(2*  — 

l)S4irS 

•    •    •    • . 


2(2»- 1)  S,«»    , 


Ersetzt  man  in  der  letzten  Gleichung  t  durch  \  e  und  addirt  die 
entstehende  Gleichnng  zur  Torhergehenden,  so  erhält  man  noch 

,5)  «, = A  +  (aiiin^f!  +  e=i)Si£! 

(2»-l)^» 

vie  aicb  auch  durch  Transformation  von  Nro.  6)  finden  würde. 

Dm  endlich  eine  Potenzreihe  für  8ec0  za  gewinnen,  heschränken 
*ir  in  Nro.  7)  die  Variabele  e  auf  daä  Intervall  —  |  ff  bis  +  J  ä 
uid  entwickeln  die  einzelnen  Glieder  nach  der  Formel 

nx 4  1 

na  l         \n%/        \nw 


wir  zur  Abkürzung 
lg.  1 L4.-i Lj 

'«^Kn,  gelangen  wir  zu  folgendem  Ergebnisse 

Schlftmilcb,  AoalftU  L  16 
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17)  «c,  =  __1  4-  __»_  +  ___  +  ..... 

An  die  Gleichung^  14)  und  17)  knüpft  sich  noch  eine  werth- 
volle  Bemerkung.  Die  Tangentenreihe  mnw  nämlich  gleichfalls  zum 
Vorschein  kommen,  wenn  man  das  Theorem  von  Mac-Lau rin  un- 
mittelbar auf  die  Function  /(jr)  =  tanz  anwendet;  es  ist  daher 
innerhalb  der  schon  bekannten  Grenzen 


tanz  =  i — ^— ^if  +  L__^^«  + 


•  •  •  ■  • 


und  zwar  bezeichnet  hier  (D^iang\  den  speciellen  Zahlwerth,  wel- 
chen der  A;te  Differentialquotient  von  tanz  für  ir  =  0  erlangt.  Der 
Vergleich  mit  Nro.  14)  zeigt  erstens,  dass  W  geraden  h  jederzeit 
(D^  tan  jer)o  =  0  ist,  wie  man  auch  auf  anderem  Wege  leicht  findet^ 
und  zweitens,  dass  für  ungerade  k  die  Relation 

18)  (jyton^).        ^  2(2*+'  — l)g,4.i 

besteht  um  den  Zähler  linker  Hand  zu  ermitteln,  benutzen  wir  die 
Formel  4)  in  §.  14  für  o;  =  0  und  setzen  zur  Abkürzung 

(D^  tan  0)0  =  r^,  (h  ungerade); 

wir  haben  dann  bei  ungeraden  n 

19)  tn  —  (n)tVn-i  +  («)4l^ii-4 =  «»njiizf, 

und  hieraus  ergeben  sich  der  Reihe  naeh  Ti,  ¥3,  x^  eto,  wenn  saccee- 
siy  n  =  1,  3,  6  etc.  genommen  wird«    Man  hat  nun  einerseits 

20)    ^.  =  :^,  +  ^-|-^..  +  ^_^^.»  +  .... 

—  }»<#<  +  l« 

ferner  nach  Nro.  18),  wobei  zu  grösserer  Deutlichkeit  ib  =  2  p  —  1 
sein  möge, 


21)  S,,  = 


2(2>i»— 1).  1.2...  (2p  — l) 


Aus  der  Formel  19)  geht  hervor,  dass  ri,  t$^  x^  etc.  ganze 
tionale  Zahlen  sind,  und  zwar 

Xi  =>  1,    Xf  =  2,    Xi  =  16  etc.; 
betrachtet  man  sie  als  bekannt,  so  zeigt  die  Formel  21),  wie  mit 
ihrer  Hülfe  die  Summen  S|,  S4,  8^  etc.  gefunden  werden  könnaKt  z.  B. 
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«    ~    2«    ~    3«    ^  6    ' 

111  3r* 

-  +  — -  +  — -  4-  . . .  = 


2*      •      3*      '  90 

11  a« 

+  -—+—-  H = 


3»      '  945  ' 

n.  B.  w. 

Was  zweitens  die  Gleichung  17)  anbelangt,  so  ist  zunächst  klar, 
das8  dieselbe  innerhalb  des  angegebenen  Intervalles  mit  der  £nt- 
inckelimg 

sece  =  1  +  ^^ — \^^  ^      1 — 2     ^    +  .  .  .  . 

fiberanstimmen  muss;  demnach  hat  man  für  ungerade  h 

•     (l>*scc£r)o  =  0 
ood  für  gerade  h 

^  1  .  2  .  3  ...  &  Ä*+i 

Zar  Abkürzung  sei 

{Tß8eee\  =  r*,           (Je  gerade); 
die  Formel  2)  in  §.  14  liefert  dann  fOr  o:  =  0  und  bei  geraden  n 
23)  r,  —  (n)jr,_,  +  {n\x^^^ =  0, 

voraus  man  r^,  z^^  r«  etc.  erhält^  wenn  man  der  Reihe  nach  n  =  2, 
4,  6  etc.  nimmt.     Es  ist  nun  einerseits 

udereneits  nach  Fonnel  22)  fOr  A  =  2|> 
251  TT         —  ^*>«**'-^' 

mithin  können  die  rationalen  ganzen  Zahlen 

T,  =  1 ,      r4  =  5 ,      Te  =  61  etc. 
xor  Bestimmung  der  Summen  Ci ,  CTs ,  ü^  etc.  dienen ;  so  ist  z.  B. 

1«  3»    "^    6»  ~    32 

u.  s.  w. 

Schreibt  man  in  Formel  23)  rechter  Hand  8in\nit  statt  0,  was 
ki  geraden  n  richtig  ist,  so  erh&lt  man  dieselbe  Gleichung,  welche 

16* 
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in  Nro.  19)  für  ungeraden  verzeichnet  ist;  demnach  sind  die  Tangen- 
tencoeflficienten  nach  derselben  Regel  gebildet  wie  die  Secantencoef- 
ficienten.     Ans  der  Bemerkung,  dass 

8ec0  -f  tane  =  tanQn  -\-  \ß) 

ist,  folgt  noch  die  Formel 

26)  tanCiit  +  J^r)  =  1  +  ^e  +  3^^»  +  _|-^^3+.... 

worin  alle  mit  t  bezeichneten  Coefficienten  vorkommen. 

Die  Reihen  ffSar  Cotangente,  Tangente  und  Cosecante  stellt  man 
häufig  unter  einer  etwas  anderen  Form  dar,  mit  deren  Angabe  wir 
diese  Untersuchungen  bescfaliessen  wollen.  Nach  Formel  13)  ist 
nämlich 

^xcatlx  =  1  — 


.  •  .  *  . 


dagegen  würde  das  Theorem  von  Mac*Lanrin  liefern 

BtX^               B%x* 
27)        b>^h=l-TTT-1.2:8.4- • 

—  2«  <  «  <  -f-  2«, 
wobei 

B,p-i  =  —  lB»P(ixc(d\x)']o 

gesetzt  wurde.  Aus  Gfrfinden,  die  sich  später  ergeben  werden,  hat 
man  die  Form  27)  vorgezogen  und  die  Coefficienten  ^1,  B4,  B^  etc. 
mit  dem  Namen  der  Bernoulli'schen  Zahlen  belegt;  es  ist  daher 

Sjp Bfp—i 

2»P-i3r«i'  ~  1  .2.  S...(2p) 

oder 

^^^  *'-1.2.3...(2p)' 

und  nach  den  Formeln  13),  14),  15) 

29)        cotß  = — i-Ä  —  3        _, 


£  1-2  1.2.3.4 

_         2«jg, 
1  .  2  ...  6 


jr»  — 
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1.2  ^1.2.3.4 

.    2« (2g— 1)^5    .    , 
^    1 .  2.  . . 6        ^ 

—  J«<5<  4-  Ja; 

o,^  1      ,    2(21—  1)5  2(2»— l)Ba    , 

31)   CSC.  =  -  +      \,,^       ^  ^1,2.3.4^' 

2(25-1)^  ^ 

^    1  .  2  ..  .  6       ^  • 

—  «•<«•<  +  »• 
Ein  Mittel  zur  Berechnung  der  Bernonlli^Bchen  Zahlen  eriiält 
man  durch  Yergleichung  der  Formeln -21)  uud  28);  es  folgt  nämlich 

—  2»P-i(22i»— 1)' 

mithin  kdnnen    die  Bernoulli' sehen  Zahlen  aus   den    Tangenten- 
coefficienten  hergeleitet  werden,  z.  B. 

66  ' 


32)  Btp^i 


Bx 



1 

6   • 

^3 

— 

1 
30 

.    B, 

— : 

1 
42 

,    B, 

1 
30 

»     -89   — 

Bn 



691 
2730 

•j 

Bi, 

— 

7 
6  • 

Bn 

— 

3617 
510 

1     ^17 

43867 
798 

,  etc. 

Aofaugs  fallen  diese  Werthe,  von  B^  an  steigen  sie  wieder,  und  da 
nach  Nro.  28  bei  unendlich  wachsenden  p 

üt,  so  nehmen  die  B  erneu lli'schen  Zahlen  schliesslich  rascher  zu 
ah  irgend  eine  geometrische  Progression. 


§.51. 

Reihenentwiokelungen  für  Functionen  mehrerer 

Variabelen. 

Da  nach  dem  Taylor'schen  Satze /(a;  -f~  ^)  ii^  ^^^^  i^^ch  Poten- 
len  Ton  h  fortschreitende  Beihe  verwandelbar  ist,  so  lässt  sich  der 
Analogie  nach  erwarten,  dass  bei  zwei  Variabelen  x  und  y  die  ge- 
änderte Function  F(x  -f  ^  1  ^  +  ^)  ^^^  Potenzen  von  h  und  k  ent- 
wickelbar sein  werde.  In  der  That  macht  sich  dies  leicht  mittelst 
folgenden  Kunstgriffs.  Die  zu  entwickelnde  Function  kann  als  der 
ipedelle  Werth  angesehen  werden,  welchen  der  Ausdruck 
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ffXr  t  z=z  l  annimmt;  ah  Function  von  i  betrachtet,  läset  sieb  f(t) 
nacb  der  Mac-Lanrin'schen  Formel 

M=f^o)+mt+^o  + 

i^l.2.8...(n-l)*         +^ 
in  eine  Reibe  nnuBetzen  und  bierans  muss  för  f  =  1  die  gesncbte  Ent- 
wickelung  von  F(x-\'hj  y-\-K)   benrorgeben.       Durcb   snccessive 
Differentiation  der  Gleicbiing  1)  erbält  man  die  Formeln 

O«  8«  W. 

von  deren  Ripbtigkeit  man  eicb  leicbt  überzeugt,  wenn  man  F  saerst 
als  Function  zweier  Yariabelen  |  und  17  bebandelt,  welcbe  mit  t 
durcb  die'  Gleichungen  ^  z=  x  -{-  ht  und  tl  =  y  4~  ^^  verbunden 
sind.     Für  t  =  0  wird 

/(0)  =  F(a?,y), 

*  a«F  d^F  d^F 

n.  8.  w., 
überhaupt  stimmt  f^^^(0)  mit  dem  vollständigen  mten  Differential 
von  F(x,  y)  überein,  wenn  man  sieb  in  demselben  dx  durcb  A,  und 
Zy  durcb  h  ersetzt  denkt;  in  kurzer  symbolischer  Form  geschrieben 
ist  also 

/c-)(o)  =  (-La  +  ^fc)"8-p. 

Dies  giebt  folgende  Reihenentwickelung 

^Va«    ^8y  /  1.2 


"^Va«    "^8«  /       1.2....{n— 


mehrerer  Yoriabelen.  Hl 

vobei  noeh  der  Rest,  wofor  wir  die  Form  wählen 

dnrch  F  anszudrAcken  ist.  Die  Yergleichimg  von  f'(t)  nnd/'(0), 
fit}  xmdf*\0)  etc.  lehrt  nun,  da88/<">(0  ^^  Dasjenige  betrachtet 
werden  kann,  was  ans  /^"^(O)  wird,  wenn  x  +  ht  fiir  x,  und  y  +  */ 
fai  y  eintreten;  bezeichnet  man  daher  wie  folgt 

3)  F.(x,y,Ä,»)  =  (i^Ä  +  ^ik)Vj', 

/«(O  =  Fn{x  +  »«,  y  +  kt,  »,  »), 
«ithm,  wenn  ^t  aa  die  Stelle  von  t  gesetzt  wird, 

4)  «  _  t*F,{x  +  »A«,  y  +  »Ait.  A.  fc) 

FSr  <  =r  1  hat  man  schliesslich  folgende  Entwickelang 

J?;-i(a;,y,Ä,Ä;) 
+ 


•  •  • 


1.2.3...(n— 1) 

"*■  1.2.3...«  • 

diese  gilt  aber  nnr  nnter  der  Bedingung,  daas  die  Functionen  F^  Fi 
Ff, .  .  .  Fn  stetig  und  endlich  bleiben,  während  o;  bis  «  -|-  ^  und  y 

bis  y  -(~  ^  zunimmt. 

Setzt  man  nach  Ausführung  der  in  Nro.  3)  angedeuteten  Diffe- 
rentiationen a;=  0,  y  =  0  und  schreibt  dann  x  und  y  für  h  und  Ä;, 
80  erhält  man  die  Entwickelung  von  F{x ,  y)  nach  Potenzen  von 
%  und  y. 

Aehnliche  Formeln  gelten  für  Functionen  mehrerer  Yariabelen 
und  sind"  mittelst  des  anfangs  erwähnten  Kunstgriffs  so  leicht  herzu- 
leiten, dass  eine  nähere  Auseinandersetzung  unterbleiben  kann. 

§.  62. 

Das  Unendlichklelne. 

In  allen  Untersuchungen  dieses  Capitels  kam  es  darauf  an,  mii- 
tdst  der  Differentialquotienten  einer  Function  for  letztere  eine  Reihe 
sa  finden;  es  kann  aber  auch  umgekehrt  die  Reihenentwickelung, 
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wenn  sie  schon  bekannt  ist,  zur  Ableitung  der  Differentialqaotieiiien 
dienen«  Gesetzt  z.  B.,  man  habe  durch  irgend  welche  Mittel  för 
f{»  -f  h)  folgende  Reihe  gefunden 

1)    /(»  +  Ä)  =  »  +  «lÄ  +  «iÄ«  +  •  •  •  +  X«-i**~'  +  9nh\ 
^^  Zot  Xif'Zn-i  bekannte  Functionen  von  x  und  ff^h^  den  gleich- 
ÜEdls  bekannten  Rest  bedeuten,  so  ist  erstens  für  A  =  0 

2)  m  =  Zo. 

Diese  Gleichung  werde  von  Nro.  1)  abgezogen  und  der  Unterschied 
mit  h  dividirt;  dies  giebt 

8)   /('  +  >)^-/W  =  ;j,  +  ;j,Ä  +  . . .  +  z.-,A-'  +  ?.*-» 

und  beim  üebergange  zur  Grenze  für  verschwindende  h 

4)  .  /(«)  =  Xi- 

Setst  mam  ferner  in  Nro.  1)  f(x)  fOr  Xo  oi><l  /'(*)  ^  t\^  "> 
folgt 

f(x+K)-f(x)-±f(x) 

'^y Ä« =Xt  +  X»h+-  +  Xn  iÄ-*  +  P.*-» 

und  bei  verschwindenden  h 

6)  ^^  =  Xt    oder  /"(*)  =  1  •  2z«. 

Den  weiteren  Fortgang  dieser  Schlüsse  übersieht  man  leicbt 
und  findet  bei  jedem  ganzen  positiven  m,  wenn  n '^  m  genommen 
wird, 

/(-)(x)  =  1.2.3...  mxm- 

Hiermit  rechtfertigt  sich  die  anfangs  ausgesprochene  Behaup- 
tung und  zugleich  ist  ersichtlich,  dass  die  vorausgesetzte  flntwicke- 
lung  1)  mit  der  Taylor'schen  Reihe  übereinstimmen  muss. 

An  diese  Ableitung  knüpft  sich  noch  eine  wichtige  allgemeine 
Bemerkung.  Der  Vergleich  von  Nra  3)  und  Nro.  4)  zeigt  nämlich, 
dass  in  Nro.  3)  das  Hinschreiben  der  Glieder  Xi  ^i  Zs  A'  ^tc  überflüs- 
sig war,  da  letztere  gleichzeitig  mit  h  verschwinden;  aus  demsel- 
ben Grunde  hätte  man  sich  in  Nro.  5)  das  Hinsetzen  der  Glieder 
Xßh,  x^h^  etc.  ersparen  können.  Beachtet  man,  dass  h  der  Zuwachs 
von  o;,  also  =  ^x  ist,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Vorigen  die  prakti- 
sche Regel: 

In  allen  Fällen,  wo  es  auf  die  Ableitung  eines  Diffe. 
rentialquotienten  oder  einer  Differentialgleiohang 
ankommt,  darf  man  die  Glieder  weglassen,  welch«  hö- 
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here  Potenzen  Ton  dx  enthalten,  alr  die  Ordnuug  der 
Differentialgleichnng  betr&gt 

Will  man  s.  B.  den  binomischen  Satz  für  ganze  positive  Expo- 
iMDten,  der  in  der  That  auch  ohne  Bifferentiahrecbnung  beweisbar 
H  zur  Bestimmung  yond(x^)  benutzen,  so  verfährt  man  der  obigen 
R^el  gemäss  folgendermaassen ;  es  ist 

d{af^)  r=  (aj  -|-  ,dx)r  —  «*  ^r=  mx^-^^x  +  etc., 
mithin  bei  Weglassung  aller  mit  „etc.**  bezeichneten  Glieder 

d(Ä»)  =  mx^^'^dx. 

Vielleicht  ist  ein  geometrisches  Beispiel  nicht  überflüssig.  Be- 
deutet <p{x)  die  über  der  Abscisse  OM=:x  stehende  Flftche  BOMP, 
dx  die  Abscissenzunahme  MMi  :==i  PU,  y  die  Ordinate  MP,  r  den 
Berührungswinkel  UPT  (Fig.  39),  so  hat  man 

Fig.  39.  Fläche  B  OMiPi  =  Fl&che  JB03fP 

+  Rechteck  MMi  UP 
+  Dreieck  PUT 
+  Abschnitt  PTPi 

oder  in  den  obigen  Zeichen  und  mit  Rück- 
sicht auf  den  Umstand,  dass  der  Abschnitt 
M    t!Ci        PTPi  einen  Bruchtheil  des  Dreiecks  PPi  U 
ausmacht, 

^(x-\-  /^x)  =  q>(x)  4"  y  ^^  +  \tant  .  ^Jx^  -}-  Ig^^fx^y, 

-  1<P<1; 
darauB  folgt 

— ^^ ^^^^  =  y  +  litant .  Jx  +  Jp) 

vad  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  ^x 

d  w  (x) 

— ^-^-^  =  y    oder    dg)(x)  =s  ydx, 

aX 
Hier  übersieht  man  augenblicklich,  dass  die  Genauigkeit,  welche  das 
Dreieck  PUT  und  den  Abschnitt  PTPi  in  Rechnung  zog,  am  un- 
rechten Platze  angebracht  war;  man  hätte  kürzer  sagen  können,  ,Je 
kleiner  ^x  ist,  um  so  genauer  kommt  der  Flächenzuwachs  jd(p(x) 
mit  dem  Rechtecke  y^x  überein **  und  indem  man  die  Worte  „je 
kleiner«  lun  so  genauer^  durch  den  Gebrauch  von  d  statt  ^  in  die 
Sprache  der  Analysis  einfahrt,  gelangt  man  sofort  zu  der  Gleichung 
dip(x)  =  ydx. 

Dieselben  Bemerkungen  wiederholen  sich  bei  mehreren  Yaria- 
belen;   so  hat  man  z.  B.  bei  der  Entwickelung  von  d^f{x^y)  alle 
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Grössen  wegzulassen,  die  von  höherer  Dimension  als  von  der  sweiten 
sind,  n&mlich  ^x'^^y^  dxdy^^  ^x^  etc. 

Nicht  selten  nennt  man  Grössen,  welche  die  Null  snr  Orenie 
haben,  unendlich  klein  werdende  oder  kurz  unendlich  kleine  Grössen; 
in  diesem  Sinne  sind  die  Differentiale  dx^  dy  etc.  unendlich  kleine 
Grössen,  und  zwar  der  ersten  Ordnung;  Producte  ron  zwei  Diffe- 
rentialen, wie  z.  B.  dx'^^  dx  dy^  dy^^  heissen  entsprechend  Unendlich- 
kleine zweiter  Ordnung,  ebenso  sind 

dx^f      dx'^-^dy,      dx^^^dy^,      dx^—^dydsf,  etc. 
Unendlichkleine  von  der  Ordnung  m.     Als  Regel  gilt  dann: 

Bei  der  Bildung  einer  Differentialgleichung  sind  alle 
unendlichkleinen  Grössen  wegzulassen,  deren  Ordnun- 
gen die  Ordnung  der  gesuchten  Differentialgleichung 
übersteigen; 

eine  Ungenauigk^it  ist  hierbei  nie  zu  fürchten,  weil  es  sich  immer 
nur  um  Grenzwerthe  handelt,  und  weil  bei  jedem  solchen  Grenzüber- 
gänge alle  jene  Grössen,  welche  der  Einfachheit  wegen  im  Yorau 
weggelassen  worden  sind,  in  der  That  gegen  die  Null  convergiren 
und  deshalb  auf  das  Endresultat  keinen  Einfluss  ausüben. 


.    Cap.  VIIL 

V 

Die  Functionen  complexer  Variabelen« 

§.63. 

Die  algebraischen  Functionen  oomplexer  Zahlen. 

Sowie  man  sich  jede  negative  Zahl  — y  dadurch  totstanden 
denken  kann,  dass  eine  absolute  Zahl  y  mit  der  negativen  Einheit 
moltiplicirt  worden  ist  [ — y  =  ( — 1)^]*  bo  kann  man  auch  imagi« 

uäre  Zahlen  bilden,  indem  man  y  mit  der  imagin&ren  Einheit  V  —  1 
moltiplicirt;   dabei  wird  die  Wurzel  im  absoluten  Sinne  genommen 

und  gewöhnlich  zur  Abkürzung  V —  1  =  t  gesetzt,  so  dass  die  Glei- 

choDgen 

(•*=—  1.     »*=+l,    »«^-l.     ••=+! 

^  I  •»  =  —  f ,    t»  =  4- 1 ,    t^  =  —  f ,    *»=  +  ♦,.... 

statt  finden.  Aus  einer  reellen  Zahl  x  und  einer  imaginären  Zahl 
fjflisBt  sich  femer  ein  Complex  x  -\-  iy  bilden;  dieser  heisst  eine 
com pl exe  Zahl,  x  ihr  reeller,  y  ihr  imaginärer  Thoil.  Während  wir 
nun  bisher  immer  voraussetzten,  dass  die  unabhängige  Yariabele  0 
einer  Function  f(g)  auf  das  Gebiet  der  reellen  Zahlen  beschränl^ 
lä,  wollen  wir  jetzt  allgemeiner  0  als  eine  complexe  Yariabele  be- 
trachten und  untersuchen^  welchen  complexen  Werth  die  Function  in 
diesem  Falle  erhält.  Hierzu  wird  es  aber  nöthig  sein,  auf  die  ersten 
Elemente  der  Buchstabenrechnung  zurückzugehen,  da  alle  bisherigen 
Rechnungsregeln  nur  für  reelle  Zahlen  bewiesen  sind. 

Zwei  complexe  Zahlen  heissen  gleich,  wenn  ihre  reellen  und 
gleichzeitig  auch  ihre  imaginären  Theile  gleich  sind.  Für  ä?  =  {, 
31  =  1}  ist  hiemach  x  -^  iy  =^  ^  -{■  ifj  und  umgekehrt. 
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Addition  und  Subtraction.  Unter  der  Summe  zweier  com- 
plexen  Zahlen  x  -^  iy  und  |  +  1 1?  verstehen  wir  den  Ausdruck 
(*  +  1)  +  *fy  +  »?);  die  Addition  complexer  Zahlen  geschieht  dem- 
nach eben  so,  als  wenn  i  ein  reeller  Factor  wftre.  Für  die  Sub- 
traction  behalten  wir  die  gewöhnliche  Erklärung  bei ,  dass  der  ge- 
suchte Rest,  mit  dem  Subtrahenden  vereinigt,  wieder  den  Minuenden 
geben  muss.  Hiemach  findet  man  sehr  leicht  (Z  +  iT) —  (x  +  iy) 
=  (X — a?)  -|-  i(Y — y)  ganz  wie  bei  reellen  Zahlen. 

Multiplication  und  Division.  Unter  dem  Producte  zweier 
complezen  Zahlen  versteht  man  den  Ausdruck,  der  ebenso  gebildet 
ist,  als  hätte  man  jene  Zahlen  wie  reelle  multiplicirt  und  dabei 
•*  =  —  1  gesetzt,  nämlich 

2)  (^  +  iy)(t  +  ifl)  =  (x^-yri)  +  iixfi  +  yS). 

Bei  der  Division  behalten  wir  die  gewöhnliche  Definition  bei 
und  bestimmen  in  der  Gleichung 

x  +  iy  .    . 

die  Unbekannten  u  und  v  aus  der  Bedingung 

a;4-ty  =  (Z+fr)(f*4-*f7)  =  (Xa— Ft;)  +  t(Zf  +  Yu). 
Diese  liefert  die  Gleichungen 

x  =  Xu  —  Tv  ,    y  =  Zv  +  Tu, 
und  wenn  man  die  hieraus  gezogenen  Werthe  von  u  und  v  in  die 
obige  Gleichung  substiinirt,  so  erhält  man 

V  x  +  iy  ^  Xx+Yy        .  Xy-^Yx 

^  z  +  fT     Z24- r«  "*"  *z»  +  r*  ' 

Zu  dem  nämlichen  Resultate  gelangt  man  auch  dadurch,  dass 
man  linker  Hand  Zähler  und  Nenner  mit  Z  —  iY  multiplicirt  uod 
die  Gleichung  (Z  +  f  J)  (Z  —  %Y)  =  Z«  +  T^  beachtet 

Eine  andere  Methode  zur  Ausfülirung  der  Multiplication  und 
Division  complexer  Zahlen  beruht  auf  der  Bemerkung,  dass  jede 
complexe  Zahl  x  -^  iy  unter  der  Form  r(ca$0  4-  isinO)  dargestellt 
werden  kann.     Aus 

4)  »  +  *y  =  ricosO  +  isinO)  =  rcosO  +  irsind 
folgen  nämlich  die  Gleichungen 

Xi=rco80f    yz=zr8ind 
und  diese  geben,  wenn  r  und  0  als  Unbekannte  angesehen  werden, 

5)  a;«+y3  =  r«,     r=2Vx^  +  y\ 

6)  i^==tonö,      Ö  =  arckm^  +  kn, 

X  X 
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worin  l  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bedeutet.  Man  nennt. 
bier  r  den  Modnlns  der  complexen  Zahl  x  -\-  iy  und  nimmt  ihn 
stets  im  absoluten  Sinne;  das  Quadrat  des  Modulus,  also  den  Au»> 
dmck  jt'  -f  y't  nennt  man  die  Norm,  0  das  Argument  oder  die 
Amplitude. 

Nach  dieser  Umwandlung  von  j;  -j-  ty  in  r(cosO  +  isinff)   ■ 
ist  es  nicht  mehr  nöthig,  complexe  Zahlen  der  ersten  Form  zu  be- 
trachten. 

Man  hat  nun  bei  gewöhnlicher  Multiplication 

r{cosO  +««tnÖ)  .  ri{cosdi  +  «smfl|) 
=^rfi[oo8Ö  eos0|— -smd  «nOi  +  t(fitnfl  cosfli  -{-cosd  smQx)\ 
-=rr,  [miß  +  0,)  +  i^iniO  +  0,)], 

der  neae  Modulus  ist  also  das  Product  des  früheren  Moduli ,  das 
neue  Argument  die  Summe  der  gegebenen  Argumente. 

Durch  mehrmalige  Anwendung  dieser  Kegel  gelangt  man  zu  der 
allgemeineren  Formel 

7)   ri{cos  Ol  +  i  sin  Ol)  .r^ifmO^  -\-  i  sin  Ot). .  .rm(co8  dm  -{-isinOm) 
=  fif,...r«[cö«(Öi+Ö2+-..  +  Ö«)+f«t»(öi  +  ö,  +  ---  +  ö«)]- 
Ganz  ähnlich  verh&lt  es  sich  mit  der  Division.    Multiplicirt  man 
Bimlich  Zihler  und  Nenner  des  Bruches 

r(eo80  +  isinO) 
ri{cosOi  +  isinOi) 

^  "{eosOi  — isinOi)^  so  wird  der  Nenner  =  1  und  folglich  ist 

<fe  gesuchte  Quotient 

—  (casO  4-  isine)  (cosOi  —  isinOi) 

r 
=—  [casO  cosOi  +  sinO  sinOi  +  f(«nO  cosOi  —  casO  sinOi) 

oder  ZQsammen 

Potenzirnng  und  Radioirung.  So  wie  man  bei  ganzem  po- 
sitiTen  m  unt«r  e^  das  Product  versteht,  welches  aus  dem  Producte 
'i^  . .  .  r«  for  gleiche  0  entsteht,  so  möge  [r(co$0  -f~  isinO)]^ 
I^jenige  bezeichnen,  was  aus  dem  Producte  in  Nro.  7)  wird,  sobald 
lue  r  und  0  gleich  sind;  man  hat  dann  die  Formel 

9)  [ricasO  +  isinff)y^  =  r^(co8mO  +  isinmO),  * 

v^che  den  Namen  des  Moivre'schen  Satzes  führt 
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Unter  e^  verstehen  wir,  sowohl  bei  reellen  als  bei  complexen  b 
diejenige  Zahl,  deren  nte  Potens  gleich  je;"*  ist;  setzen  wir  daher 

10)  [r{cosO  +  ««t»ö)]"  =  Q{<^osn  +  tstni;), 
wo  Q  uud  ij  nicht  bekannt  sind,  so  mass  nmgekehrt 

[riposd  +  tsinÖ)]**  =  [q{cos7i  4-  isinij)]" 

sein.  Bei  ganzen  positiven  m  und  n  giebt  dies,  dem  Moivre'schen 
Satze  zufolge, 

r^{cosmQ  +  isinmS)  =  Q^{cosnri  +  isinnrf) 

und  durch  Yergleichung  der  reellen  und  imaginären  Theüe, 

Hieraus  erhält  man  zunächst 

« 

f  =  r    , 

wobei  Q  und  r  im  absoluten  Sinne  zu  nehmen  sind.  Durch  Substi- 
tution  dieses  Wertbes  von  Q  gehen  femer  die  vorigen  Gleichungen 
in  die  folgenden  über 

cosnri  =  eosmO  «    sinnr^  =  stiim0, 
welche  nur  dann  zusammen  bestehen  können,  wenn  die  Differenz 
zwischen  nq  und  mO  ein  gerades  Vielfaches  von  %  beträgt-.     Wir 
haben  daher,  wenn  k  eine  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zahl 
bezeichnet, 

«1}  =  mu  +  2kn    oder    ij  = , 

und  nach  Substitution  der  Werthe  von  q  und  1}  in  Kro.  10) 

11)  [r(cos0  +  fs»nfl)j    =r    jcos ^ f-tstn ^ 5- 

Da  X;  das  Gebiet  der  ganzen  Zahlen  von  —  oo  bis  -|-  od  durch- 
laufen kann,  so  scheint  die  rechte  Seite  der  vorstehenden  Gleichung 
unendlich  viel  verschiedene  Werthe  zu  haben,  doch  ist  dies  nicht  der 
Fall.  Giebt  man  nämlich  dem  k  das  eine  Mal  den  individuellen 
Werth  ^,  das  andere  Mal  den  Werth  n  4*  ^i  >o  änd«rt  ncfa  der 

Bogen  ^ um  2%  und  hat  dann  wieder  denselben  Cosinus 

fi 

und  Sinus  wie  vorher;  bei  positiven  k  braucht  man  also  nur  jk  =  0, 

1 ,  2 ,  .  .  .  (ft  —  1)  zu  nehmen.     Femer  bleibt  die  rechte  Seite  der 

obigen  Gleichong  dieselbe  fiir  A  =  —  h  und  für  ib  =  n  —  Jb.    Die 

negativen  k  liefern  also  keine  neuen  Werthe«    Demnach  hat  der  Ans- 
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dnick  [r(eosO  +  isinff)]*  nur  n  von  einander  verschiedene  Werthe, 
welche  aus  Nro.  11)  für  *  =  0,  1 ,  2,  ...  (n —  1)  hervorgehen. 

Setzt  man  in  der  allgemeinen  Formel  11)  Ä;  gleich  einem  Viel- 
&d)ea  von  m,  etwa  k  =z  hm^  und  lässt  in  der  neuen  Gleichung 

[r(co80  4' tsmO)]    =  r    Icos—^ — ■ ^  +  tstn— ^ } 

X  (  n  n  ' 

AM 

Mond  II  gleichseitig  in's  Unendliche  wachsen  und  zwar  so,  dass  — 

sieh  einer  irrationalen  Zahl  fi  nähert,  so  gelangt  man  zu  der  neuen 

Gleichung 

12)  [r{eo8d  +  isinß)]^  =  ff'{eo9^(ß  +  2h%)  +  tsmfi(ö  +  2h%)]. 

Hier  ist  h  eine  willkührliche  ganze  Zahl ,  und  die  rechte  Seite  hat 
unendlich  viele  verschiedene  Werthe. 

Wie  hei  Potenzen  mit  reeller  Yariahelen  jer,  so  verstehen  wir 
soch  bei  einem  complexen  e  unter  e"^  den  reciproken  Werth  von 
r^  hiernach  ist  z.  B.  für  ganze  positive  m 

*  ^^  [r(co8Ö  +  i«wfl)]*        f^icosmQ  ■\' isinmü) 

=  r~^{cosmd  —  isinmO) 
und  Ihnlich  in  jedem  anderen  Falle. 


§.54. 
Anwendungen  der  vorigen  Sätze. 

L   Dem  M oivre'schen  Theoreme  zufolge  gilt  die  Gleichung 

easmO  =  {casO  4*  twnÖ)*; 
^e  rechte  Seite  ist,  m  als  ganz  und  positiv  vorausgesetzt,  ein  Pro- 
dnct  ans  m  gleichen  Factoren,  zu  dessen  Ausrechnung  der  hinomische 
Sats  benutzt  werden  kann ,  weil  die  Multiplication  bei-  reellen  und 
bei  imaginfiren  Factoren  auf  völlig  gleiche  Weise  geschieht.  Nach 
beidersei^er  Yergleichung  der  reellen  und  der  imaginären  Theile 
geUngt  man  zu  folgenden  brauchbaren  goniometrischen  Formeln 

1)  cwwÖ=  (m)eCOS"fl  —  (m)2C0S«-«ÖÄfn«Ö 

+  (m)4COS"»~*fl«n*ö  —  '  •  •  V 

2)  mmO  =  (m)ica«"-iÖ  sinO  —  (m)3Cos~-«fl  sin^O 

+  (m)5C(W«-»0  Sf»»Ö  — 

dder 


•  •  • 


266     Cap.  VIIl.    §.  54.    Anwendungen  der  vorigen  Sätza 

—  (m)e  tan^O  -|-  •  •  • 
..     sinmQ        ,  ^ 

IL    Die  Auflösung  der  Gleichung  a;"  =  -|-  1.     Ana  der 

vorstehenden  Gleichung  folgt  x  =  (+  1)" ;    die    gesucliten  Wcrthe 
von  X  können  folglich  nach  Nro.  11)  berechnet  werden,  wenn  nu 

r=  1.  Ö  =  0,  m  ==  1,  *  =  0,  1, (n  —  1)  setzt,  und  sie  «ind 

in  der  allgemeinen  Form 

j;  r=r  cos 1-  %sm 

n       *  n 

enthailten.     Man  kann  hierbei  gerade  und  ungerade  n  unterscheideD; 
im  ersten  Falle  nimmt  man  der  Reihe  nach 

*  =  0.1.2, ~-l. 

|-,n— l,n— 2, ~  +  1, 

im  zweiten  Falle 

*  =  0,1.2. ^. 

«-l.«-2. JLti. 

Für  ein  gerades  n  sind  hiemach  die  Werthe  von  x 

+  h  -1 

2«    ...     2«  2n         . .     2« 

cos }- tsm ,  C08 ism , 

»  w  n  n 

43r    ,     .   .     4«                         4«         .  .     4« 
cos h  *«» »  cos ««tu , 

6flr    ,    .  .     6«                        6«         .  .     Gas 
cos +  «Ätn cos tsm , 


_  (n— 2)3r   ,    .  .    (n— 2)ä  (n— 2)«        .  .    (n— 2)« 

n         '  n  n  n 

dagegen  fOr  ein  ungerades  n: 
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+  1, 

2«    ,    .  .     23r  2x        .  .    2% 

cos y  tsm ,  eo8 *»tn , 

^^  4«    ...     4«  4x        .  .     4« 

e08 }-  %9tn »  €08 fMfl  9 

n  n  n  n 

Sx    ,    ,  .     ßx  ßn        .  .     6« 

eas f- t«n ,  cos tsm , 

n  n  n  n 


(•-l)gr    ,    ,^  (n— 1)«      _(!»— l)ar       ,^.^  (n— 1)« 
cos -4-  t  jm  .^-«— _«  ,  0Qg f  ^n  __.^ , 

n  «  n  » 

So  hat  I.  B.  die  Gleichung 

«•=  +  1 
folgende  6  Wunehi 

,.  .VT  •      .VT 

i^.VT  ,      .VT 

HL    Die  Auflösung  der  Gleichung  x"  =  — 1.    Für  r=lt 

6  =  «,  m  =  1  erhält  man  aus  Nro.  11)  als  allgemeine  Form  der 

Wurzeln 

(2fc+l)«  (2t +  1)«. 

dp  =  C08 H  taiii I 

n  n 

bei  geraden  »  hat  demnach  x  folgende  Werthe: 

C09  —   +  %sin  —  I  eo8  —  —  tsin  —  , 

n  n  n  n 

33r    ,    .  .     39r  3«         .  .     3ä 

eo8 — -  +  f«tn ,  cos tstn i 

n  n  n  n 

h  tsm ,  cos tstn , 

fi  »  n  f» 


II  n  n  n 

^egen  hei  ungeraden  n: 

BckUmilrh,  Analyai«  I.  «17 
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-1. 

eo«  —   +  f  «tn  — '  ,  cos  —  —  ism  —  » 
n      ^             n  n  n 

3«    ...     3«  3«         .  .     3«  . 

cos 1- fsin ,  cos tsm , 

n    '  n  n  n 

6ä    ,    .  .     Önr  5«         .  .    6« 

cos f- <sin ,  cos fsin , 

n      '  n  n  n 


(n— 2)3r   ,    .  .    (n  — 2)«           (n— 2)nr        .  .    (»—2)« 
cos^^ — |-fstn^^ —,   cos- ' tsm^ ^ 


§.66. 
Die  Ezponentialgrossen  mit  oomplexen  Variabelen« 

Unter  der  Zahl  e  wurde  der  Grenzwerih  des  Ausdrucks  ll-\ j 

fflr  unendlich  wachsende  o  yerstanden;  demgemäss  ist 

"  =  Lim  [(l  +  i)"'] 

,       ,         l  0 

oder,  wenn  mg  =i  m^  mithin  —  =  —  gesetzt  wird, 

CD        tu 

e'  =  lAm  \(\  A-  — J    |  %  (ftkr  m  =  oo). 

Diese  Oleichung  hat  den  Sinn,  dass  die  Exponentialgröase  als 
Grenswerth  einer  gewissen  Potenz  angesehen  werden  kann ;  sie  eignet 
sich  daher  sehr  gut  zur  allgemeinen  Definition  der  EzponentialgrGsse, 
weil  man  nach  den  vorigen  Untersuchungen  ftir  jeden  Fall  die  Be- 
deutung der  Potenz  kennt.  Wir  definiren  demnach  c'+'y  durch  die 
Gleichung 

1)  ««+'»  =  Um  [(l  +  ^^)"]  .  (für  «•  =  od) 

und  setaen  der  Einfachheit  wegen  m  als  ganse  und  posiiiye  Zahl 
▼oraus. 

Um  den  angedeuteten  Grenzenübergang  auszuführen«  bringen 
wir  zunächst  die  Basis  der  Potenz  auf  die  Nonnalform,  nftmlich 

2)  1  +^^  =  r(casd  +  fstnü). 
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woraus  tich  ergiebt 

I  ± 


'   m 


seUoi  wir  feiner 

y 


ardan !::—  =  *. 

X 

m 


10  folgt  ans  der,  fiir  tanO  angegebenen  Gleichung 

wo  Ib  eine  positive  oder  negative  ganze  ZaU  bedeutet.     Die  Glei- 
chung 2)  lautet  jetzt 

IM 

far  «  =  0  und  y  =  0  wijxl  r  =  1 ,  Ö"  =  0 ,  mithin 

1  =  co8kx  4"  i$ink7C  =  cosJqx, 
woraus  hervorgeht,   dass  Ib  eine  gerade  Zahl  sein  muss.     Man  hat 
desswegen  einfacher 

1  4. 1±1J(  =  r(cos^  +  «s*«^) 
m 

und  nach  dem  Moivre'schen  Satze 

3)  e*+'"'  =  Xnw  {r"»(co8ind'  -j-f  stnm'^)}  • 

Darin  ist 

,.  =  (,  +  i£  +  ^±»!)'". 

and,  wenn 

2a?        5L+Ji=l 
m  m^  ft 

getetst  ^rd,  so  stellt  sich  r**  unter  folgende  Form : 

'-=('+^)"=[('H)''J'" 

Bä  anendlich  wachsenden  m  convergirt  —  gegen  die  Null,  mit 


17* 
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bin  wird  fi  onendlicli  gross,  und  die  vorstehende  Gleichung  seigt 
dann,  dass  r"*  den  Ausdruck  e'  zur  Grenze  hat. 
Was  femer  md'  anbelangt,  so  ist  identisch 

m^  =  - — :r-  •  mtan^  =^ 


ian^  sind"  x 

^  +  m 

bei  unendlich  wachsenden  m  convergirt  9'  gegen  die  Null,  ^ 

gegen  die  Einheit,  folglich  fitd'  gegen  den  Werth  y.     Nach  diesen 
Bemerkungen  zusammen  wird  die  G4eichung  3)  zu 

4)  e*+  'r  =  e*{co8y  +  isiny). 

Fast  genau  dieselben  Schlüsse  sind  auf  die  etwas  aUgemeinere 
Exponentialgrösse  a'  anwendbar.     Bei  reellen  e  ist 

«•  =  e-  =  Un.  [(l  +  ^^)-]  . 

und  wenn  ms^    diese  Gleichung  als  Definition  fCLr  den  Fall  t  = 
X  -^^  iy  beibehält,  so  findet  man  ohne  Mühe 

5)  a*+'«'  =r  a*\coB{yld)  -\'i$%n(yl<ij\. 

Um  zu  entscheiden,  ob  die  Fundamentaleigenschaft  der  Expo- 
nentialgrösse, nämlich  die  Gleichung  a'  .  aC  =  a'***^,  auch  bei  com- 
plexen  e  und  £  richtig  bleibt,  multipliciren  wir  die  Gleichung  5)  mit 

und  benutzen  rechter  Hand  den  Satz 

r(co80  +  »«nö).ri(cosÖi  +  «Äfnöi)=rri[cö8(Ö  +  öl)  +  i«m(^ 
das  Resultat  ist 

*. 
und  es  erhellt  hieraus,  dass  jene  Eigenschaft  in  der  That  Itlr  com- 
pleze  Exponenten  gilt     Alle  übrigen  Eigenschaften  der  Exponen- 
tialgrösse, wie  z.  B.  (a^  =  a*',  sind  Folgerungen  der  erwähnten 
Eigenschaft  und  bleiben  daher  gleichfalls  ungestört 

Eine  brauchbare  Anwendung  der  obigen  Theoreme  ist  folgende. 
In  Formel  4)  setzen  wir  d;  =  0,  das  eine  Mal  y  z=s  u^  das  andere 
Mal  y  =  —  tf ,  und  haben  dann 

c'»  =  C08U  +  isinu  ,    er**  =  eosu  —  tain«, 
mithin  durch  Addition  und  Subtraction 

6)  2co$u  =  e'»  +  e-'",     2i8inu  =  «'•  —  e"'". 

Ans  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich,  wenn  man  beiderseits  auf 


mit  complexen  Variabelen.  261 

die  Mte  Potenz  erhebt  und  rechter  Hand  den  binomischen  Satz  fdr 

l^anze  positive  m  anwendet} 

7)  2^C08^u 

=  (f»)o  e'«»  +  (m)i  c'C«-2)«  ^  (fn)j  e'(~-  *)•  + 

=  (!«)©«'"••  —  (m)i  6«<'»-»)-  -f  (w)i  6'^«-*>«»  — 

Hier  kann  man  jede  ExponentialgrösBe  wieder  in  Cosinus  und  Sinus 
umsetzen  und  nachher  die  reellen  und  imaginären  Theile  auf  beiden 
Seiten  vo-gleichen«     Aus  Nro.  7)  erhält  man  so 

=  (m\  cosmu  -f  (i»)i C08(m—  2) i»  -f  (m)t  coa(t»— 4)f*  +  .  .  .  . 

Nicht  Überflüssig  ist  es,  die  Fälle  eines  geraden  und  eines  unge- 
raden m  zu  nnterscheiden.     Bei  geraden  m  giebt  es  einen  mittelsten 

Bioomialcoefficienten  (m)^      und   jeder    andere  Coefficient    kommt 

s* 

xveimal  vor;  daher  lassen  sich  die  mit  gleichen  Coefficienten  ver- 
sehenen Summanden  vereinigen,  was  nach  beiderseitiger  Division  mit 
2  lu  folgender  Gleichung  führt:  ^ 

9)  2~-icos~tt 

=  (m)o  cosmu  +  (m)i  co8{fn —  2)  u  +  Wa  cos(in — 4)  !*+•••• 

•••  +  (»»),         cos  2tt  +  |(m)^. 

Bftgegen  ergiebt  sich  för  ungerade  m: 

10)  2«-*C08'»i« 

=  (m)o  cosmu  +  (m)i  cos(m — 2)t*  -|-  (m)2  cos(m — 4)  w  -f  •  •  • 
•  •  •  +  Wi,      ,,  cos3u  4-  (w);^^      ^^  cosu. 

Die  Oleichung  8)  gestattet  eine  ganz  ähnliche  Behandlung,  und 
zwar  findet  man  bei  geraden  tu: 

11)  (— 1)5*2"»- 1  sm^tt 

=  (m\  cosmu  —  (m)iCoe{m — 2)tt  +  (m)iCos(m — 4)u  —  •  •  •  • 

.  .  .  +  (-l)J"-\ni)j^_^cos2t*  +  (-l)»">)j^. 
digegen  bei  ungeraden  m: 

12)  (— 1)»^*"^^2"— istn-i» 

=  {m\sinmu  —  (m)is»n(m— 2)u  +  (m)9St»(m — 4)u —  .  .  .  •  . 
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Die  hier  entwickolten  vier  Oleiohangen  bilden  gewinernii 
die  ümkehrtmgen  der  beiden  Gleichungen  I)  und  2)  in  §.  54» 

§.5«. 

Die  Logarithmen  oomplexer  Zahlen« 

unter  dem  allgemeinen  Logarithmus  einer  Zabl  t  yer- 
eiehen  wir  jede  reelle  oder  coroplexe  Grösse  g^  welcher  die  Eigen- 
schaft e*  =  t  zukommt.  Bezeichnen  wir  diesen  allgemeinen  Loga- 
rithmus von  i  mit  L  (  und  setzen 

1)  i  tt  +  iv)  =  «  +  fy. 

wo  X  und  jf  TorlAufig  noch  unbekannt  sind,  so  muss  umgekehrt 

e«  +  '»  =  |  +  tri 

oder 

e'  {cosp  -f-  t«twy)  =  |  +  <ij 

sein.     Die  beiden  hieraus  folgenden  Gleichungen 

2)  c*  cos  ff  =  1»        e'sinff  =  q 
liefern  erstens 

3)  e'  =  VW+r.  x  =  \l{x^  +  9'^ 

und  zwar  nehmen  wir  das  Wurzelzeichen  im  absoluten  Sinne«  weil 
e*  bei  reellen  x  nicht  negativ  sein  kann.  Die  Gleichungen  2)  werden 
durch  Substitution  des  Betrages  von  e'  zu  den  folgenden 

4)  eosy  =  --,  t  siny  = 


ö)  ton  y  =  -j- ,  y  =  ardan  4-  i  «•  ar, 

wo  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  die  sich  etwas  naher  be- 
stimmen lässt,  wenn  man  die  Fälle  eines  positiven  und  eines  nega- 
tiven I  unterscheidet  Für  iy  =  0  wird  nimlich  y  =^  +  mx  und 
nach  Nro.  A)  cosy  =  -}-  1  oder  cosy  =  —  1,  je  nachdem  |  positiv 
oder  negativ  ist;  hieraus  geht  hervor,  dass  im  ersten  Falle  m  eine 
gerade,  im  zweiten  Falle  eine  ungerade  Zahl  sein  muss.  Bezeichnet 
A;  irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  so  haben  wir  vermöge  der  Werthe 
von  X  und  y  folgende  Formeln:  fftr  ein  positives  £: 

6)         Z  (f  +  »1?)  =  M  tt'  +  n^)  4-  »  \arctan  |-  ±  2hn\ 
dagegen  fttr  ein  negatives  £: 
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7)  L  (l  +  iij)  =  \l  (|»  +  ij«)  +  .[ardan|-  ±  (2»+  1)«]. 

In  dem  sehr  einfftchen  Falle  {  ^=  +  ^  ^^^^  1}  =  0  erh&lt  man 
hienuB 

8)  i(+l)  =  ±2]bjri,        i(— l)  =  ±(2Jfe  +  l)«». 
mithin  kann  bei  positiven  | 

9)  i  (1  +  in)  =  \l  (I»  +  ij»)  +  iarcto»  |-  +£  (+ 1), 
and  bei  negativen 

10)  L  (l  +  fi?)  =  iHV^-n')  +  i<^rctan  |  +  i  (-1) 

geseilt  werden.  Die  unendliche  Vieldeutigkeit  der  Logarithmen  wird 
fibrigene  nicht  überraschen,  wenn  man  sieh  erinnert,  daas 

li  =  Um  [n  (T[/T—  l)],        (für  n  =  oo) 

ist  imd  dass  p^  ^,  den  Untersuchungen  des  §.54  zufolge,  n  verschie- 
dene Werthe  besitzt. 
Aas  der  Gleichung 

ergiebt  sich  bekanntlich  die  Haupteigenschafb  der  Logarithmen 

jene  Relation  besteht,  wie  in  §.  55  gezeigt  wurde,  auch  bei  com- 
pleien  iTj  und  z^^  mithin  gilt  die  letztere  Eigenschaft  gleichfalls  bei 
oomplexen  d  und  ^j.  Eine  Anwendung  des  Satzes  besteht  darin, 
das«  man  die  Werthe  von  i(H-  tri)  und  X(£  —  tri)  nach  Formel  7) 
oder  nach  Formel  8)  entwickelt  und  die  beiden  erhaltenen  Gleichun- 
gen von  einander  abzieht;  man  findet  so 

11)  L  (|-^-p)  =  2i\arctan^  ±  2  Ä«j. 
vo  h  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bedeutet. 


§.67- 

Die  goniometrisohen  und  oyolometriBolien  l^unotionen  mit 

complezen  Variabelen. 

L    Die  in  §.  65  Nro.  6)  entwickelten  Gleichungen 
cosu  = ,  «tnu  = Yi 
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wollen  wir  als  die  aUgemeinen  analytischen  Definitionen  von  cosu 
und  stnu  beibehalten;  es  ist  i^»r\T% 

cas(iv)  = -I— —  =      ^    — . 

^    ^  2*  2        • 

und  überhaupt  bei  complezen  u  =  x  -f-  iy 

cos(x+iy)  =  ''''''"'  +  '''''^'''  -  e-^^^'  +  e^f-*' 

2*  —  2f 

oder,  wenn  man  e+'*  sowie  c-*'  durch  cosxrmd  sinx  ausdrückt, 

1)  cas(x  +  if,)  =  ^^il-'cas^c  -  i'lSIL^sinx, 

2)  ^(^  +  itf)  =  ^'!^^tL2^nx  + 

Vermöge   der   Werthe  von   ca8(iy)  und  sin(iy)   kann  man  dafür 
schreiben 

C08(x  +  iy)  =  ca8Xcos{iy)  —  sinxsin(iy), 
sin(x  +  ty)  =  sina?  Cö5(ty)  +  cos«  8in(iy), 
woraus   hervorgeht ,  dass  die   bekannten  Formeln  für   cos  (a  +  ß) 
und  9tn  (a  +  /J)  auch  bei  imaginären  ß  richtig  bleiben.     Die  Glei- 
chungen 1)  und  2)  liefern  femer 

cos«  (ä  + 1  y)  +  sfn«  (a?  + 1  y) 
—  f^üjtj^y       (^^  —  «■"  A' 

~  \~2—) ""  V— 2— ;  =  ^5 

die  Relation  cos«#+  Wn»5  =  1  besteht  daher  auch  bei  complezen  z. 

Für  die  übrigen  goniometrischen  Functionen  behalten  *  wir  die 
gewöhnlichen  Definitionen 

*^''  =  ;^'     ten^  =  .?i!i£u-s.  w. 

cos  z  cos  z 

ungeftndert  bei     Hiemach  ist  s.  B. 

tan(x  +  iy)  =  (^^  +  g"''^)gt'>»a?  +  i(e' -e'9)cosx 

ie9 -\- e-9)  cos  X  —  t(tfr  — «-!')«•»  »' 
oder,  wenn  man  den  Nenner  durch  Multiplication  mit 

(fi9^e-9)cosx  +  i(e9^e-^sinx 
reell  macht» 
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3)  tan  (x4-  ty)  =    ^    ,    ^ ^t — ; r^« 

Auf  gleiche  Weise  lassen  sich  alle  übrigen  goniometrischen  Fnnc- 
tionen  des  complexen  Bogens  x  +  iy  auf  die  Form  ^(x^y)  +  iti^tj/) 
bringen. 

Die  beiden,  in  den  yorigen  Formeln  öfter  Yorkommenden  Fanc- 

tionen 

und.  — 

2  2 

nennt  man  nicht  selten  den  hyperbolischen  Cosinus  und  den 
liTperbolischen  Sinus;  man  bezeichnet  sie  entweder  mit  dod.y 
uid  (Sinjf  oder  zweckmässiger  mit  cshpy  und  snhpy.  Dieselben  be- 
Qtien  IL  A.  die  Eigenschaften 

cshp^y  —  Bnhp^y  =  1,    snhp2y  =  28nhpye8hpy^ 

welche  gewissen  goniometrischen  Formeln  analog  sind. 
Nach  dieser  Bezeichnung  hat  man  folgende  Relationen 

C08(x  -\-  fy)=  C03X  cshpy  —  isinx  snhpy, 

sin{x  +  iy)  =  sinx  cshpy  +  icosx  snhpy^ 

.     ,     ,    .  .        sin2«  +  isnhp2y 
^(^  +  ^y)  =  C0S2X  +  cshp2y^ 

cu*v    -r  »y;  cosUx  —  e8hp2y 

TL  a.  Unter  dem  Symbole  Aresin  ^  verstehen  wir  im  Folgenden 
jede  reelle  oder  complexe  Grösse  jt,  welcher  die  Eigenschaft  sin  <r  =3  £ 
nkommt  Hiemach  gilt  für  ein  reelles  £,  dessen  absoluter  Werth 
die  Einheit  nicht  übersteigt,  die  Formel 

*)  Arcsin^  =  mx  +  aresin^,    (£«  ^  1); 

dftbei  ist  m  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl,  und  es 
^ispricht  das  obere  Vorzeichen  einem  geraden,  das  untere  einem 
«ogenden  m.. 

Setzt  man  aUgemeiner 

5)  Aresin  (|  +  t ij)  =  x  +  iy^ 

wo  X  and  y  vorläufig  unbekannt  sind,  so  folgt  umgekehrt 

8in{x  +  iy)  =  i  +  iri, 

d.  i.  nach  Nro.  2) 

^ sinx  +  i ^ cosx  =  i  -{-  iij, 
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mithin  dienen  zur  Bestimmimg  von  x  und  y  die  beiden  Gleichungen 


stnx  =  l ca$x  =  q, 

die  sich  folgendermaaesen  aofldeen  lassen. 
Man  erhält  zan&chst 

(c~^r~y  +  »*•'*  =  i  +  ^  +  n\ 

und  wenn  hie»,  die  Gleichung 

2  .  — -T 8inx  =  26 

erst  addirt,  dann  subtrahirt  wird,  so  entsteht  linker  Hand  jedesmid 
ein  Tollständiges  Quadrat,  woraus  folgt 


6) 


2     +  «»^  =  WTW+1\ 


—  sinx  =  1/(1  —  g)«  4-  iji. 


2 

Die  Wurzelwertbe  mftssen  hier  im  absoluten  Sinne  genommen  wer- 
den, weil  bei  reellen  y  und  x 

\{(^  +  e-r)  >  1,    sinx  <  1 

mithin  jeder  links  stehende  Ausdruck  positiy  ist.  Die  Gleichungen  6) 
führen  nun  zur  Kenntniss  Ton  x  und  |f;  setzt  man  n&mlich  zur  Ab- 
kürzung 

7)  «  =  i {]/(!  +  {)«  +  n*  +  V(i  -  {)«  +  n*l 

8)  T  =  l{V(i  +  ö»  +  i|»  -  V(i  - 1)»  +  «?•}. 

SO  folgt  erstens 

sind?  =  r  mithin  x  =  ilrcsm  r, 
zweitens 

^^^  =  <f  mithin  y  =  I(<f  +  V ö«  —  1). 
Wegen 

tf  _  ySiTrT  = J; , 

'  tf  +  V««  —  1 

kann  man  den  Werth  von  y  auch  in  folgender  Form  schreiben 

y  =  ±  7(tf  +  V<Jt  _  1) 

und  hat  dann  /O*—  1  im  absoluten  Sinne  eu  nehmen.  Beseichnet 
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(  eine  reelle  positive  oder  negative  Einheit ,   so  ist  vermöge  der 
Werthe  von  x  und  ff 

Äresin  (|  +  iri)  =  Aresint  +  t«I  (ö  +  |/tf«  —  1) 
oder  irenn  Areainx  durch  aresin t  abgedrückt  wird, 

9)  Aresin  (|  +  iiy)  =  m«  +  (—  1)«  arcsinx  +  i«?(<l  +  ]/6^  —  1). 

Um  sn  bestinunen,  in  welchen  Fällen  €  =  -|-  1  und  in  wel- 
chen £  =  —  1  zu  nehmen  ist,  setzen  wir  speciell  $  =  0  und  1/  als 
positiT  Toraus ;  es  liegt  darin  keine  Beschränkung  des  i},  weil  i( — i}) 
=  ( —  t)  1}  ist  und  daher  ein  etwaiges  negatives  Vorzeichen  des  17 
«af  Rechnung  von  f  geschrieben  werden  kann.     Für  die  erwähnten 

Werthe  von  {  und  iy  ergiebt  sich  t  =  0,  <f  =  ]/!  +  ^'  mithin 

^rcstn  (tij)  =  w«  +  f«?(Vl  +  ij«  -h  ij), 
umgekehrt  muss  also  die  Gleichung  bestehen 

10)  in  =  sin  [m«  +  •«7(yi  +  ij«  +  ij)]. 
Setzt  man  vorübergehend 

Ki/r+ü»  +  >?)  =  A, 

woraus  folgt 

11)  e*  =  1/1  +  i?a  +  iy,    e-^  =  j/l  +  i?«  —  ij, 
10  erhält  man  aus  Nro.  10). 

tiy  =  sm  {mn  +  i <A)  =  cosmn  .  siw  (t«A) 

=r  (—  !)«•  Bsiniik)  =  (—  1)«  £f  ^    ^^ 

<i-  ist  nach  Nro.  1 1) 

in  =  (—  1)«  lin  mithin  «  =  (—  1)*". 
Zofblge  von  Nro.  9)  gilt  nun  die  definitive  Formel 


12)   Aresinii  +  tij)t=m«  +  (—  !)"•  \aresinx  +  f7(<J+ V<J«— 1)}, 
vorin  m  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet. 

Versteht  man  unter  arcsin  ({  -f~  *^)  denjenigen  speciellen 
Werth  von  Arcsin  (|  -|-  ti]),  welcher  fOr  m  s=  0  zum  Vorschein 
kommt,  so  ist 


13)       aresin  (|  +  tij)  =  arcsinx  +  «(ö  +  V^«  —  1), 

Qod  daraus  geht  hervor,  dass  die  Relation 

H)  Aresmt  =  ihä  +  (--  l>"arcsfn{; 

aoch  far  compleze  {  gültig  bleibt. 

Als  specielle  Fälle  sind  die  folgenden  der  Erwähnung  werth. 
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Für  fi  =i  0  und  |'  <C  ^  liefern  die  Formeln  7)  nnd  8) 

^  =  l±±±(L^zI}  =  i^    ^  ^  ^  +  g  -  (1  -  fi  _  ^ 

mithin  wird  nach  Nro.  13)  aresin  i  =  arcrin  {.  Dagegen  ist  fOr 
ij  =  0  nnd  {«  >  1 

ö ^ _fc      t  —  g _1 

mithin 

15)  arcntil  =  J«  +  «(|  +  VF^^),    V  >  l; 

dieBes  Resultat  wird  nicht  überraschen,  wenn  man  beachtet,  das« 
einem  die  Einheit  übersteigenden  Sinus  kein  reeller  Bogen  ent- 
sprechen kann. 

Für  1  =  0  ergiebt  sich 

16)  arcsin(ifi)  =  t7(Vl  +  ij«  +  ij). 

b.  Bei  reellen,  das  Interyall  —  1  bis  -f-  1  nicht  Überschreitenden 
£  bedeute  Ärecos^  irgend  einen  Bogen,  welcher  |  zum  Cosinus  hat, 
dagegen  arccos^  den  kleinsten  (d.h.  den  zwischen  Oundar  fallenden) 
jener  Bögen;  es  ist  dann 

17)  Arccosl  =  2ni3r  ±  arcco«!,    ({•  ^  1), 

wobei  m  eine  beliebige  positiye  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet 
und  ebensowohl  das  obere  als  das  untwe  Vorzeichen  yon  arccc  i 
gut. 

Es  sei  nun  allgemeiner 

18)  '  Arceasii  +  iff)  =  »  +  •>. 
so  folgt  umgekehrt 

eo8{x  +  «y)  =  I  +  »fl 
d.  i.  nach  Formol  2)  und  durch  Ycrgleichung  der  reellen  und  ima* 
gin&ren  Theile 

L C03X  =  g,  g «tu«  =  —  1|. 

Mittelst  einer  fthnlichen  Bechnung  wie  im  vorigen  Abschnitte 
findet  man  hieraus 
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ca$x  =  X  mithin  x  =  Areeost^ 


df  +  erf 


=  6     ,         y  =  61(6  +  V<l«  -  1). 


2 

ilso  nach  Nro.  18)  wenn  gleichzeitig  Ärccos  t  durch  areco$  t  aus- 
gedrdckt  wird, 

19)  Arceos  (g  +  tij)  =  2m3r  ±  areeost  +  isl(6  +  \/<l«  —  1). 

Zar  Bestimmong  yon  €  dient  wieder  die  Specialisimng  {  =  0 ;  sie 
giebt 

Arcco$(ifi)  =  2m«  ±  J«  +  ««^Vl  +  fl*  +  n) 
md  nmgekehrt 

fij  =  co8(2mx  +  i«  +-  »«^)  =  +  sinijsX) 

=  +  C5tll(til)  =  +  6fiy. 
Hiemach  ist  €  = —  1  oder  ==  -|-  ^  zu  nehmen,  je  nachdem  areeost 
in  Nro.  19)  das  obere  oder  das  nntere  Vorzeichen  hat;  die  allgemeine 
Formel  lautet  also 

20)  Arecosdt  +  in)  =  2mn  ±  {areeost  —  %J(ö  +  V tf«  —  1)} 
Definirt  man  areeos^  +  ifi)  durch  die  Gleichung 

21)  arceos(^  +  tij)  =  areeost  —  il(ö  +  ]/<j»  —  1), 
•o  erhellt  augenblicklich,  dass  die  Relation 

22)  Areeost  =  2tn«  +  areeost 

auch  für  complexe  t  gilt.  Ebenso  zeigt  die  Addition  der  Gleichungen 
13)  und  21),  dass  die  Gleichung 

23)  aresint  +  areeost  =  i« 
allgemein  richtig  bleibt 

c  Dem  bisherigen  analog  bezeichne  Aretani  irgend  einen 
Bogen,  dessen  Tangente  die  reelle  Zahl  {  ist,  es  besteht  dann  die 
Relation 

24)  Arctan^  =z  mjc  -\-  aräan^, 

worin  m  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeateti 
Setzt  man  allgemeiner 

25)  Aretan  (g  +  tiy)  =  «  +  ty, 

10  ist  umgekehrt  mit  Beachtung  der  Formel  3) 

t  ^  •  #     /      .    •  ^        m2g  +  f.l(g»y~g-^) 

f  +  .,  =  tanix  +  ty)  =   ^,^^  ^  .[^^  _^  ^.,y. 

odar  wean  man  für  den  Aagenblick  die  Abkflrnmgen 
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einfährt  und  beideneitB  die  reellen  sowie  die  imagin&ren  Theile 
▼ergleicht, 

.  sin2x      ^  V  

^  CQ»2X  +  u  ~  *'      cos2x  +  !»""'' 

Sabtrahirt  man  die  Qnadratsamme  dieser  Gleichungen  Ton  der  Ein- 
heit und  diyidirt  den  Rest  durch  2,  so  erhalt  man  wegen  1  -* 
stn'  2x  =  C08^2x 

cos2x  1  —  (g«  +  iy«) 

caB2x  +  u~  2  * 

der  Quotient  aus  der  ersten  Gleichung  in  Nro.  26)  und  der  tot» 
stehenden  Gleichung  liefert 

2ä 
ian2x  =  ; 73^— — - 

i  —  (i'  +  1?*) 

und  darans  folgt 

•  27)  «  =  lAräan  rZT^Tf^y 

Addirt  man  die  Quadratsamme  der  Gleichungen  26)  snr  Ein* 
heit  und  diyidirt  die  Summe  durch  2,  so  erhält  man  wegen  1  +  tr* 

u       ^  L±JL±Jl; 

cos2x  +  «  2  ' 

In  Verbindung  mit  der  zweiten  Gleichung  in  Nro.  26)  giebi  dies 
-    weiter 

^+^      =  ^  +  ^'  +  ^'   .    „ 
C082X  +  u  2  "^  ^' 

^-^     ^  1  +  f»  4-  1?» 

C082x  +  u  2  ^* 

femer  durch  Division 

?L±f  =  ll±il±_5)! 

u  —  v      I»  +  (1  -  ij)** 

Zufolge  der  Bedeatangen  von  «  und  v  ist  die  linke  Seite  dieser 
Gleichong  einerlei  mit  «'*',  daher 


y    «'  [|.  +  (1  _  ,)tj 


Nachdem  hiermit  die  Werthe  von  x  und  y  bestimmt  sind,  gilt  nach 
Nro.  25)  die  Formel 
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28)    Ardan  tf  +  iti)  =  \Ardan  ^  _  J/^ 


+    4»^  |_|,   +   (1   _  ,),J' 


velehe  aber  einer  weiteren  Discussion  bedarf,  weil  der  reelle  Tbeil 
rechter  Haod  eine  Unterbrechung  der  Gontinnität  erleidet,  sobald 
der  Nenner  1  —  ({*  -f"  ^*)  ^^  dem  Positiven  durch  Null  ins 
Negatire  übergeht. 

Ist  nun  erstens  {'  -f  i}'  <C  ^i  so  kann  man  schreiben 

29)  Arctan  (|  +  in) 

oder  für  {  +  tij  =  Qtf^  ^ 

Ardan  (p«*«») 
,/         ,         .      2Qeos(o\    .    ...  ri  +  p«  +  2Q8incor\ 
•\  1  —  PV  Li  +  (>*  ^  2pw»i»J' 

mithin,  wenn   der  echt  gebrochene  Modulus  Q  bis  zur  Null  yer- 

mindert,  a  dagegen  nicht  geändert  wird, 

Ardan  0  =  \mn  d.  h.  tan\mjt  =  0: 

hieraus  folgt,  dass  m  eine  gerade  Zahl  sein  muss. 
Im  Falle  {«  +  ij«  >  1  hat  man 

30)  Ardanii  +  tij) 

-  H«*  -  ^rctan  |r+-^iTZ^  +  h?  [j,  +  (^  _  ,),J 

oder 

=  \Ln  -  ardan  '4^)  +  \il  (J-t^  +  iif^i^) 

'\  P*  —   1/  \1    +   (»*   +   2Q8in4J9/ 

.  ond  ipecieller  fikr  p  =  oo ,  o  =  0 

^c^an  00  =  \mn  d.  h.  tofijms  =  oo 

VGQach  m  eine  ungerade  Zahl  sein  muss. 

Aus  den  Formeln  29)  und  30)  ergiebt  sich  nun,  wenn  in  der 
ersten  m  :=:  2fi,  in  der  zweiten  m  =  2n  4"  ^  gesetzt  und  unter  n 
ci&e  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  verstanden  wird, 
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2£ 
31)       Ärctan  ({  +  t ij)  =  n«  +  \ardan  ^  _      * 

82)  Äretau  (g  +  ««»)  =  »«  +  1  («  —  arttan  .,  ^\  _  \ 

+  i"  [|^it^3-  ^  +  -^  >  •■ 

In  dem   speciellen  Falle  »  =  0  schreiben   wir  areta»  cUtt 
Aretan  nnd  haben 

83)  ardan  (|  +  «fl)  =  \aräan  ^  _  ^^;  ^ 

+  1«  rl'  +  (14-  i?)n        tt   .    «,  ^  , 

arotoN  (I  +  «ij)  =  \\*  —  ardan  *  _    \ 

der  Vergleich   mit   den   Yorhergehenden  Formeln  zeigt,   dMi  die 
Relation 

Ardani  =  n«  +  ardant 

aacH  bei  complexen  (  richtig  bleibt. 

Für  {  SS  0  ergeben  sich  die  besonderen  Formeln 


34) 


35) 


arctaniifi)  =  \il  (f^).  ij«  <  1. 


Auf  ähnliche  Weise  können  Ärccot  (|  -|-  tij),  ilrc8ee({  -^  *'?) 
und  ^rccfc(£  +  ifj)  entwickelt  werden,  doch  sind  diese  Functionen 
Ton  so  seltenem  Oebranch,  dass  wir  ihre  Discussion  Übergehen 
können. 


i# 
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§.68. 


Differentiation  complexer  Ausdrücke. 


Den  vorigen  üntersnchnngen  znfolge  kann  eine  Fnnetion,  welche 
ausser  der  Yariabelen  ß  noch  die  imaginäre  Einheit  t  enthält,  auf 
die  Normalform 

gebracht  werden,  dann  lässt  sich  aber  auch  eine  bündige  Erklärung 
über  den  Differentialquotienten  von  f{e^i)  geben.  Unter  fi^^i) 
rersteht  man   nämlich  den  Ausdruck  9>'(i^)   -f*   (^'(^)   und  es  ist 

daher 

de  de  de 

Dieser  Definition  folgend  wollen  wir  die  Differentialquotienten 
der  einfachen.  Functionen  complexer  Yariabelen  au&uchen. 

Die  Potenz.     Setzen  wir  nach  §.  53 
(*  +  iyy  =  [r{co8B  +  isind)y  =  rf^cosfie  +  irMsiniiO, 

r  =  Vx^  +  y»,  tanO  =  -J-, 

^  erhalten  wir  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  X 

— =  _  (irfsinfid  g^  +  vn^-^cosy.H  g^ 


ö  ist  aber 

SehldmiUh,  Attalyna.  L  13 
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86 y       smß 

dx~~  x^  +  y^~         r"' 

8»  1/««  +  y« 

mitbin  nach  Substitution  dieser  Wertbe  und  geböriger  Zusammen- 
Ziehung 

=  fir^-i[cos(fi  —  1)Ö  +  f«tit(fi  —  1)6] 

Durch  eine  gleich  einfache  Rechnung  findet  man 

4)  -ii^ — - — i^^  =  «f*(ar  4-  «y>"  S 

und  nun  folgt  aus  den  Formeln  3)  und  4),  dass  die  Differentiation 
einer  Potenz  mit  complexer  Basis  ebenso  auszufG^ren  ist,  als  wenn 
i  ein  reeller  Coefficient  wäre. 

Die  Exponentialgrösse.  Durch  Differentiation  der  Gleichung 

tf«  4f  =  e*  cosy  +  f e*siny 
erhält  man  augenblicklich 

6)  -^ =  e'cosy  +  ie*siny  =  e***, 

0  X 

6)  — —  =  —  e'siny  +  iCcosy  =  iC^^; 

dy 

wie  man  sieht,  bleibt  auch  hier  die  Differentiationsregel  nngestori 

Der  Logarithmus.     Die  Formeln  6)  und  7)  in  §.  56  können 
in  die  folgende  zusammengezogen  werden 

La  +  iv)  =  i'd«  +  '»')  +  »•  (ardan  ^  +  c), 
WO  C  eine  yon  £  und  1}  unabhängige  Grösse  bezeichnet;   daher  ist 


Gap.  VIII.    §.  58.   Differentiation  complexer  Ausdrücke.    875 

81/(1  + in)  _  _J 1?      _  g-«i? 

^  81        ""«»  +  1J»         I»  +  ij*  ~  I»  + 1?» 


1 


8) 


_.      1 

Ancb  hier  geschiebt  die  Differentiation  ebenso,  als  wenn  %  reell  wftre. 
Die  trigonometrischen  Functionen.     Ans  der  Gleichung 

8in(x-}-iy)  = r «tn«  +t co$x 

erhalt  man 

^.  d9in(x-]-iy)        e^  +  e"^  .c»'— c~'   . 

9)  TT ^  = ^ €08  X  —  f stnx 

'  dx  2  2 

=  eos(x  +  iy), 

10)  ^— ' — —  = T stnx  +  f — '- cosx 

Off  ^  2 

=  f  cos(ir4'*y)- 

Für  die  übrigen  trigonometrischen  Functionen  ist  ebenso  leicht 
nacfasaweisen,  dass  die  gewöhnlichen  Differentiationsregeln  ungeandert 
bldben. 

Die  cjclometrischen  Functionen.  Setzen  wir,  wie. in 
§.  57,  Nro.  4) 

Aresin  (|  +  «iy)  =  a?  +  t  y , 
wobei  zwischen  x  und  y  die  Gleichungen 

2 stn«  =  g, C08X  =  fi 

stattfinden,  so  haben  wir  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  { 
folgende  drei  Gleichungen 

,,,  d  Aresin  (i  + tri)        dx    .    .dy 

^^^  dl      =^  +  *8r' 

e^  +  e"'  dx    ,    69  —  ß-»  .       dy 

18* 
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Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  erhält  man 

dx  ^ \(ev  +  e~9)  cos X 

8^  ~  \^(ev  +  e-v)co8xy  +  [l(e9  —  e-9)$inxy' 

dy  \(ev  —  c~y)sinx ^ 

af  ""  [\(e9  +  e-v) cos x]^  +  [l(e9-^€-v)sinx]^' 

Bubstituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  11)  und  berücksich- 
tigt  die  Relation 

P  +  ig  _       1 

p'  +  a^      p-ia' 

80  gelangt  man  zu  der  Formel 

dÄrc$in(^-\-  iri) 1 


dt  ~  l(ev  +  e-9)cosx  —  il(e9^e-9)sinx 

_  1 1 

~  cos(x  +  iy)  ~  Yl—sin^x  +  iy) 
oder 

d  Aresin  (t -}- i  7i)  1 


12) 


ÖS  Yi-a  +  iti)* 

Durch  eine  ähnliche  Rechnung  findet  sich 

dArcsin(^-]-tti) . 1 


^^^  ^n  Yi-(l +  »•»;)'' 

68  gilt  daher  die  gewöhnliche  Regel  zur  Differentiation  des  arctts 
Sintis  auch  bei  complexen  Variabelen.  Für  die  übrigen  cyclometn- 
sehen  Functionen  gestaltet  sich  die  Sache  ebenso. 

Durch  die  Zulassung  der  Differentialquotienten  complexer  Aus- 
drücke erreicht  man  häufig  den  Vortheil,  verschiedene  Differential- 
quotienten unter  einen  gemeinschaftlichen  Gesichtspunkt  zu  bringen. 
So  sind  z.  B.  die  Gleichungen 

ßx  aß 

darctan-^ —  =    .  ,    AT—»äx 
a  a^+ß^x^ 

nicht  wesentlich  von  einander  verschieden ;  setzt  man  nämlich  iu  der 
ersten  iß  für  /),  so  wird 


ii'Hmh ',4^.- 


ßxJl         a'^  +  ß* 
d.  L  nach  Formel  11)  in  §.  56 
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idlardan^—  4-  27»ä  )  =  i   ^  ,    ^,  ^dx^ 
\  a    —  /  «^  4"  ß^x^ 

was  mit  der  zweiten  Gleichung  übereinkommt. 

DaBs  der  Gebrauch  complexer  Zahlen  auch  bei  der  Entwickelung 
höherer  Differentialquotienten  von  wesentlichem  Nutzen  sein  kann, 
mag  folgendes  Beispiel  zeigen. 

Aus  der  identischen  Gleichung 

a»  +  /3»x»         2i\ßx  —  ia       ßx  +  iaj 
»rhält  man  durch  m- malige  Differentiation  in  Beziehung  auf  o; 

um  die  imaginären  Ausdrücke  wieder  wegzuschaffen,  setzen  wir 

ßx  ±:icc  ^=z  r(cosO  +  isinO) 

p  X 

es  wird  dann 

(ßx  +  ia)^+^  —  03a;  — ta)«+» 

rr:  r«  +  »[cös(iii+l)ö  +  f«tw(m  +  l)ö] 

—  r«  +  »[cös  (»»4-1)0  —  tst»(w+  1)0] 

-  2 1  r  «+» sin  («» +  1)  0  =  2 1  (a>  +  /J»x»)'»"^'""^^^smj  (m+ 1)  arctanj^^ 
mithin 

ßini  (m  4-  l).arctan  g- 1 

^      ^ '       '^  (aJ  4-  /32a;2)  2^ 

Aus  der  identischen  Gleichung 

ßx    ^  j_(  .j .     1    \ 

a»4.^»a!»        2i\ßx  —  ia'^ßx  +  iaJ 
erbält  man  nach  derselben  Methode 

cos\  (m  +  1)  ardan  -^  1 


15) 


K54f^)=^-'^"'''"'-"'' 


•    •    •    •   • 
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Setzt  man  in  der  Formel  14)  a  =  /J  =  1,  iw  =  n  —  1  und 
beradunchtigt,  dase 

Vi  4-  xy 
ist,  80  kommt  man  auf  dasselbe  Resultat  zurück,  welches  in  §.  14, 
Nro.  13)  durch  ein  weit  umständlicheres  Verfahren  gefunden  wurde. 

§.  59. 
Potensenrelhen  mit  imaginären  Variabelen. 
Vergleicht  man  die  beiden  früher  erhaltenen  Formeln 

2)  ardany  =  }y  —  jy'  +  Jy*  — 

-  l<a?<  +  1,      -  1  <y<  +  1, 

so  fWt  in  die  Augen,  dass  die  erste  Reihe  mit  der  zweiten  identisch 
werden  würde,  wenn  man  ihr  den  Zeichenweclisel  zu  verschaffen 
wüsste.  Dies  erreicht  man  durch  die  Substitution  a;=  ty;  die  linke 
Seite  der  Gleichung  1)  verwandelt  sich  dabei  in 

wobei  n  als  eindeutig  =  0  vorausgesetzt  wird ;  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  1)  geht  über  in 

»a»  -  Jy*  +  |y*  - ). 

ob  aber  die  Gleichung  1)  unter  diesen  Umständen  noch  besteht,  i>t 
eine  andere  und  zwar  nicht  überflüssige  Frage,  weil  die  Formel  1) 
nur  für  reelle  %  bewiesen  wurde.     Die  Gleichung  2)  zeigt  nun ,  da>s 
in  der  That  die  Gleichung  1)  für  o;  =  ty  ihre  Gültigkeit  behält. 
Aehnlich  verhält  es  sich  mit  den  Formeln 

X     ,      1    x»     ,    1  .  3  «5 


,(y  +  VT+7)  =  -f-^f + 


1    y3     ,    1  .  3  y» 
2.46 


—  i^«^  +  i,     — i_^y<^  +  i, 

deren  zweite  man  auf  demselben  Wege  erhalten  kann,  der  in  §.  47 
znr  Entwickelung  der  Reihe  für  aresin x  eingeschlagen  wurde;  auch 
hier  lässt  sich  durch  Substitution  von  x  =:  iy  die  erste  Reihe  in  die 
zweite  überführen,  woraus  folgt,  dass  die  Reihe  für  aresin  x  für  ima- 
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ginire  x  richtig  bleibt,  wenn  deren  Modulus  die  Einheit  nicht  über- 
ichreitet 

Behuffl  einer  dritten  Anwendung  gehen  wir  von  dem  leicht  be- 
weiabaren  Satze  ans,  dass  ein  Product  Yon  der  Form 

(1  +aix){l  +ai»)(l  +«8«) f 

TöUig  entwickelt,  zu  einer  Potenzenreihe 

l  +  Cix  +  dx^  +  CtX^  + 

üihrt,  worin 

Ci  =  «1  +  Oj  4-  «3  +  «4    +••••• 

+    «f  «i   +   ••••! 
IL  B.  W. 

und  fiberhanpt  jeder  Coefficient  nach  einem  bekannten  combinatori- 
icheD  Gesetze  gebildet  ist.     Demzufolge  hat  man  z.  B. 


•     •     •    • 


•     •     •     • 


=  1  +  Cix  +  Ci««  +^  Ca»»  + 
ond  (^  den  ersten  Goefficienten 

^         «»Vi«   ^   2«   ^   3«   ^   4»   ^        / 

ood  iMeh  §.  50, 

C,  =  J- 

Aach  die  übrigen  Goefficienten  sind  leicht  zu  bestimmen;  setzt 
mm  n&mlich  x  z=  —  ß^  und  moltiplicirt  beide  Seiten  der  Gleichung 
3)  mit  r,  so  erhalt  man 

=  jer  —  Ci^r»  +  C^ß^  —  C^ß''  + , 

und  hier  ist  die  linke  Seite  identisch  mit  sine  (§•  49  Formel  16), 
ndtiiin  mnss  die  rechte  Seite  mit  der  Sinusreihe  übereinstimmen, 
woraas  folgt 

^  =  t:2:8'    ^^rTTTö*    ^  =  rr:?f''^ 

Aus  Formel  3)  wird  jet2t 

^  1.2.3  ^  1.2...Ö  ^  1-2.. .7  ^ 
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und   zwar  gilt  dies  fUr  alle  reellen  x.     Setzt  man  x  =:  -^  p^  und 
multiplicirt  beiderseits  mit  y,  so  geht  die  Reihe  über  in 

,      y^     .       y*       ,       y^       . 

^"^  1.2.3  "*"  1.2. ..5  "^  1.2. ..7  "^ 


2 

und  man  hat  daher  die  Gleichung 

^  2  ^\    ^1»äV  \    T22äV  \         3'«V 

welche  zeigt,  dass  das  unendliche  Product  für  sin  e  au'sh  in  dem  F<iHe 
richtig  bleibt,  wo  z  durch  die  imagin&re  Yariabele  iy  ersetzt  wird. 
Ganz  ähnliche  Betrachtungen  gelten  bei  den  Werthen 

">  =  1^'       "»  =  Fi?«       "•  =  5^'  ***"' 
man  gelangt  nämlich  zu  der  Formel 

welche  beweist,  dass  das  unendliche  Product  für  cos  s  auch  im  Falle 
z  =z  iy  richtig  bleibt. 

Auf  die  Gleichungen  4)  und  5)  sind  die  nämlichen  Transforma» 
tionen  anwendbar,  welche  in  §.  50  mit  den  unendlichen  Producten 
für  sing  und  cosz  ausgeführt  wurden.  Nimmt  man  zuerst  die  Lo- 
garithmen und  differenzirt  nachher  in  Beziehung  auf  y^  so  erhält  man 

6)  "+  '-' 


7) 


8) 


er  -f-  e-r 

—        2y  2y  2y  , 

2 


•  'i 


'  '  •» 


e*  —  «-» 

J 2y  ,  2y 2y 

y         (1 «)» +  y»  "^  (2«)»  +  y»       (3«)»  +  y«  **" 

'  e»  +  e-i^ 

«  39r  5ff 

i  +  Tl^^^rZTi J 


•  •  •• 


a^)'  +  y'     (i»)*  +  y«^a«)'  +  y' 
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dieselben  Resultate  ergeben  sich  aus  den  Formeln  3),  4),  6)  und  7) 
des  §.  50  durch  Subßtitutition  von  b  =  iy. 

Yerwandelt  man  ferner  die  soeben  gefundenen  Beihen  in  Poten- 
leoreilien,  so  gelangt  man  zu  folgenden  Resultaten 

10)  'l+JIl 

y    ^    1.2  ^        1.2. .4^    ^  1.2. .6^ 

—  «  <  y  <  +  3Jf, 

e'  +  e-» 

_  2»(2»-  l)i?i  2<(2<  -  1)B,  2^(2^ -l)Br, 

1.2  ^  1.2. .4      ^  ^       1.2...G      ^ 


11) 


12) 


^  5»<y  <  +  5». 

2 


,  1       2(21^  1)5,^  ^  2(2»^l)Jg,^,  _  2(2^-l)^y, 


13) 


1.2         ^    '        1.2. .4      ^  1.2.. .6 

—  sr  <y  <  +  sr, 

2 


— r 


1.2^    ^  1.2. .4^  1.2. .6^    ^ 


•  •  •  . 


darin  bedeuten  J?i,  J?3,  £5  etc.  die  B er noulli 'sehen  Zahlen,  r^,  1:4, 
h  etc.  die  Secantencoefficienten. 

Man  ersieht  aus  den  gefundenen  vier  Gleichungen,  dass  die  For- 
aeb  29),  30),  31)  und  24)  in  §.  50  auch  für  xf  =  iy  richtig  bleiben, 
wenn  y  auf  dasselbe  Intervall  wie  ß  beschränkt  wird. 

Erscheinungen  dieser  Art  veranlassen  die  allgemeinere  Frage,  ob 
es  nicht  möglich  sein  würde,  das  Theorem  von  Mac-Laurin  auf 
complexe  Yariabelen  auszudehnen,  d.  h.  die  Bedingungen  zu  finden, 
Q&ter  denen  die  Gleichung 

/(«  +  itf) 

=/(0)  +  ^(»  +  «»  +  4t^  (*  +  «»'  +  •  •  •  • 

göltigiBt;  diese  Untersuchung  werden  wir  im  zweiten  Bande  erledigen« 


Cap.  IX. 

Die  Zerlegung   rationaler   algebraischer  Functionen  in 

Factoren  und  PartialbrUche. 

§.  60. 

Der  Fundamentalsats  der  Lehre  von  den  algebraiaclien 

Gleichungen. 

Aus  der  Algebra  ist  hinreichend  bekannt,  dass  Gleichungen  der 
vier  ersten  Grade  jederzeit  ebensoviel  reelle  oder  complexe  Wurzeln 
besitzen,  als  der  Grad  der  Gleichung  Einheiten  zählt;  es  liegt  daher 
die  Frage  nahe,  ob  diese  Eigenschaft  bei  jedem  höheren  Grade  gleich- 
falls stattfindet.  Die  Theorie  der  iiaagin&ren  Zahlen  macht  eine 
genaue  Discussion  des  Gegenstandes  möglich,  welcher  wir  nur  eine 
Bemerkung  vorauszuschicken  haben. 

Wenn  eine  Reihe  positiver  Grössen  c^  >  <7i ,  Cs  >  •  •  -  ^  gegeben 
ist  und  die  Zahl  q  grösser  als  jeder  der  Quotienten 


Ci  +  1 

<?*+« 

Cn 

c,     ' 

Ck-^l 

Cn^l 

gewählt 

wird, 

so 

kann  man 

ans  den  Ungleichungen 

a 

> 

Cm     • 

'  '  q> 

loicht  die  folgenden  ableiten 
diese  fUhren  noch  zu 
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worin  w  eine  boKebige  positiye  Variabele  bezeichnet.  Wählt  niaji 
letztere  <  — ,  so  wird  qw  <Z\  und 

<  J  +  0)*  +  0)'  +  •  •  •  •  in  inf., 
wobei  die  Summe  rechter  Hand  =  1  ißt.     Die  nunmehrige  Unglei- 
ehimg 

enthält  folgenden  Satz:  in  der  aus  positiven  Grössen  bestehenden 
Reihe 

Cq  +  CiW  +  C2fc»  •\- 4-  ^»«^" 

läset  sich  Uf  immer  so  klein  wählen,  dass  irgend  ein  Term  c«  tr*  mehr 
l^etrlgt  als  die  Summe  aller  nachherigen  Glieder.  —  Sind  die  Glie- 
der theils  positiv  theils  negativ,  so  kann  man  sie  auf  ihre  absoluten 
Werthe  redudren  und  dann  bleibt  die  Schlus&weise  dieselbe.  Man 
ersieht  hieraus,  dass  bei  hinreichend  kleinen  w  das  Vorzeichen  der 
Samme 

mit  dem  Vorzeichen  des  ersten  Summanden  übereinstimmt. 
Wir  betrachten  nun  einen  Ausdruck  von  der  Form 

0  f{x)  =  flo  4-  ai»  +  (hx'^  +••••  +  «««"» 

welchen  man  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  nten  Grades 
m  nennen  pflegt  Setzt  man  für  x  die  beliebige  complexe  Zahl 
s  4-  «t?,  so  stellt  sich  f{x)  =  /(ti  -(-  iv)  unter  die  Form  M  +  iN, 
wo  M  und  N  ganze  rationale  Functionen  von  u  und  v  sind.  Die 
Norm  von  M  +  iN^  d.  h.  der  Ausdruck  M^  +  ^^  kann,  wie  leicht 
zn  sehen  ist ,  beliebig  gross  gemacht  werden ,  wenn  man  u  oder  v 
oder  tt  und  v  zugleich  in's  Unendliche  wachsen  lässt ;  dagegen  kann 
ID  4-  N^  niemals  negativ  werden,  und  folglich  hat  dieser  Ausdruck 
ein  Minimum,  welches  entweder  =  0  oder  >  0  ist.  Welcher  von 
diesen  Fällen  stattfindet,  wird  die  folgende  Untersuchung  lehren, 
worin  das  Minimum  der  Norm  gleich  mit  M^  4~  N^  selber  bezeich* 
net  werden  soll  und  u  '\'  iv  der  complexe  Werth  von  x  sein  möge, 
für  welchen  jenes  Minimum  eintritt. 

Es  bedeute  Q  eine  Wurzel  der  positiven  oder  negativen  Einheit, 
V  eine  beliebige  reelle  Grösse,  und  es  werde  in  Nro.  \)  x  =  u  -\-  iv 
-{•  QW  gesetzt;  man  erhält  dann  einen  Ausdruck  von  der  Form 

2)  f(u  +  iv+Qto)  =  P+  iQ, 

dessen  Norm  P'  -f-  6'  ^^t.     Dieser  Ausdruck  lässt  sich  nach  Poten- 

leD  von  Qiv  ordnen,  indem  man  u  +  iv  '\-  qw  ala  ein  aus  u  -\-  iv 
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und  Qto  bestehendes  Binom  anBielii  und  dem  entsprechend  die  Poten- 
zen von  u  -\-  iv  -{-  Qw  mittelst  des  binomischen  Satzes  entwickelt; 
man  gelangt  auf  diesem  Wege  zu  einer  Gleichung  folgender  Gestalt 

worin  üf,  N  die  vorige  Bedeutung  haben,  und  3fi,  ^i,  Jfj»  ^i» 
•  .  .  Mni  ^n  rationale  Functionen  von  u  und  v  sind.  Da  möglicher 
Weise  mehrere  dieser  Ausdrücke  verschwinden  können,  so  mögen 
Mi  und  Njt  die  ersten  nicht  gleichzeitig  verschwindenden  Functionen 
bedeuten;  es  ist  dann 

=  M+'iN+  {Mt  +  iNi)  Q^u)^  +  .. .  +  (Jif„  4-  iKn)  Q'^to: 

Für  Q ,  welches  bisher  nicht  näher  bestimmt  wurde ,  lassen  sieb 
vier  verschiedene  Wahlen  treffen,  nämlich 

L  L  L  L 

p  =  (+l)*.      9  =  (-l)*.       9  =  (+i)*.      P  =  (-'Ä 
welchen  die  Werthe  • 

9*  =  +  1 ,       9*  =  _  1,        (>*  =  -H  »,        p»  =  -  < 
entsprechen;  bezeichnet  demnach  s  eine  reelle  (positive  oder  nega- 
tive) Einheit,  so  kann  einerseits  q^  =  £,  mithin 

/(u  +  iv  \-Qw) 

=  M  +  «3f*w*  + +  i{N+  «JViW*  H ), 

anderei'seits  q*  =  £t,  folglich 

f(u  4-*t7-f  QW) 

=  M  —  eN^to^  +  ••••  +  *(-^4-  ^Mtto^  +  •  •  •) 
gemacht  werden.      Die  Normen  dieser  Ausdrücke  sind  für  die  ge- 
nannten Fälle 

jpi  +  Q2  =  M^  +  N^  +  28(MMm  -f  NNm)w^  H 

I»  +  Q^  =  M^  +  N^  -^  2e(NMi  —  iHiV»)ic*  H , 

demnach  ist  es  ebensowohl  möglich 

•P*  +  Q^  —  (M^  +  N^)  =  26(MMk  +  NNt)iO^  + 

als 

P*  +  Q^  —  (M'^  +  JV»)  =  2s(NMt  —  MNm)w^  + 

^tt  machen.  Bei  hinreichend  kleinen  to  hat  jede  der  Summen  rechter 
Hand  dasselbe  Vorzeichen  wie  das  erste  Glied ,  man  kann  daher  jene 
Summen  negativ  werden  lassen,  indem  man  dem  s  das  hierzu  erfor- 
derliche Vorzeichen  giebt.  Dieses  Resultat  widerspricht  aber  der 
VoraussetzuDg,  dass  M^  -\-  N^,  das  Minimum  der  Norm  abo  P*  -|-  ^' 
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~  {M^  -f  JV')  positiv  sein  soll ,  und  dieser  Widerspruch  hört  nur 
dann  aaf,  wenn  gleichzeitig 

MMi  +  NNt  =  0,  NMt  —  MNi  =  0 

ist    Quadrirt  und  addirt  man  diese  Gleichungen,  so  folgt 

und  da  J/*  +  ^  nicht  =  0  ist ,  so  muss  If «  +  JV»  =  0 ,  d,  h. 
Mz=  0,  ^=0,  mithin  auch  f{u  +  er)  =  0  sein.  Demnach 
existirt  immer  wenigstens  ein  complexcr  Werth  aj  =  u  +  f>, 
för  welchen  die  ganze  Function /(a;)  verschwindet. 

Bezeichnet  ri  einen  complexen  Werth  der  angegebenen  Art,  so 
ist/(rj)  =  0,  mithin 
/{x)=/(rr)-/(ri) 

jeder  anf  der  rechten  Seite  vorkommende  Parentheseninhalt  lässt  sich 
durch  X  —  ri  ohne  Rest  dividiren,  und  daher  hat  man  auch 

/(x)  =:  {x—  Ti)  [ax  +  (h(x  +  fi)  +  (h(x^  +  xri  +rf)  H 

...  -f  a^(x^-^  +  —  +  ^r')] 

=  («  — r,)  [ai  +  <hri  +  a-^r^  +  . .  .  +  a^r"""^ 

+  («i  +  «3^  +  •  •  •  •  +  ««♦•"'"V 

+ +  »1.3?»-*] 

oder  unter  Benutzung  leicht  verständlicher  Abkürzungen 

f(x)  =  (x'-'ri)(lo  +  biX  + +  &— ia;»-0-    ' 

Der    zweite  Factor    rechter  Hand    ist    eine    ganze  Function 
•»  -  l)ten  Grades,  die  wir  mit  fi  (pc)  bezeichnen  wollen,  so  dass 

/(x)  =  (aj  — r,)/i(x). 

Von  der  Function /i (a?)  gilt  nun  wieder  der  Satz,  dass  sie  für 
anen-  gewissen  Werth  ^  =  r2  verschwinden  muss;  hieraus  folgt 
durch  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhiu 

^^fi{x)  eine  ganze  Function  (n  —  2)ten  Grades  bedeutet.    Auf  die- 
^m  Wege  fortgehend,  gelangt  man  schliesslich  zu  der  Gleichung 

/,_!  (x)  =  (ä  —  r„)  /„ (x) 
"uid  darin  ist/B(a;)  vom  Grade  n  —  n  =  0,  d.  h.  eine  Constante  C. 
I^jrcb  Substitution  von  jeder  Gleichung  in  die  folgende  erhält  man 

f(x)  =  a,«:"  +  a,_ia:»-i  +  -  --  -{-  aiX  +  a^ 
=  G(x  —  ri)  (ä  —  ra)  .  .  .  .  (ä  —  r«), 
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worin  (7  =  o.  Bein  muBB,  wie  man  u.  A.  auf  die  Weise  erkenut,  dass 
man  beide  Seiten  durch  x^  dividirt  und  nachher  x  in's  Unendliche 
wachsen  lässt     Die  Gleichung 

4)  f(x)  =  a,(a;  — n)  (x-'-rf)  .  .  .  (»  — r«) 

zeigt,  dass  f(x)  jedesmal  und  nur  dann  verschwindet,  wenn  x  einen 
der  Werthe  fi,  r,,  .  .  .  r,  erhält,  d.  h.  mit  anderen  Worten:  jede 
algebraische  Gleichung  nten  Grades  [/(x)  =  0]  hat  n  Wur- 
zeln ♦). 


*)  Obschon  die  numerische  Bestimmung  der  Wurzeln  einer  Glei- 
chung in  die  Algebra  gehört,  wollen  wir  doch  ein  Verfahren  sur  nähe- 
rungsweisen  Berechnung  der  reellen  Wurzeln  angeben,  einerseits,  weil 
dasselbe  eine  nette  Anwendung  der  Differentialrechnung  darbietet,  ande- 
rerseits, weil  es  für  transcendente  Gleichungen  ebenso  passt  wie  für 
algebraische. 

Um  einen  reellen  Werth  von  x  zu  finden,  welcher  die  Gleichung 

/(a5)  =  0 
befriedigt,  suche  man  zunächst  zwei  Näherungswerthe  Xi  und  x^  der 
Art,  dass 'die  Functionen /(x), /'(x),/"(a;)  endlich  und  stetig  bleiben 
von  x=Xi  bis  x=  X2,  und  dass  /(x^)  und  f{x^  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen  haben.  Denkt  man  sich  Xi  und  y^  =  f(Xi)  sowie  x^  und  y^ 
=  /(^a)  ^^  rechtwinklige  Coordinaten  zweier  auf  entgegengesetzten  Sei- 
ten der  Abscissenachse  liegender  Curven punkte  Pi  und  P^  wobei  OJifi 
=  «1,  MiPi  =  yj,  OM2  =  ÄJj,  JtfjPj  =  ya  sein  möge,  so  wird  die 
Curve,  deren  Gleichung  y  =  f(x)  ist,  die  Abscissenachse  zwischen  Mi 
und  M^  in  einem  Punkte  M  schneiden,  dessen  Abscisse  OM  das  ge- 
suchte X  darstellt;  auch  existirt  nur  ein  solcher  Durchschnitt,  wenn 
die  Curve  von  P^  bis  P^  entweder  fortwährend  steigt  oder  fortwährend 
fallt,  d.h.  wenn  f'(x)  innerhalb  des Intervalles  o;  =  x^  bis  re  =  Xg  sein 
Vorzeichen  behält.  Setzen  wir  noch  voraus,  dass  f"{x)  innerhalb  des 
genannten  Intervalles  gleichfalls  keinen  Zeichenwechsel  erleide,  so  sind 
hinsichtlich  des  Verlaufs  der  Curve  von  P^  bis  Pg  nur  vier  Möglichkei- 
ten vorhanden :  die  Curve  steigt  entweder  mit  convexer  Krümmung  oder 
sie  fallt  mit  ooncaver  Krümmung,  oder  sie  fallt  convex  oder  steigt  con- 
cav.  Im  ersten  und  zweiten  Falle  haben  f*(x)  und  f"{x)  gleiche  Vor- 
zeichen; wir  ziehen  dann  die  Sehne  PiPs,  welche  die  Abscissenachse 
im  Punkte  8  schneiden  möge,  legen  an  P^  die  Tangente  P%T^t  und 
haben  in  beiden  Fällen 

08  <  OM  <  or, 

d.  L 

^^  /(^2)-/(^i)      <*<*«       fix,) 

Im  dritten  und  vierten  Falle  sind  /'(x)  und  f*'{x)  von  entgegenge- 
setzten Vorzeichen ;  wir  legen  dann  an  P|  die  Tangente  P|  T| ,  ziehen 
wie  vorhin  die  Sehne  und  erhalten 

OTi  <  0M<  08 
d.  i. 
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Wenn  die  Goef&cienten  Oq  ,  Oi ,  •  •  •  o«  reell  sind  nnd  x  = 
»  +  iv  eine  complexe  Wurzel  der  Gleichung  f{x)  =  0  bedeutet, 
10  genügt  dieser  Gleichung  auch  der  conjugirte  complexe  Werth 
t=u  —  it;,  wie  man  aus  den  über  /(u  -\-iv-\-  Qw)  angestellten 
Betrachtungen  leicht  erkennen  wird;  die  complexen  Wurzeln  kommen 
daher  nur  paarweis  vor.  Ist  nnn  z.  B.  fi  =  A  -^  t^  und  die 
coigngirte  Wurzel  r«  =  iL  —  ffi,  so  können  die  beiden  complexen 
Fictoren  x  —  Ti  und  x  —  Tt  zusammengezogen  werden  und  liefern 
den  reellen  quadratischen  Factor 

(x  —  A  —  »>)  (a:  —  A  +  t»  =  (ä—  A)»  +  fi». 

Jede  algebraische  Function  lässt  sich  daher  in  reelle 
Faetoren  ersten  oder  zweiten  Grades  zerlegen. 

Als  Beispiel  möge  die  Zerlegung  von  f{x)  =05*  —  1  dienen, 
wobei  die  Wurzeln  der  Gleichung  x^  —  1=0  aus  §.  54  bekannt 
sini    Man  erhält  für  gerade  n: 
5)  «•—  1 


•  •  .  • 


•  • 


\x!^—2xco8' ^^J  » 


dagegen  für  ungerade  n: 

6)  flj»—  1 

=  (x—  1)  fjj«  — 2a;cos  —^4-  ij  frc»  — 2a:cos--^ +  lj  •  •  •  • 

•  •  •  \x'^^2xcos  ^-^-H-J^ -f  1 J . 

Durch  Auflösung  der  Gleichung  x"  -|-  1  -=  0  gelangt  man  zu 
analogen  Resultaten;  es  Ist  nämlich  für  gerade  n: 

7)  «•+  1 

=  ix'^ —  2x008  — |-lj  \x'^  —  2xco8 y\\ 


Wenn  demnach  die  anfangs  ausgesprochenen  Bedingun- 
gen erfüllt  sind,  so  liefern,  je  nachdem  f'(x)  and/"(a;)  gleiche 
oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  die  Formeln  A) 
oder  B)  neue  nnd  zwar  genauere  Näherungswerthe. 

Durch  mehrmalige  Anwendung  dieses  Satzes  kann  man  die  Gren« 
icn,  zwisoben  denen  die  gesuchte  Wurzel  liegt,  beliebig  eng  ziehen. 


•   • 
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und  für  ungerade  n: 

8)  aj»  4-  1 

=  («+I)  ^«2  — 2a?C(W  — +iVä«  — 2äC(IS  — +  l) 

....  (««  — 2a;cos  ^ ^—4-1)  • 

Diese  Yier  Sätze  gestatten  eine  geometrische  luterpretation,  wenn 
man  einen  mit  dem  Radius  =  1  beschriebenen  Kreis  in  2n  gleiche 
Theile  theilt  und  die  Theilpunkte  mit  einem  festen  Punkte  verbin- 
det, welcher  auf  dem  durch  den  Nullpunkt  der  Theilung  gehenden 
Durchmesser  um  x  vom  Gentrum  entfernt  liegt. 

§.61. 
Die  Zerlegung  äoht  gebrochener  Functionen« 

Unter  einer  gebrochenen   rationalen    algebraischen  Function 

versteht  man  einen  Bruch  ^lV  \  ,  dessen  Zähler  und  Nenner  ganze 

F{x) 

Functionen  sind;  sie  heisst  acht  gebroch cu,  wenn  der  Nenner  von 
höherem  Grade  als  der  Zähler  ist,  im  Gegenfalle  nennt  man  sie 
unächt  gebrochen.  Bei  einer  Function  der  letzteren  Art  kann  man 
mit  dem  Nenner  so  lange  in  den  Zähler  dividiren,  bis  ein  acht  ge» 
brochener  Rest  zum  Vorschein  kommt,  d.  h.  jede  unächt  gebro- 
chene Function  lässt  sich  in  eine  ganze  und  in  eine  acht 
gebrochene  Function  zerlegen. 

Die  Summe*  mehrerer  acht  gebrochenen  Functionen  ist  wieder 
eine  acht  gebrochene  Function,  deren  Nenner  im  Allgemeinen  das 
Product  aus  den  Nennern  der  Summanden  darstellt,  z.  B. 

3  2x     5a;^  — 2x4-3 

«— 1  "^  «>— 1  ~  (a;— 1)  (x'  +  l)  ' 

man  wird  durch  diese  Bemerkung  auf  die  Frage  geführt,  ob  es  um- 
gekehrt wohl  möglich  sein  würde,  eine  gegebene  acht  gebrochene 
Function  in  einzelne  Functionen  derselben  Art,  in  sogenannte  Par- 
tialbrüche, zu  zerlegen.  Um  dies  zu  untersuchen,  denken  wir  ans 
vorerst  den  Neuner  F(x)  in  Factoren  zerlegt,  etwa 

F(x)  =  C(x  — ri)  (ar  — ra) (a?  — r«) 

und  «nehmen  C  =  1,  worin  keine  wesentliche  Beschränkung  liegt 
weil  man  erforderlichen  Falls  Zähler  und  Nenner  der  gebrochenen 
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FoDction  durch  den  Coefficienten  der  höchsten  im  Nenner  vorkom- 
menden Potenz  dividiren  kann.  Da  möglicherweise  mehrere  der 
Wurzeln  rj ,  r«,  .  .  .  r,,  gleich  sein  können,  so  wollen  wir  annehmen, 
66  seien  vorhanden  a  Wurzeln  jede  =7  a,  j3  Wurzeln  jede  =  l»  u.  s.  w.; 
es  ist  dann 

1)  F(x)  =  (a?  — a)«  (x  —  h)ß  (aj  — c)/  .  .  .  («  —  *)*, 

und  die  Grössen  a,  5,  c,  .  .  .  A;  sind  jetzt  sämmtlich  verschieden.  Der 
Zähler  der  gegebenen  Function  heisse  f{x) ;  sein  6rad  ist  •<[  n. 

Für  den  Augenblick  sei 

2)  *(x)  =  (o?  -  l))ß  (X'-c)Y (x  —  Ä)S 

mithin 

3)  F(x)  =  (a;  — a)«  a>(a:), 
ferner 

o  gih  dann,  wie  durch  Substitution  der  Werthe  von  A  und/|(x) 
Mgldch  geprüft  werden  kann,  die  folgende  identische  Gleichung 


(«  —  a)«  0(x)       (x  —  a)«  ^  (x  —  a)«-^  *(aj)  ' 

and  daran  knüpfen  sich  zwei  wesentliche  Bemerkungen.  Da  0(x) 
den  Factor  x  —  a  nicht  enthält,  so  ist  <Z>(a)  von  Null  verschieden, 
nitlun  A  eine  endliche  bestimmte  Grösse.  Femer  hat  man  zufolge 
des  Werthes  von  A 

« 

•^•^>  = 7^ ' 

^  Zähler  des  vorstehenden  Bruches  ist  eine  ganze  rationale  Func- 
tion von  X  und  verschwindet  für  o;  =  a;  eben  desswegen  lässt  sich 
äidse  Function  ohne  Best  durch  x  —  a  dividiren  und  folglich  ist 
^  Qaotient,  d.  h,fi(x)  eine  ganze  Function  von  x.  In  der  Glei« 
ebong  5)  liegt  demnach  der  Satz,  dass  die  ursprünglich  gegebene 
fedit  gebrochene  Function  in  zwei  acht  gebrochene  Functionen  zer- 
^  werden  kann ,  von  denen  die  zweite  dieselbe  Form  besitzt  wie 
bUrfonction,  wahrend  gleichzeitig  der  Grad  ihres  Nenners  um  eine 
Bnlieit  niedriger  ist.  Indem  man  dasselbe  Theorem  wieder  auf  die 
iväte  Function  rechter  Hand  anwendeti  erhfilt  man 

SchlOmileh  Aiudytis.  |9 
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"^^  -  0(fl)  '         ^»(^^  = IT^Ta ' 

es  erheUt  augenblicklich,    wie  dieses  Verfahren  fortgesetzt  werden 
kann  und  dass  man  dabei  zu  folgender  Gleichung  gelangen  muss: 

•         •         •         •  .J—  ■    ■     ■!  >4— 


Setzt  man  zur  Abkürzung 

V{x)  =  {x—cyy (ar  — *)*• 

so  ist  der  letzte  Bruch  in  der  vorigen  Gleichung 

0ix)   ~  (x  —  hy  ^P(x)  ' 
mit  dieser  äc^t  gebrochenen  Function  lassen  sich  wieder  dieselben 
Umwandlungen  vornehmen  wie  in  Nro.  6)  und  indem   man  dieses 
Verfahren  fortsetzt,  gelangt  man  schliesslich  zu  folgender  Gleichang 

7)       ZM.  =  _£_  + ^ +  ....  +  "^^-^ 

^  F(x)        (x  — a)«  ^  (x  — a)«-i  ^  ^ 


X  —  a 


"^  {x—hy  "*"  (a?  — ft)^-i  ■'              "*"  Ä— 6 
+ 

Nachdem  hiermit  die  Möglichkeit  sowie  die  Form  der  Zerlegung 
acht  gebrochener  Functionen  gezeigt  worden  ist,  kommt  es  noch  auf 
die  Berechnung  der  constanten  Zähler  ^,  ^ii,  .  .  .  An—if  Bf  Bi  etc. 
an.  Diese  würden  sich  zwar  bei  wirklicher  Ausführung  der  vorhin 
angedeuteten  Operationen  unmittelbar  finden,  doch  ist  dieeea  Vei^ 
fahren  so  umständlich,  dass  ein  kürzeres  wünschenswerth  bleibt. 

Der  nächstliegende  Gedanke  ist  offenbar,  allen  auf  der  rech- 
ten Seite  von  Nro.  7)  stehenden  Grössen  den  gemeinsamen  Nenner 
(a?— a)«(a?— l>)^...(a:— Ä;)*=F(a;)  zu  verschaffen  und  dann  dieZahler 
EU  vergleichen.  Die  völlige  Identität  von  f{x)  und  dem  rechts  zum 
Vorschein  kommenden  Zähler  ist  aber  nur  möglich,  wenn  beiderseitj 
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gleich  hohe  Potenzen  Ton  z  gleiche  Coefficienten  besitzen ;  man  er- 
halt  damit  a  -f*  /3  +  *  *  *  -h  %  Gleichungen  ersten  Grades  zur  Be- 
BÜmmung  der  eben  so  viel  Unbekannten. 
Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung  von 

««  —  a?»  —  Ä  +  1  ' 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  x^  —  x^  —  «  +  1  sind  05=  -f  1, 
«~4-l,Ä  =  --  1,  daher  ist  a?»  —  a?«  —  «  +  1  =  («  —  1)« 
(x  4-  1)  und 

9a;'  —  3a;  +  8     _  9a?»  —  3a?  +  8 

a?»  —  a?»  —  a?  +  1  ""  (a?  —  1)M«  +  1) 

(a;— 1)»  ^  a;— 1   ^  a?+l 

Nach  beiderseitiger  Multiplication  mit  (x —  1)*  (sc  +  1)  hat  man 
die  beiden  Zahler 

9a?«  —  3a;  +  8 
=  (Ai  +  B) X*  +  (A-2B)x  +  (A  --  Ä,  +  S), 

deren  Identität  folgende  drei  Gleichungen  liefert 

i,  -f.JB  =  9,         il  —  2^=  —  3,         ^  —  -4,  +^  =  8; 

man  findet  hieraus  A  =  7 ^  Ai  =  4,^  =  5,  mithin 

9a;« --3a? +  8 7  4  5 

xi  —  x^'-x+l~(X'-iy'^x—l  "'"a?-fr 

Bei  einer  grösseren  Anzahl  von  Partialbrüchen  würde  auch  dle- 
KB  Verfahren  sehr  weitläufig  werden;  wir  wollen  daher  noch  andere 
Methoden  zeigeiL 

§.62. 
Die  Zähler  der  Partialbrüehe. 

Zunächst  mag  der  einfache  Fall  betrachtet  werden ,  wo  a  =  /} 
=  y  =  .  -  .  =  X  =  1  ist,  also  der  Nenner 

1)  T{x)  =  (a?  — a)  (a?  — 5)  (x--e) (a?—*) 

keine  gleichen  Factoren  enthält;  die  Gleichung  12)  lautet  jetzt 


F{x)         x^a    ^    x  —  h        X  —  c    '  'a?  — Äf 

Wir  bringen  dieselbe  auf  die  kurze  Form  ^ 

19 
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wo    - ;  (  die  Samme  aller  übriffen  Partialbruche  bezeichnet  und 

0(x)  =  (ä— fc)  («  — c)  .  .  .  (x—h), 
mithin 

4)  F(x)  =  (x  —  a)  «(») 

ist    Durch  Mnltiplicatioa  der  Gleichungen  3)  und  4)  erhalten  vir 

f(x)  =  Ä<tt(x)  +  (ä—  a)  q)(x) 
und  für  re  =  o 

/(a)  =  .i«(a)oder4  =  -^. 

Um  aus  dieser  Gleichung,  welche  mit  Nro.  4}  des  vorigen  Fan- 
graphen  übereinstimmt,  9(a)  zu  entfernen,  differenziren  wir^die  Glei- 
chung 4),  wodurch  entsteht 

F(a;)  =  (ä  -  a)  9'(x)  +  «(x), 

und  nehmen  auch  hier  x  =  a;  dies  giebt 

F(a)  =  *(a). 

mithin  nach  dem  Vorigen 

Für  jeden  anderen  Zähler  würde  sich  die  Sache  ganz  analog 
gestalten  und  es  ist  daher 

Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 

«'  +  2a;«— öJJ— 6 

Der  Nenner  desselben  Terschwindet  fürd$=  —  l,x=-4'2, 
X  =^  —  3  und  ist  daher  =  (x -\-  l)  (x  —  2)  (x-^-S)]  die  Zerlegung 
geschieht  demnach  in  folgender  Weise: 

a?«  — 7  Ä       ,       B       ,       C 

+  z — 7:  + 


x»  +  2ä»  — ö«  — 6       x+l    '    «  —  2    '    »  +  3 
Hier  ista  =  —  l,5=-f  2,c  =  —  3, 

/(x)  =  »>—  7,  F'(x)  =  3a?«  +  4»  —  5, 

,1-  /(-^)    ^-^     -    I    1 
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/(+2)         ^  3 ^ 

JP'(+2)  ""  +15  ""        "* 
^_  /(-3)    __  4-   2  _        , 
^~F'(— 3)  ""  +10  —  "^  »• 
nnd  daher  zerlegt  sich  der  betrachtete  Bruch  wie  folgt 

a?»  —  7*  1  1  1_l11 


J?«+2a:2— öar  — 6        ä  +  1        5     ä— 2^    5     a:  +  3 

Das  soeben  anseinandergesetste  Yerfahren  bleibt  im  Wesent- 
lichen nngefindert,  wenn  einige  oder  alle  der  Wurzeln  a,  b,  c,  .  .  .  ft 
complex  sind,  denn  die  vorgenommenen  Rechnungsoperationen  gelten 
guu  gleichförmig  för  reelle  und  complexe  Zahlen.  Will  man  aber 
deD  Uebelstand  vermeiden,  dass  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung 2)  imaginäre  Grössen  vorkommen,  so  braucht  man  nur  je 
ivei  solche  Partialbrüche  zu  vereinigen,  deren  Nenner  je  zwei  con- 
JBgirte  complexe  Wurzeln  enthalten.  Um  dies  näher  zu  erläutern, 
vollen  wir  vorerst  annehmen,  die  Gleichung  F(x)  =  0  habe  nur 
svei  complexe  Wurzeln;  diese  sind  dann  einander  coojugirt  und  von 
den  Formen 

Aus  der  Gleichung  2)  wird  jetzt  die  folgende 


F{x)         X — p  —  iq       X — p  +  tg        X  —  c  x  —  h 

nnd  darin  ist 

F'ip  +  ig)  •         ^  "-  F'ip-iq)  ' 

Die  vollständige  Entwickelung  von  Ä  fährt  zu  einem  Werthe 
Ton  complexer  Form  etwa 

A==M+  iN, 

dl  sich  aber  A  nnd  B  nur  in  dem  Vorzeichen  von  f  unterscheiden, 
ao  moss  B  den  conjugirten  Werth 

B  =  M'^iN 
besitzen.    In  Nro.  7)  lassen  sieh  jetzt  die  beiden  ersten  Partialbrfldie 
zonmmenziehen ;  der  gemeinschaftliche  Nenner  wird  (x — p)' +  fl'i 
im  Zähler  kann  man  zur  Abkürzung 

2Jtf  =i>,         — 2(lfp  +  J»'g)=  Q 
setzen  nnd  erhält  dann 

'        F{x)         (x—py  +  q*^x  —  c^         ^  x  —  k 
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Die  beiden,  za  conjugirten  Wurzeln  gehörigen  imaginären  Par^ 
tialbruche  liefern  abo  zusammen  einen  reellen  Partialbruch  mit  qua- 
dratischem  Nenner.  Auf  gleiche  Weise  behandelt  man  jedes  Paar 
▼on  Partialbrüchen,  welches  yon  einem  Paare  coigugirter  Wurzehi 
herrührt. 

Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 

7g  — 8 

Die  Wurzeln   der  Gleichung  x^  —  3  a?*  -f-  «  +  5  sind  x  = 
2  -|-  f ,  »  =  2  —  »,  «  =  —  1 ,  mithin  wird  die  Zerlegung 
7x— 3  Ä  ,  B  ,       C 


«»— 3xa  +  »  +  5        Ä— 2  — «    '    «— 2  +  f    '    «+1 
Hier  ist 

a  =  2  +  <,         5  =  2  — f,        c  =  —  1, 

f(x)  =  7«  —  3,         F'(x)  =  3««  —  6«  +  1 . 

A  -    /(^  +  ^)  _  +ll  +  7i  _  ,  _  2  . 
^~F'(2  +  f)~-    2  +  6t~*  ' 

^-r(2~0--    2-6i->+  ^•^ 

^~F'(-1)~  +10  ~  • 

folglich  die  gesuchte  Zerlegung 

7a;  — 3 |  — 2f  |  +  2t 1_ 

»»  — 3a;«  +  »+5~a;— 2  — f"^«  — 2  +  »       x  +  1 

d,  i.  bei  Zusammenziehung  der  beiden  ersten  Partialbrüche 

7a?  — 3  x  +  2 1_  ^ 

«»— 3a?«  +  a;-|-6  ~  ««  — 4a?  +  ö        a?  +  1  * 

Als  zweite«  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bmchea 


»»—1  • 
worin  m  und  n  >>  m  «^  1  positire  ganze  2!ahlen  bedeuten  mögen. 

Setzen  wir  zur  Abkürzung  —  =  d* ,  so  hat  die  Oleichung  x"  —  1 

=  0  bei  geraden  n  die  beiden  reellen  Woizebi 

«=  +  1,         x  =  —  1 
und  «  —  2  complexe  Wurzeln,  welche  ans  den  Formeln 

X  =  coshd'  4-  isinh^f        x  =  cashd^  —  isinh9 
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dadorcli  erhalten  werden,  dass  man  7i  =  2,  4,  G  .  .  .  .  h  —  2  nimmt. 
Nun  ist  im  vorliegenden  Falle 

/(a:)  =  aj"-i,    JP(aj)  =  x"  —  1 ,        F'(x)  =  nx''-^; 
die  beiden  reellen  Wurzeln  liefern  also  die  Partialbrüche 

1        1  (—  1)"»      1 

n  X —  1  '  n     X  -\-  i 

Femer  giebt  die  Wurzel  x  =  cosh^  -^  isinhd'  einen  Partial- 
bruch, dessen  Zähler  ist 
-_  (coshd"  -|-  isinh&)^~^  _^  cosh{m  —  n)fr  -}-  isinh(m — n)d' 

wobei  der  Moiyre'sche  Satz  benutzt  wurde.  Mit  Rücksicht  auf  den 
Umstand,  dass  n9  =  7t  und  h  eine  gerade  Zahl  ist,  erhält  man  ein- 
facher 

coshtnd'  +  isinhmd' 
n 
die  Wurzel  x  =  coshd'  -f-  isinkd^  giebt  also  den  Partialbruch 

1     coshm^  ■^isinhmd' 
nx  —  (cos h &-[- isinhd^)  "^ 

Der  conjugirten  Wurzel  x  =  coshd"  —  isinhd'  entspricht  der 
coDJogirte  Partialbmch 

1     coshmd' — isinhmd' 
n  X  —  (coshd^  —  isinhd)  * 
beide  Partialbrüche  zusammen  liefern  den  reeUen  Bruch 
2  (x  —  coshd) coshmd"  —  sinhd sinhifud 
'  "^  x^-'2xcoshd+l 

dessen  Zähler  sich  noch  etwas  reduciren  lässt,  was  aber  späterer  An- 
vendongen  wegen  unterbleiben  möge.  Man  erhält  nun  die  gesuchte 
Zerlegung,  wenn  man  die  in  Nro.  9)  angegebenen  Brüche  nebst  den 
Brucben  summirt,  welche  aus  Nro.  10)fÜrÄ  =  2,  4,  6,.  ..n  —  2 
berrorgehen;  unter  Benutzung  eines  Summenzeichens  (27)  ist  also  für 
gerade  n: 

jjj      x^-^    ^  l  _}_  ^  (-1)-       1 


X» — 1         nx  —  1  n      x-{-l 

2   xr^(x  —  coshd) coshmd  —  sinhdsinhmd 


n   -^-^                 x^  —  2xcoshd+l 
Ä  =  2,  4,  6, n  —  2. 

Bd  ungeraden  n  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  x"  —  1=0 

folgende 
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«=  +  1, 
X  =  cashd^  -\-  isinhd'^        x  =  coshd"  —  tstnAO^, 

Ä  =  2,  4,  6,  .  •  .  n  —  1; 

die  Rechnung  nnterscheidet  sich  jetzt  nur  dadurch  von  der  vorigen, 
dass  die  Wurzel  x  =  —  1  nebst  dem  entsprechenden  Partialbruch 
wegfUlt;  daher  ist  für  ungerade  n: 

a?*-^!  .       1        1 


12) 


a** —  1        n  X  —  1 

h=  2,  4,  6,  ....  n  —  1. 
Als  letztes  Beispiel  diene  die  Zerlegung  des  Bruches 


a?"+l  ' 
wir  unterscheiden  dabei  wieder  gerade  und  ungerade  n.     Im  ersten 
Falle  hat  die  Gleichung  a;*  4*  I  =  ^  ^^^  complexe  Wurzeln  von 
den  Formen 

X  =  coshd"  +  isinhd-^        x  =  coshd"  —  isinhd'^ 

wo  ^  =  —  und  /»  =  1,  3,  5,  .  .  .  n  —  1  zu  setzen  ist.   DerWui> 
ft 

zel  x  =  C08h^  -\-  isinhd'  entspricht  ein  Partialbruch  mit  dem  Zähler 

-,       ea8h(fn  —  n)d'  -\-  i8inh(m  —  n)d' 
B= . 

wofür  man  wegen  719"  =  %  und  wegen  des  ungeraden  h  schreiben 
kann 

coshmd'  -\-  isinhmd' 


i2=  — 


n 


Die  beiden  conjugirten  Wurzeln  liefern  daher,  die  conjugirten 
Partialbrüche 

1     coshmd' -{^  isinhmd^        ,        1     coshmd' — isinhmd 

und  —  — 


n  X  —  (coshd -{■•  isinhd)  n  x  —  (coshd  —  isinhd)* 

die  sich  leicht  zusammenziehen  lassen.     Damit  gelangt  man  bei  ge- 
raden  n  zu  folgender  Zerlegung: 

9\       ^**""^   ^  "^  —  (x  —  coshd)coshmd  +  sinhd  sinhmd 

^     x''+l~n^  x^  —  2xcoshd  +  l 

Ä  =  1,3, 6,.. .11  —  1. 
Bei  ungeraden  n  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  x*  -f-  1  =^  ^ 
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fl?=-.  1. 

7»  =  1,  3,  6,  ...  n  —  2; 

die  Zerlegung  geschieht  also  wie  vorhin ,  nur  kommt  noch  der  Par- 
tialbrach  binzn,  welcher  der  reellen  Wurzel  x^:=  —  1  entspricht.  Man 
bat  daher  für  ungerade  n:  . 

14      ~ —  =  i^ — tl 

'     «"  +  1  n        x+l 

2  xri  — {x  ^  €0911^)0061^^^  ■]-  sinhb sinhni^ 
7*  =  1,  3,  5,  ...  n  —  2. 


§.  68. 
FortBOtBung  und  Schluss. 

Wir  hetrachten  nun  den  allgemeinen  Fall,  wo  ff,  /},...  x  nicht 

«ifflmtlich  =  1  sind  (Formel  7  in  §.  61).     Es  sei  r  irgend  eine  der 

CP  (xS 
Grössen  a,  b,  c,  •  .  .  Al  und  es  bedeute    ^,  [  die  Summe  aller  Par- 

<D(a?) 

tialbrüche,  in  denen  r  nicht  Torkomrot;  die  Gleichung  7)  in  §.  61 

^  sich  dann  folgendermaassen  darstellen : 

1)      /(^)  __       B  Bx  Bg-i         (p(x) 

'     F(^)  ~  («— r)^  "^  (a?— r)?-!"^"'^«-. r  "^    <^ix)  ' 


zwar  ist  hier 

2)  F(«)  =  («  — r)e<P(4 

Durch  Multiplication  beider  Gleichungen,  wobei  zur  Abkürzung 

3)  B  +  Bi(aj  — r)  +  i2.(a:  — f)3  +  ...  +  JB^-i(a;  — r)?-i=X 
getetst  werden  möge,  ergiebt  sich 

*)  f(x)  =  X0(x)  +  ix^r)9(p(x). 

Diese  Gleichung  differenziren  wir  mehrmals  nach  einander  und 
whmen  in  jeder  einzelnen  Differentialgleichung  wie  auch  in  Nro.  12) 
idlnt,  X  =  r  was  bei  X  und  seinen  Differentialquotienten  X',  X" 
^  durch  ein  angehangenes  r  bezeichnet  werden  möge;  wir  haben 
dann  folgende  Gleichungen: 

f(r)    =Xr«(r). 

/"(r)  =  XrO"(r)  4-  2Z;«P'(r)  +  X'*(r), 

U.  8.  W. 
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Andererseits  ergeben  sich  aus  Nro.  3)  folgende  Werihe  von 
Xrt  Xpi  Xr  etc. 

Xr  =  R,  Z;=lJBi,  X;'  =  1.2Ä,,  X;"  =  1.2.32?,iLB.w.; 
sabstituirt  man  dieselben  in  die  vorigen  Gleichungen  und  beieichnet 
inr  Abkürzung  1.2.d...m  mit  m*,  so  gelangt  man  zu  folgendes 
Gleichungen:^ 

(     /(r)    =B0(r), 
5)  j     /'(r)  =  JB0'(r)  +  l'Ä,  0(r), 

tt.  8.  W. 

deren  allgemeines  Schema  ist 

/^"•>(r)  =  JBa>(«)(r)  +  (m)i  l'Ä,  «(«"»(r)  +  (w)3  2'iJi<P^--«(r)  f - 

Man  kennt  hier  0(x),  mithin  auch  *(r),  <^'(r),  0"(r)  etc.; 
die  Gleichungen  5)  enthalten  daher  nur  die  Unbekannten  72,  B,, 
Bi  etc.,  welche  der  Reihe  nach  daraus  entwickelt  werden  können. 

Als  Beispiel  diene  die  Zerlegung 


rr«(ir— 1)«  ix+  1) 
^Ä         Ar  A,  B        ,       J.       ,        G 

a?»  ^    ««    ^    X     ^  (ä—  1)»  ^  0?  —  1  ^  a:  +  1 
Um  zunächst  A,  A^  A^  zu  bestimmen,  hat  man  A  für  i2,r=^0, 
und 

9{x)  =(«— l)«(a?+l)  =  «»  —  ««— »-fl, 

0'(a;)  =  3«»— 2a?— 1,         0"(x)  =  6ar  — 2 
zu  setzen,  während  f{x)  immer  =  1  ist    Die  Gleichungen  5)  wei^ 
den  jetzt 

0  =  il(— 2)  +  2^1  (—1)  +  2ilj, 
and  daraus  ergeben  sich  die  Werthe 

-4=1,    Ai  =  \,    il,  =  2. 

Um  B  und  Bi  zu  finden ,  schreibt  man  in  Nro.  5)  B  statt  A 
setzt  r  =  1, 

*(a?)  =  a?»(a?  +  1)  =  ar*  +  x\ 

<b'{x)  =  4x«  +  3a?«, 

und  erhUlt 

1  =5.2  0  =  JB.7  +  B,.2, 
mithin 

B  =  \  -Bi  =  -J- 
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Zur  Bestimmimg  von   C  gehören    endlich    die  Substitutionen 

di«  erste  der  Gleichungen  5)  liefert  dann 

1  =  C(-~4)    oder    C  =  —  J. 
Zufolge  dieser  Goefficientenwerthe  hat  man  jetzt  folgende  Zer> 

1 

«»(o?— 1)3  (ar  +  1) 


»»    '     «2   ^     «     '    2(a;— 1)»        4(a;—l)        4(a?  +  1) 

Das  angegebene  Verfahren  bleibt  der  Hauptsache  nach  unge- 
lodert,  wenn  zwei  oder  mehrere  der  Grössen  a,  &,  c,  .  .  .  A;  complex 
ans&IleD,  nur  wird  man  das  Imaginäre  wie  früher  dadurch  vermei- 
den, dass  man  je  zwei  Partialbräche  vereinigt,  welche  conjugirten 
Worzdn  entsprechen.  Ein  Beispiel  d&rfte  hinreichen ,  um  diese  Mo- 
diücation  kennen  zu  lernen. 

Wemi  es  sich  um  die  Zerlegung  des  Bruches 

g-f-l 
(a?2  +  1)2  {x  —  1) 

^ddi,  so  zerfallt  man  erst  ;v'  -|-  1  in  (o;  —  f)  {x  -^  t)  und  setzt 

dann 

»4-1  x  +  i 


(a?«  +  1)«  (x  —  1)        (rc  —  O^a:  +  i)«  (a:  —  1) 
_      A  Äi  B  B,  C 

Die  Gleichungen  5)  liefern ,  wenn  man  f(x)  =  a:  -|-  1 ,  A  für 
4 1  far  r  und  <^(x)  =  (x  + 1)*  (x  —  1)  setzt,  die  Werthe 

Zar  Bestimmung  von  B  und  Bi  ist  keine  neue  Rechnung  erfor- 
sch, denn  es  würde  sich  diese  nur  darin  von  der  vorigen  unter- 
■duiden,  dass  überall  —  i  an  der  Stele  von  i  und  B  statt  Ä  stände^; 
iBui  hat  daher 

Die  Substitution  r  =  1 ,  R  =  C,  0(x)  =  (««  +  1)«  giebt 
Bo<^  C  =  i  and  daher  ist 
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ar+1 
(«'  +  1)'  (x  —  1) 

= i  r_i L_l  «  i  [izi!  +  i±!l  +  1  _L. 

oder  bei  ZusAmmenziehung  der  coxgugirten  Partialbrüche 

(««  +  1)»  (a?  —  1) 

X  1»+11       1 


(a?»  +  l)«        2  »«  +  1    '    a  »— 1 


INTEGRALRECHNUNG. 


Cap.  X. 

Fundamcntalsätze  der  Integralrechnung. 

Bestimmte  und  unbestimmte  Integrale. 

Die  Betrachtung  einer  Function  F(x)  und  ihres  DifiTerentialquo* 
tienten  F'(x)  veranlasst  zwei  verschiedene  Aufgaben,  nämlich  ent- 
Teder  F'(x)  aus  F(x)  abzuleiten ,  oder  umgekehrt  F(x)  zu  finden, 
weDn  FXx)  gegeben  ist.  Mit  der  ersten  Aufgabe  beschäftigt  sich 
die  Differentialrechnung,  die  zweite  gehört  der  Integralrechnung. 
Bezeichnen  wir  die  gegebene  Function  mit/(a;),  so  würde  es  darauf 
ankommen,  die  unbekannte  Function  F(x)  zu  ermitteln,  von  welcher 
f(x)  der  Differentialquotient  ist. 

Eine  directe  Lösung  dieses  Problems  lässt  sich  aus  dem  Be- 
griffe des  Differentialquotienten  unmittelbar  herleiten,  indem  man 
die  Glfflchung 

^ntzt»  in  welcher  q  eine  mit  d  gleichzeitig  gegen  die  Null  conyer- 
girende  Grösse  bezeichnet.    Wir  geben  dieser  Gleichung  die  Form 

F(x+  S)  -  F(x)  =/(*) 8  +  q8, 
&ebmen  darin  der  Beihe  nach 

«  =  a,  a  -f-  ^ii  ö  +  *i  +  ij,  .  .  .  a  +  8i  +  '  •  •  +  4i-ii 
J  =  dl,     Ä,,  J3,  ...  dn 

and  bezeichnen  die  verschiedenen  Werthe  von  p ,  welche  jenen  Sub- 
stitutionen entsprechen,  mit  ^1 ,  93 , .  • .  p« ;  auch  wollen  wii'  zur  Yer- 
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meidang  jeder  Doppeldeutigkeit  tob  f{x)  yoraussetzen,  dass  f{x)  reell, 
endlich  und  continuirlich  bleibe  von  x  =^  a  bis  rc  =  a  -|-  ^i  "h  '  * 
'  *  +  'n-i;  wir  haben  dann  folgende' Gleichungen : 

F{a  +  a.)  -  Fia)=f(a)  «,  +  pi«i 

F(a  +  Ä,  +  *,)  -  F{a  +  «,)=/(a  +  «0«»  +  W«« 

F(a+d,  +  Ä,  +  a,)-F(a  +  «i +«,)=/(«  +  «! +  32)«s  +  ?f«. 


Durch  Addition  derselben  ergiebt  sich 

F(a-iri,  +*,  +  ...  +  S,)-F(a) 

'    =/(a)«i+/(o  +  «i)«,  +  /'(a  +  «,4-«i)««+  ••• 
•••+/(«  +  «1  +  «f  +  •••  +  «.-i)«- 

+  f  1  ^1  +  P«  *»  +  ^ '» .+  •  •  •  +  ^«  ^»  • 
Wählen   wir   die  beliebigen  GrOssen  8i,  St,  .  .  ,  S,  bo,   daas   ilire 
Summe  b  —  a  betrSgt,  so  ist  auch 
2)  F{h)  -  F{a)  -  [p^Ä,  +  ^,a,  +  .  .  •  4-  p,a,] 

=  /(«)«!    +/(a  +  «l)«3   +/(«  +  «!  +»2)«3+ 

•••+/(«  +  *i  +  *i  +  •••  +  *«-i)  in- 
zwischen zwei  gegebenen  Zahlen  a  und  h  lassen  sich  nun  belie- 
big viele  Zalilen  o?] ,  o^,  a^ ,  .  .  .  Xa.i  einschalten  und  wenn  die  An- 
zahl der  letzteren  willkuhrlich  bleibt,  so  kann  man  dieselben  um  be» 
liebig  kleine  Stufen  wachsen  lassen,  d.  h.  die  Unterschiede 

Xi  —  a,    «j  —  All    x<  —  «i,  .  .  .  •  a^-i  —  ^a— 3f    &  —  *«-i 
so  klein  machen,  als  man  will  *).     Auf  den  vorliegenden  Fall  für 
X\  —  a  ^  Oj ,    fl?2  —  Ä|  =  0) , ö  —  a^— 1  =  Og| 

angewendet  heisst  dies,  man  kann  jede  der  Grössen  4j ,  A^,  •  •  •  4« 
beliebig  verringern  ohne  hierbei  die  Bedingungsgleichung 

^1  -f-  Äj  -j-  •  •  '  •  4*  ^n  ^^  ^  —  ^ 
zu  stören.  Hieraus  folgt  nach  Nro.  1),  dass  jede  der  Grössen  pi, 
pft  •  -  •  ^M  der  Null  beliebig  nahe  gebracht,  mithin  ihr  absoluter 
Werth  kleiner  als  eine  willkOhrliche  Grösse  k  gemacht  werden  kann. 
Man  hat  also  bei  hinreichend  grossen  n  und  hinreichend  kleinen  d], 
d,,  .  .  .  9. 


*)  Oeometrisch  ist  dies  der  anmittelbar  einleuchtende  Sati,  dass 
man  zwischen  den  Endpunkten  einer  geradlinigen  Strecke  AB  beliebig 
viele  Punkte  AT},  ilfj,  .  .  .  Af«-!  einschalten  und  diese  beliebig  nahe 
nebeneinander  setzen  kann,  wenn  deren  Anzahl  so  gross,  als  man  will, 
gew&hH  werden  darf. 


Cap.  X.  §.  64.  Bestimmte  und  unbestimmte  Integrale.  305 

-^<ft<  +  A,    -A<e,<  +  i,...— *<?•<  +  * 
folglich,  weil  alle  6  positiv  sind, 

-M«i  +  «»  +  «8+ +».) 

+  A(«.  4- d,  4- «,  + +3,) 

oder 

—  A(ft— aXpi«!  +  pjAi  H l-.Pn^ii  <  +  A(5— o). 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Summe  ^i  ^i  -{--*■  4~  ?«  ^n  ^^ 
iiebig  weit  yerringert  werden  kann,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst 
und  jedes  d  unendlich  ahnimmt,  während  die  Bedingung  ^i  4~  ^9  4"* 
"  -\-  i^^  =h  —  a  ungestört  bleihen  muss.  Unter  diesen  Yoraus- 
Betzuigen  ist 

3)  LimiQidi  +  ^,*,  H +  Qn8n)  =  0, 

mithin  nach  Nro.  2) 

4)  F(b)  —  F(a) 

=  it»|/(a)3i  +/(a  +  Ä|)a,  +  /(a  +  Äi  +«,)Ä3  + 

+  /(a  +  *i  +  *a  +  •  •  •  +  *ii-i)  9n]  • 

Hiermit  ist  die  anfangs  erwähnte  Aufgabe  gelöst,  weil  es  am  Ende 
freisteht,  x  für  das  beliebige  h  zu  schreiben. 

Ben  vorhin  ausgesprochenen  Bedingungen,  dass  bei  unendlich 
wachsenden  n  jedes  Ö  gegen  die  Null  convergiren  und  die  Summe 
aUer  S  constant  =  &  —  a  bleiben  muss,  genügt  man  u.  A.  durch 
die  Annahme 

dl  =  Jj  =  ^3  ••••  =  *„  =  — - —  , 

n 

in  welchem  Falle  einfach  8  für  di,  9^  etc.  geschrieben  werden  möge; 
est  ist  dann 

5*)  F(b)  —  F(a) 


=:  J4»{|/(a)  +/(a  +  S)+fia  +  28)  +  •••  +/(a  +  n-  lÄ)]*}, 

jt        6  — a 

0  = , 

n 

vobei  /(z)  oontinuirlich  bleiben  muss  von  d?  =  a  bis  o;  =  5. 

Eine  compendiösere  Gestalt  erlangt  diese  Gleichung,  wenn  man 
beachtet,  daas  die  rechte  Seite  eine  Summe  darstellt,  deren  einzelne 
(xlieder  von  der  Form  f{x)  8  sind,  dass  man  also  schi'eiben  könnte 


*)  Ein  Beispiel  zn  der  obigen  Formel  ist  folgendes.  Es  sei  einfach 
/(«)  =  47,  mithin  F{x)  die  unbekannte  Function,  deren  Differentialqao- 
tient  =  X  sein  soll,  so  wird 

flohlSmiloh  Aiudyiis.  ^  20 
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FQ>)  —  F(a)  =  Lim  S fix)  8, 
wobei  sich  das  Summenzeichen  auf  die  Addition  aller  der  Glieder 
bezieht,  welche  für 


aaB/(a?)  8  herrorgehen;  noch  kürzer  ist  die  Bezeichnung 

F(b)  —  F(a)  =  LimSf(x)  ä, 

« 

wobei  man  nur  zu  merken  hat,  dass  a  der  erste  Werth  von  x,  dsn 
jeder  folgende  Werth  um  d  grösser  und  dass  endlich  h — 9  der  letzte 
Werth  von  x  sein  soll.  Insofern  hier  8  die  Differenz  zwischen  zw» 
Kachbarwerthen  des  x  ausmacht,  eignet  sich  das  Zeichen  ^x  besser 
als  8,  also 

F(b)  —  F(a)  =  LimZf(x)Jx. 

a 

Hier  kann  noch  die  beständige  Wiederholung  der  Sylbe  Lm 
erspart  werden,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  bei  anendlich  wach- 

senden  n  der  Ausdruck =  8  =  jdx  die  Null  zur  Grenze  bat 

n 

und  dass  diese  unendliche  Abnahme  des  /Ix  kürzer  durch  das  Zei- 
chen des  DifferentialeB  (da;)  ausgedrückt  wird;  so  bleibt  also 

P(6)  —F(a)  =  !;/(«)  d«, 


JW„-       ,  ^ 


F(b)  -  F{a) 
=  Lim{[a  +  (a  +  ir)+(a-f2<f)  +  .  .  +  (a+S^=i:<f)]<^} 
=  Lim  {nad  +  (l  +2  +  8  • .  .  +  ir=T),r»} 

=  ifm{ancr+?ifi!^ir«} 


und  wenn  man  für  S  seinen  Werth einsetzt: 

fi 

F{h)  -  F(a)  =  Lim{a{h-a)  +  l(6-a)(6-a-5:^)} 

==a(6-a)  +  |(6-a)« 

Daraus  folgt,  indem  man  a;  fär  5  schreibt: 

JF(«)  =  |x«  +  F(a)- Ja», 

oder,  wenn  der  von  x  unabhängige  Theil  F(a)  —  |  a*  mit  C  bezeicfaiiet 
wird: 

F(x)=z\x^+  0, 

wo  nun  C  eine  willkührliohe  Gonstante  bedeutet     In  der  Thal 

F'{x)  =z  «9  wie  verlangt  wurde. 
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wobti  es  zur  besseren  Unterscheidung  üblich  geworden  ist,  statt  des 
griechischen  Buchstaben  einen  lateinischen  zu  gebrauchen;  die  B»- 
Zeichnung  ist  nun 


«) 


F(b)  —  F(a)  =  ff(^)  **• 


Den  Ausdruck  rechter  Hand  nennt  man  das  zwischen  den 
Grenzen  x  =  a  und  x  =  h  genommene  Integral  von  f(x)dx 
oder  auch  das  bestimmte  Integral' von  f(x)dx,  genommen 
roL  z  z=  a  bis  x  =  l>. 

Es  ist  nichts  weniger  als  überflüssig,  die  geometrische  Bedeu- 


Fig.  4a 


tung    dieses  Ausdruckes  ken- 
nen zu  lernen,  wenn  wir  auch 
jetzt  nicht  tiefer  darauf  ein- 
gehen. In  Fig.  40  sei  in  recht- 
winkligen Coordinaten  OM=x 
die  Abscisse,  MP  =/(aj)  die 
Ordinate    und   die  von  einer 
beliebigen  aber  festen  Ordinate 
Q-H    an     gerechnete    Fläche 
QHPM=  F(x),  dann  bedeu- 
tet F(p)  —  F(a)  eine  Fläche, 
welche  die  Strecke  h  —  a  der 
Abscissenachse  zur  Basis  hat;  für  OÄ  =  a  und  OB  =  6  ist  dem- 
nach 

FQ>)  —  F{a)  =  Fläche  ÄS  DG. 

Man  wird  sich  femer  durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  in  §.  1 
leicht  überzeugen,  dass  der  Differentialquotient  von  F(x)  gleich  der 
Endordinate  der  Fläche  F(x)  ist  oder  in  Zeichen 


7) 


T'-fi'^ 


dtts  also  hier  awischen  F(x)  und  f(x)  dieselbe  Beziehmig  stattfindet, 
welche  wir  anfangs  voraussetzten.  Um  nun  umgekehrt  F(x)  oder 
F(p)  —  F(d)  durch /(«)  auszudrücken,  genügt  die  geometrische  Be- 
oudnmg,  dass  man  einen  Näherungswerth  für  die  Fläche  ÄBDC 
erhält,  wenn  man  sich  dieselbe  als  eine  Summe  schmaler  rechteck» 
förmiger  Streifen  vorstellt;  für  MMi  =  /Jx  ist  die  Fläche  eines 
tolehen  Streifens  =f(x)^x^  mithin  näherungsweise 

F(6)  _  jp(o)  =  Sf(x)  Jx 

•  20* 
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und  genau 

b 

F(b)  —  F(a)  =  UmSf(x)  Jx  =  ff{x)dx, 

a 

was  mit  dem  Früheren  übereinstimmt. 

Das  hiermit  angegebene  Verfahren  zur  Ableitung  von  F(&) — F(a) 
aus  f(x)  hat  zwar  den  Yortheil,  ganz  direct  zu  sein  und  die  anszafüh* 
renden  Operationen  (Summirung  einer  Reihe  und  nachherigen  Greo- 
zenübergang)  deutlich  übersehen  zu  lassen,  aber  es  leidet  an  der 
Schwierigkeit,  dass  die  genannten  Operationen  nur  selten  ausführbar 
sind,  wie  man  bei  einigen  Versuchen  bald  finden  wird.  Man  ist 
daher  genöthigt,  einen  indirecten  Weg  einzuschlagen,  welcher  dann 
besteht,  dass  man  von  einer  Function  F{x)  den  Differentialquotienten 
f{x)  oder  das  Differential  f{x)  dx  entwickelt  und  durch  ein  neaes 
Zeichen  den  Rückgang  von  /(x)  dx  zu  F(x)  ausdrückt.  Demgemin 
versteht  man  unter  dem  Symbole 

8)  ff(x)dx 

jede  Function,  deren  Differential  =  /(x)  dx  ist  und  nennt  den  in  8) 
verzeichneten  Ausdruck  das  unbestimmte  Integral  von  f{x)dx. 
Weiss  man  also  im  Voraus,  dass  dF(x)  =zf(x)dx  ist,  so  kann  man 
umgekehrt 

9)  ffix)  dx  =  Fix) 
oder  auoh 

10)  ffix)  dx  =  F{x)  4-  Const. 

setzen,  denn  in  beiden  Fällen  genügt  die  rechte  Seite  der  ausge- 
sprochenen Bedingung;  es  ist  daher  jederzeit  erlaubt,  einem  unbe- 
stimmten Integrale  eine  willkührliche  Constante  anzuhängen.  —  Durch 
beiderseitige  Differentiation  der  Gleichung  9)  oder  10)  ergiebt  sich 


d  f/(x)dx  =  dF(x)  =f(x)dx, 


woraus  zu  ersehen  ist,  dass  die  beiden  Zeichen  d  und/  sieh  gegen- 
seitig aufheben. 

Aus  dem  unbestimmten  Integrale  läset  sich  auch  das  bestimmte 
Integral  wieder  herleiten;  denn  setst  man  nach  geschehener  unbe- 
stimmter Integration  einmal  x  =ib,  dann  x  =  a,  so  folgt  dnrcb 
Subtraction 


Jf(x)dx  -  Jf(x)dx  =  F(b)  -  F(a)  =Jm 


dx. 
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Las  beBtimmte  Integral  kann  demnach  als  die  Di£ferenz  zweier 
Special verthe  des  unbestimmten  Integrales  angesehen  werden,  wobei 
jedoch  nicht  sa  vergessen  ist,  dass/(a;)  innerhalb  der  Grenzen  x  =  a 
und  o;  =  5  keine  Unterbrechung  der  Continuität  erleiden  darf.  Fin- 
det eine  solche  statt,  so  verlangt  der  eben  ausgesprochene  Satz  eine 
Modification,  die  wir  später  erörtern  werdeiL 

« 

§.66. 

Die  FtmdamentftUbrmelzi. 

Der  Definition  des  unbestimmten  Integrales  zufolge  giebt  jede 
Differentialformel  Gelegenheit  zur  Aufstellung  einer  Integralforme], 
indem  es  hierzu  nur  einer  veränderten  Darstellung  der  ersteren  be» 
dtf£    Aus  der  Differentialformel 


C^)= 


xf*dx^ 


welche  für  alle  fi,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Falles  ft  =  —  1 
Gültigkeit  besitzt,  erhält  man  so 

xf*dx  =  —7^  +  Const.,  a^  —  \. 

Geht  man  von  der  allgemeinen  Formel 

■Ol,  Bo  findet  sich  auf  gleiche  Weise 

Die  Differentialformel 


dlx  =  ^  dx 

X 


giebt,  in  derselben  Weise  umgekehrt,  bei  positiven  x 
3)  f^z=lx+  OmsLi 

•Qgemeiner  ist 

*)  /^  =  T*^«  +  **>+^- 

womit  ßbr  den  Ausnahmefall  ^  =  —  1  in  den  Formeln  1)  und  2) 
die  Entwickelang  des  Integrales  gegeben  ist.  Mittelst  desselben  Ter- 
fabens  leitet  man  die  folgende  Integralformel  ab: 


/= 
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*^  /  /^  t\  M  =  —  x/    .  ,.  N  +  Consi., 

welche  nur  den  speciellen  Fall  fA  =  —  2  von  Formel  2)  darstellt; 
femer  hat  man  nach  §.  6 

*^  /^Tf^.  =  ^  «'•^«  T  +  <^' 

oder  för  a'  =  a,  /)>  =  b,  wo  nun  a  und  6  nothwendig  positiT  Bein 
müssen: 

^    ä%  1  .      «VT   ,    ^     . 

Aus  §.  6  ergiebt  sich  bei  gleicher  Behandlung 
oder  _ 

wobei  a  and  b  an  sich  pontiv  sein  mflsseo. 
Nach  §.  6  ist  weiter 

und  hiermit  schliesst  sich  die  Reihe  derjenigen  Fundamentalformeln, 
in  denen  algebraische,  von  Wurzeln  freie  Ausdrücke  unter  dem  Inte- 
gralzeichen stehen. 

Aus  §.  6  erh&lt  man  femer  die  Integralformel 


/ 


dx 


=  -i'öJ«  +  Va»  +  /S»««)  +  Cbfw«., 


oder  fttr  a*  =  a,  /J*  =  l>, 

c/  Va  +  &a?«        V6 

auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich 

dx  1  äx        ^ 

=  _.  aresin  =- — f-  Gons^n 

Va«  — /ja»«        /J  « 

oder 


/i 


10) 


/dx  1  .    a?V5    ,    „ , 

Va  — 6a?«       VT  Va 

Die  Differentialformeln  in  §.  6  liefern  noch  die  Integralformeb: 

xdx y  g  -f  5g« 


J  Va  +  fe««  6 
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12)  f  ^     ^^       ,=-T7=^ ^Cofud.. 

J  V (a  +  6«»)         aVa'\'}>x^ 

13)  r       ^^^      ,=-~ +  Cbnse. 

Hiermit  ist  die  Reihe  derjenigen  Grnndformeln  beendet,  welche 
irrationale  algebraiBche  Ausdrücke  unter  dem  Integralzeichen  ent- 
halten. 

Ana  der  Gleichung  d\xlx^x\  =  Ixdx  folgt  weiter 

14)  flxdx  =  xQx—l)  +  (Jona. 
Durch  ümkehnzng  der  bekannten  Formel 

d(—J  =  e'^'dx 
wird  femer 

15)  fe^'dx  =  —  4-  C<mst. 

md  damit  sind  zwei  Formeln  gewonnen,  welche  bei  der  Integration 
ron  logarithmischen  und  Exponentialfiinctionen  Anwendung  finden« 

Kehrt  man  femer  die  vier  Gleichungen  um: 

di ^j  =  tcmi/iudu     d{ —j  =  col^udu, 

w  ergeben  sich  unmittelbar  die  vier  Integralformeln : 

16)  Jsmiiudu=  —  ^2^^    +  öww^ 

17)  /  co»f/i>udu  =  H —    +  Consl, 

18)  I  taniiudii= S^ij^  ^  q,^^ 

19)  fcai.uäu=  +  l^  + 
Die  beiden  letsten  Oleiclnmgeii  in  §.  6  geben  faner 

20)  /  — ; ,    a.   •  «     =  —S  «■<*»«  (^- j  +  ÖMW». 

on        /•<*«»_     1      ,fa-\-ßtamu\   .    ^^^^ 
"^      J  a*eo,^u-ß»äntu-J^  ^a-ßUmJ  +  ^'^^ 


Gonsfc 
I» 
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Wir  fügen  endlich  noch  zwei  Formeln  bei ,  die  aus  den  Diffi> 
rentialgleichangen 

^r  Vi— a«a;»1 

dixarcainax  -| 1  =  arcsinaxdx, 

entspringen,  nämlich 


22)  / 

23)  / 


Yl—a^x^ 
arcsinaxdx  =  xarcsinax  A 1-  Cmui. 

2a 


§.66. 
Allgemeine  Beduotionsformeln« 

Sind  die  Differentiale,  um  deren  Integration  es  sich  handelt, 
nicht  so  einfach  wie  in  den  oben  entwickelten  Grundform  ein,  so  muss 
man  den  gegebenen  Ausdruck  in  Theile  zu  zerlegen  suchen,  welche, 
einzeln  genommen,  integrirt  werden  können,  und  nachher  das  Inte- 
gral der  complicirteren  Grösse  aus  den  Integralen  ihrer  Besiandtheile 
zusammensetzen.     Hierzu  dienen  folgende  Gesetze. 

L  Es  mögen  a  nnd  h  Constanten,  U  und  V  Functionen  von  x, 
endlich  u  und  v  die  Differentialquotienten  jener  Functionen  bezttch- 
nen;  es  ist  dann 

d(aü  +  bV)  =  (au  +  hv)dx, 
mithin  umgekehrt 

1)  fiau  +  hv)  dx  =  aU  +  6F. 

Zufolge  der  Bedeutung  von  u  nnd  v  gelten  ferner  die  Gleichongen 

dU=udx,        dK=:vdXt 
ans  denen  folgt 

ü=  fudx,        V^^Jvdx; 

nach  Substitution  dieser  Werthe  geht  die  Gleichung  1)  in  die  fol- 
gende über 

welche  die  Regel  aar  Integration  der  Aggregate  enthält 
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Hiernach  iat  b.  B. 
J  ax  +  ß^^^  ~  J  x{a  +  ßx)^^  ~  J  alx'^  a+Jir^ 

aj   X  aj  tt  +  ßx  a  a  ß 

a    \a  4-  ßxJ 

Da  die  Di£brentialfonnel ,  von  welcher  wir  anfangs  ausgingen, 
•ach  f&r  Aggregate  von  jeder  endlichen  Gliederzahl  gilt,  so  l&sst  sich 
die  Formel  2)  gleichfialls  auf  jede  endliche  Reihe  ausdehnen;  s.  B. 


J  1— X 


dx 


=  y  (1  +x  +»«  +  a;»+ +  x*-^)dx 

=  I  dx  ^    f  xdx  ^  J  x^dx -{-••*+  I  x*-^dx 

1^23'^  ^     n 

n.     unter  Beibehaltung  der  vorigen  Zeichen  erhält   man  aus 
der  Differentialformel 

d(üV)  =  Uvd»  +  Vudx 
&  folgende  Integralformel,  wobei  von  der  Begel  fOr  die  Integration 
der  Summen  Gebrauch  gemacht  worden  ist, 

fuvdx  +  fvudx  =  UV 
oder 

füvdx  =  UV  --  jVudx. 

Zufolge  des  Werthes 

V  =  1  vdx 

ist  die  vorige  Gleichung  identisch  mit 

/  Uvdx  ^=  U I  vdx  —  /  I  /  vdxlucfa?, 
wofür  man  einfacher  zu  schreiben  pflegt 

/  Uvdx  =  U I  vdx  —  /  udx  1  vdx^ 
oder  audi,  weil  udx  s:  dU  war» 
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^^  Cüvdx  =  ufv  dx  --fd  ufv  dx. 

Diese  Formel  der  sogenannten  partiellen  Integration 
empfiehlt  sich  in  allen  den  Fftllen ,  wo  das  Integral  von  v  dx  leidit 
gefunden  werden  kann  nnd  gleiehseitig  d  U  ein  nicht  an  compKcirter 
Ansdmck  ist 

So  hat  man  i.  B.  für  17  =  {(1  -f-  ^')i  f  =  ^» 
flil  +  x^xdx  =  1(1  +  x^)fxdx  -/r^/«^« 

Hx^dx 

=z(i+..).j,.-.y5-p^. 

nnd  wenn  man  beachtet,  dass  weiter 

BO  ergiebt  sich  Bchliegglich 

«1(1  +««)<*«  =  i(l  +«*)l(l  +  **)  —  I«*  +  CoiuL 


I' 


m.    Befindet  sieh  nnter  dem  Integralzeichen  eine  sosammeiH 
gesetzte  Function,  handelt  es  sich  also  um  ein  Integral  von  der  Form 


/ 


/[g)(«)]d«, 


so  leistet  die  Substitution  einer  neuen  Yariabelen  h&ufig  gute  Dienste; 
man  kann  nftmlich  fp{p^  z=z  y  setzen  nnd  nunmehr  y  ala  neae  un- 
abhängige Variabele  ansehen.  Zunächst  hat  man  die  Gleichung 
q>{x)  =  y  auf  X  zu  reduciren,  wodurch  man  zu  einem  Resultate  Ton 
der  Form  o;  =  ^(y)  kommt,  man  drückt  nachher  dx  durch  dy  aus, 
indem  man  durch  Di£ferentiation  der  vorigen  Gleichung  c2x=^(jr)<2y 
erhält,  und  gelangt  so  zu  der  Gleichung 


y/[9(«)]  äx  =  J/di)  *'(y)  dy. 


Lässt  sich  die  Integration  rechter  Hand  ausführen ,  wobei  unter 
Anderm  die  partielle  Integration  von  Nutzen  sein  kann,  ao  entsteht 
zunächst  ein  Besultat  von  der  Form 

f/ddP'dÖäy  =  F(y)  +  Cana. 
und  duroh  Wiedereinsetzung  des  Werthes  ron  y 

f/lvm  dx  =  Fi<p(x)]  +  Const., 
womit  die  verlangte  Integration  ausgeführt  ist 


Cap.X.  §.67.  Integration  durch  unendliche  Keiben.    315 

So  B.  B.  wird  man  in  dem  Integrale 

1 


/: 


e*  +  e 


—  X 


d^ 


/; 


«'  =  y  Belaen,  worana  x^slff^  d»  =  —  folgt;  das  Integral  ver- 
wandelt  nch  jetst  in  cUs  folgende 

J  9  +  T    y  "-'!''  + 1' 
desien  Werth  arctanfß'\'  Const,  ist;  man  hat  daher 

ffinsichtlich    der    Yorhin    erwähnten  Anflösnng  der  Gleichung 
fp{x)  =  y  müssen  wir  noch  bemerken,  daaa  dieselbe  möglicherweise 

mehrere  yerschiedene  Werthe  für  x  geben  kann  (ans  — r =  y 

1. B.  folgt  ebensowohl  x  =  y  +  Vy'  +  l  als  »  =  y  —  Vy*HM) 
und  es  w&re  daher  die  Frage,  welcher  Ton  diesen  Werthen  zn  neh- 
men seL  Man  sieht  aber  leicht,  dass  man  jeden  beliebigen  dieser 
Werthe  wfthlen  kann,  weil  am  Ende  y  wieder  rückwärts  durch  x 
Mugedrückt  wird  und  man  also  jedenfalls  au  demselben  9(0?)  inrück- 
kommt,  von  welchem  man  ausgegangen  war» 


§.  67. 
Integration  durch  unendliche  Beihen. 

Wenn  die  vorigen  Mittel  nicht  ausreichen,  um  die  Integration 
^ar  gegebenen  Function  an  bewerkstelligen,  so  yersucht  man,  das 
Integral  in  eine  unendliche  Reihe  an  yerwandeln;  dies  geschiebt 
meisiena  auf  folgende  Weise« 

Das  Integral  sei  von  der  Form 


/■ 


f(x)q)(x)ax 

iind/(«)  eine  Function,  die  sich  wenigstens  für  alle  zwischen  x  =  k 
ond  x  =  /i  liegenden  o?,  in  eine  unendliche  Reihe  verwandeln  l&sst, 
etwa 

1)  '    Ax)  =  Xo  +  X,^  X,-\    X,  + 5 


•    ■    •    • 
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es  ißt  dann 

2)  ff(x)(p(x)dx  =  Azo  +  X,  +  Z,  H )q>(»)dx. 

Hier  fragt  sich  vor  Allem,  ob  der  in  §.  54,  I.  für  endliche  Rei- 
hen bewiesene  Satz  auch  bei  unendlichen  Reihen  anwendbar  bleibt; 
w&re  dies  der  Fall,  so  würde 

8)  fmq>{x)dx 

=  /  2i  ^{x)  dx  +  I  Xi  <p(x)  dx  -^  I  Xi  q>(x)  dx  + 

sein,  und  wenn  die  Integrale  rechter  Hand  entwickelt  werden  können, 
so  wäre  das  gesuchte  Integral  durch  eine  unendliche  Reihe  ausge- 
drückt. 

Die  Vorfrage,  wovon  die  Anwendbarkeit  dieser  Integrations- 
methode  abhängt,  lässt  sich  hier  im  Allgemeinen  noch  nicht  ent- 
scheiden, doch  können  wir  vorläufig  den  gewöhnlichen  Fall,  wo  die 
Reihe  nach  Potenzen  von  x  fortschreitet,  vollständig  erörtern. 

I.     Die  Reihe  f(Sotf(x)  habe  die  Form 

4)  /(«)  =  Oo  +  öl»  +  o^ä'  +  «8«'  + 

und  es  sei  bei  unendlich  wachsenden  n 


a« 


Lim =  I, 

woraas  folgt ,  dass  die  obige  Reihe  für  —  A<ap<-|-A  conver- 
girt;  endHch  sei  zur  Abkürzung 

6)  ^(aJ,  n)  =  /  x*(p{x)dXt 

wobei  dem  Integrale  keine  willkührliche  Constante  angehangen  wer- 
den möge.  Wenn  nun  die  Reihe  (hi^i^^  0)  +  ^i^C^f  1)  +  etc. 
innerhalb  jener  Grenzen  convergirt,  so  ist  ihre  Summe  eine  bestimmte 
Function  von  x  etwa 

6)      F(x)  =  <hif{x,  0)  +  a,*(«,  1)  +  a,*(«,  2)  + , 

und  von  dieser  woUen  wir  den  Differentialquotienten  anfauchen. 
Lassen  wir  x  um  h  wachsen,  wobei  aber  h  so  klein  zu  wählen  ist, 
dass  auch  x  -{-  k  zwischen  —  X  und  -^  k  fäUt,  so  haben  wir  zu- 
nächst 

Fix  +  h)-^  Fjx) 
h 

^  *ix  +  h,0)  ^  »(ag,0)    ,    ^   »(ag  +  ^,l)-»(a?»l)  . 
=  Op 1-  ai ^ -4-  .  .  • . 
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Rechter  Hand  benutzen  wir  das  bekannte  Theorem 

welches  voranssetzt,  dass  ^(ä)  und  i/(x)  von  «=  —  ÄbiBaP=  +  * 
stetig  uid  endlich  bleiben;  femer  substitiiiren  wir  gemäss  Nro.  5) 
x*(p{x)  statt  if'(x,  n)  und  erhalten 
7)  F(x  +  h)--F(x) 

h 
=flo9(ar+^oÄ)  + 0i(a?+^iÄ)9(aJ+'^iÄ)  + a2(a:+^2Ä)*g>(a?+'^2Ä)+- 

wo  ^0«  ^ii  '^s  etc.  poBiüve  echte  Brüche  bedeuten. 

Um  vorerst  deu  einfachsten  Fall  zu  erörtern ,  wollen  wir  x  und 
alle  Coeificienten  Oo,  ai,  Oj  etc.  als  positiv  voraussetzen.  Nun  lässt 
sich  A  so  klein  w&hlen,  dass  die  Function  q>(e)  von  e  =^  x  bis 
fi:=x  -\-  h  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt ;  im  ersten  Falle 
ist  jede  der  Grössen  ^(as-h^o^)!  9(^4"^i^)  ^^c-  grösser  als  (p(x) 
and  kleiner  als  ^{x-\-K)^  w&hrend  im  zweiten  Falle  die  Sache  um- 
gekehrt wird.  Femer  liegt  {x  -|-  ^n^  immer  zwischen  x"  und 
(2-|-A)";  bei  positiven  h  und  wachsenden  (p{x)  ist  demnach  die 
Samme  der  Reihe  in  Nro.  7)  grösser  als 

a^fp{x)  4-  aiaJ9?(x)  +  as«'9(a?)  +  • .  •  =f(x)  q)(x) 
and  kleiner  als 

«o9(«  +  Ä)  +  «i(»  +  Ä)9(a;  +  7*)  + =f(x  +  h)ip(x  +  h), 

also 

/(x)  9(x)  <  ^(»  +  h)^  -  F(x)  ^  ^^^  ^  ^j  ^^^  ^  jj. 

bei  abnehmenden  ^(x)  tritt  das  Zeichen  ]>  an  die  Stelle  von  <;. 
Aehnlich  verhält  sich  die  Sache  bei  negativen  A,  aber  in  jedem  Falle 
erhalt  man  beim  Uebergange  zur  Grenze  fär  verschwindende  h 

F'(«)=/(!r)g>(x), 
mithin  umgekehrt 


d.  i 


F(x)  =  jf{x)fp{x)dx  +  OmO. 
F(x)  =  /  (oo  +  OiOP  +  OjÄ*  +  .  .  .  . )  (p(x)  dx  +  ConsL 


Vergleicht  man  dies  mit  der  ursprünglichen  Bedeutung  von 
F(x)  in  Nro.  6)  und  substituirt  die  Werthe  von  Jp{x^  0),  if(x^  1) 
etc^  so  hat  man  folgende  Gleichung 
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=  «0   /  9(2?)  dx  +  Ol   Ix  q>(x)  dx  +  Oi  /  ä*  9(0:)  drc  +  •  •  •  • ; 

diese  lehrt,  dass  hier  die  Integration  auf  gewöhnliche  Weise  ausge- 
führt werden  darf.  Auch  bleiben  die  vorigen  Schlüsse  an  der  Grenze 
der  Convergenz,  d,  h.  für  «  =  -)-  A,  zichiig,  wofern  die  beiden  Rei- 
hen noch  convergiren,  nnr  muss  man  in  diesem  Falle  h  negativ  neh- 
men, um  das  Intervall  der  Convergenz  nicht  zu  überschreiten. 
Wenn  die  Reihe 

f(x)  =  flo  -f  Oia?  -f  OaiC«  +  <hx^  -f 

positive  und  negative  Glieder  enthält,  so  kann  man  doch  x  immer 
als  positiv  ansehen,  indem  man  die  verschiedenen  Yorzeichen  auf 
Rechnung  der  Coefficienten  schreibt;  femer  lassen  sich  alle  positiven 
sowie  alle  negativen  Glieder  zusammenfassen  und  es  erscheint  dann 
f(x)  als  Differenz  zweier  Reihen,  deren  jede  für  sich  nur  positive 
Glieder  enthält.  Der  anfanglichen  Voraussetzung  zufolge  convergiren 
diese  Reihen  und  daher  sind  ihre  Summen  bestimmte  endliche  Func- 
tionen, etwa/i(a?)  und/,(x),  also 

Ax)=Mx)^Aix). 
Hieraus  folgt 

J/(x)q>(x)dx  =  jfi{x)q>{x)dx  —  rA(x)q>(x)dx; 

auf  die  einzelnen  Integrale  rechter  Hand  ist  der  vorige  Satz  anwend- 
bar und  man  gelangt  damit  zu  dem  Resultate,  dass  die  Gleichung  8) 
auch  in  dem  Falle  gilt,  wo  die  Reihe  positive  und  negative  Glieder 
besitzt.  Bei  Integrationen  von  der  genannten  Form  sind  demnach 
nur  zwei  Bedingungen  einzuhalten,  nämlich  die  Convergenz  der  vor- 
kommenden Reihen  und  andererseits  die  Endlichkeit  und  Stetigkeit 

von  q)(x)  und    I  x'q){x)dx. 

Hiemach  ist  z.  B.  bei  eeht  gebrochenen  x 

a?«        ««+1         ««+»        x«+« 
= ■- 1- H \-CansL 

Beträgt  dagegen  der  absolute  Werth  von  x  mehr  als  die  Ein- 
heit, so  darf  diese  Entwickelung  nicht  angewendet  werden«  vielmehr 
man 


fTTli^''=f^TT^* 
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und  —  =  V  oder  «  =  —  setzen,  wo  nun  y  ein  echter  Bruch  isi^ 
X       ^  y 

Das  Integral  wird  jetzt 

fil  —  tt  t|2— «  1/«—«  ^ 


oder  durch  Bestitution  des  Werthes  von  y 


I 


aj«-! 


1  4-» 


^a-l  ^o-l     ^     jpa-8  a;«-* 


-| (-•••  +  Ctm6*., 


a  —  1        a  —  2        a  —  3        a  — 4 

10  dsBS  nnn  der  Werth  des  Integrales  f&r  alle  Fälle  entwickelt  ist 

II.  Ein  anderes  Verfahren  um  über  die  Gültigkeit  der  allgo- 
meinen  Gleichung  3)  zu  entscheiden,  besteht  darin,  dass  man  die 
Reihe  1)  vorerst  als  endliche  nimmt  und  ihre  Ergänzung  hinzufügt, 
Dämlich 

9)  f{x)  =  Zo  +  Xi  +  Xa  +  ••  •  +  X^^i  +  Ä.. 
BieB  giebt 

10)  jf{z)  9  {x)  dx  —  jBn  V  («)  dx 

=  yZo  9(x)dx  +  fXi  q>{x)  dx  •\ •  +   /  ^»-i  9(«)^^ 

und  wenn  nun  beide  Beihen  in's  Unendliche  fortgesetzt  werden  sol- 
len, so  mnsB  erstens  Lim  i2,|  =  0,  d.  h.  die  Reihe  in  Nro.  9)  conyer- 
gsnt  sein  und  ansserdem 


lAm  I  Bn  (p{x)dx  =  0 


werden,  was  aus  IdmBn  =  0  nicht  geschlossen  werden  kann  und 
daher  einer  besonderen  Untersuchung  bedarf.  Hierzu  gehören  aber 
ooige  Sätze  von  den  bestimmten  Integralen ,  welche  erst  später  ent- 
wickelt werden. 

Ans  der  Bemerkung,  dass  viele  Functionen  in  unendliche  Rei- 
ben verwandelbar  sind,  geht  unmittelbar  hervor,  dass  die  Methode 
der  Integration  durch  unendliche  Reihen  einen  hohen  Grad  allge- 
meiner Anwendbarkeit  besitzt;  es  sollen  daher  in  den  nächsten 
C&piteln  auch  nur  diejenigen  Differentialformeln  betrachtet  werden, 
deren  Integration  ohne  jenes  Hülfsmittel,  d.  h.  in  geschlossener  Form, 
mflgUch  ist» 


Cap.  XI. 

Integration   rationaler  algebraischer  Functionen. 

§.  68. 

I^xirung  der  Auiisabe;  einfachste  Fälle  dereelbeu. 

Das  allgemeine  Problem,  womit  wir  niu  im  Yorliegenden  Capitel 
beBchftftigen,  ist  die  Entwickelang  des  Integrales 

•/  a  +  5a?  -f  ex*  +  •  •  •  +  *«" 
wobei  m  und  n  ganae  positive  Zahlen  bedeuten.  Die  unter  dem  In(o> 
gralzeichen  stehende  gebrochene  rationale  algebraische  Function 
kann  echt  oder  unecht  gebrochen  sein;  im  letzteren  Falle  l&ast  sich 
dieselbe  durch  Division  in  eine  ganze  Function  und  in  einen  echt 
gebrochenen  Best  zeilegen,  was  durch  die  Gleichung 

«  -{-  ffg?  4*  y^*  +  •  •  •  +  ^^* 
a  +  5«  +  ex*  +  "  •  •  +  *^" 
=  «1  +  ft«  +  yi**  +  •  •  •  +  Xi«*""" 

Ä  +  Bx  +  Cx*  -{ +  Ifa?«-^ 

a  -{^  hx   -\-  ex*  +  •  •  •  +  kx* 

ausgedrückt  werden  möge.     Bezeichnet  man  den  echt  gebrochenen 

f(x) 
Best  mit     )  ^    ,  so  ist 
Jf{x) 

S=f[€Ci  +  ßix  +  yi«'  +  •  •  •  +  Htx'-''  +  ^]*^* 


und  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 

X         a    X*  x^  ^m— «+i 


s  =  «.  V  +  ^.^  +  y.  ■^+-  +  ''.:P^^+/^^* 
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IHese  Gleichung  giebt  zu  erkennen ,  dass  die  Integration  einer 
anecht  gebrochen«!  Function  auf  die  Integration  einer  echt  gebro- 
chenen zorückgeföhit  werden  kann;  wir  haben  tuis  daher  nur  mit 
letzterer  zu  beschäftigen. 

Ist  der  Nenner  yom  ersten  Grade,  so  wird  das  letzte  Integral 
zu  folgendem 

J  a  +  hx  J  a  +  hx     ' 

dessen  Werth  sich  unmittelbar  aus  der  Grundformel  4)  in  §.  65  er- 
gicbt. 

Ist  der  Nenner  vom  zweiten  Grade,  so  hat  man  es  mit  dem 
Integrale 

Ä  +  Bx 


/-. 


dx 


a-^-hx-^  cx^ 
zu  thnn ;  dieses  zerfftUt  in  zwei  Integrale,  nfimlich 

^  I  — n — i^ 9^^  +  -ß  /  — TT — 1 — ¥^^» 

deren  Entwickelung  auf  folgende  Weise  geschieht. 
I.     Es  ist  identisch 

edx 


r ^^ =  f. 

J  a  +  hx  +  cx^       J  i 


a^hx^cx*^       J  ac-\- hex  +  c^x^ 

cdx 


=/i 


(a(5-j6»)  +  (ca:  +  |l.)«* 
und  wenn  man  eine  neue  Variabele  y  mittelst  der  Substitution 

CO?  4-  fl^  =  y  »    cdx  ^=  dy 
einfahrt,  so  wird  aus  der  vorigen  Gleichung 

^  J  a  +  hx  +  cx^       J  (ac  — J52)  +  y»  * 

Hier  sind  die  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  ac  —  \W  positiv,  Null 
oder  negativ  ist;  denn  der  Werth  des  Integrales  erhält  nach  den 
Grundformeln  6)  und  7)  verschiedene  Gestalten,  je  nachdem  im  Nen- 
ner die  Summe  oder  die  Differenz  zweier  Quadrate  vorkommt 

Im  ersten  Falle 

ac  —  }6»  >•  0    oder    4 ac  —  ft«  >  0 

istV^ac  —  \h'^  eine  reelle  Grösse,  die  wir  mit  a  bezeichnen  wollen; 
die  Gleichung  3)  giebt  dann  unter  Anwendung  der  Fundamental* 
formal  6) 

— TT — ; :  =    /    o  i     ^  =  —  arclan  —  +  Cansl^, 

a  +  5x4-caj»       ./  a'  +  y*        a  a    * 

SehlÖMlleli,  Aaalytii.  21 
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Nacb  Restiintion  der  Werthe  von  y  und  a  hat  man 

dx  2  ,        b  +  2ca?      ,    ^     . 

— r-- — i =  ^.j  arctan^j-  +  dmsL 

a  +  hx  +  cg^       y4ac  — b«  V4ac  — 6« 

4ac  —  5«  >  0. 
Im  zweiten  Falle  (ac  —  J  &>  =  0)  wird  die  Gleichmig  3)  zur  fol- 
genden 

J  a  +  bx-^-cx^       J   y^  y 

d.  i.  vermöge  des  Werthes  von  y 

5)  f ^ = ^—  +  dmsL 

J  a  +  hx^cx^  ft  +  2ca: 

4ac  —  6«  =  0. 
Im  dritten  Falle  {ac  —  j&*<CÖ)  ist  \h^'-'ae  positiv,  mithin 

V\h^  —  ac  eine  reelle  Ordese,  die  a  lieusen  möge;  die  Gleichung  3) 
lautet  jetzt 

r___ix__^    f      dy        ^    A-  l)rfy 
J  a-\-hx-\-cx^       7— a«  +  y«       J  a^  —  y^ 

2a    \a  —  yj  ^ 
und  daraus  ergiebt  sieh  nach  Substitution  der  Werthe  von  y  und  a 

6)  f  J'       -  --^=i=.  , /}^^±H^X      CW. 
J  a^-bx+ca?«  V^6«— 4ac    \V^6«— 4ac— 5— 2cä/ 

4ac  —  6«  <  0. 

Eine  etwas  andere  Form  erh&lt  dieses  Integral,  wenn  man  vod 

der  identischen  Gleichung 

•d)  = '(:^)  + '(-') 

Gebrauch  macht  und  die  constante  Grösse  7( — 1)  in  die  willkuhrliche 
Integrationsconstante  einrechnet;  es  ist  dann 

7)  f  J*       =-,     ^  ^/b+2c.+  K^j3ircx 

und  man  wird  nun  die  Formel  6)  oder  die  Formel  7)  benutsen,  je 

nachdem  im  speciellen  Falle  Vö*  —  4ac  mehr  oder  weniger  als  b  -^  2 ex 
beträgt 

IL    um  das  zweite  der  in  Nro.  2)  verzeichneten  Integrale  zq 
entwickeln,  gehen  wir  von  der  Differentialformel  aus 

dl(a-\-hX'\-ex'')  =  — ,  '^    , rdA 


eiafachste  Fälle  derselben.  .  828 

Die  ümkalirang  dersdben  giebt 

5  +  2ca? 


I: 


dx  =  l{a  +  6«  4-  c»*) 


a  4-  dos  -f-  CÄ» 
oder  durch  Integration  der  einzelnen  Thttle 

^f  j^^\     ,  +  2cf    ,f^^      ^  =  l(a  +  hx  +  ex^, 
J  a  +  hx  +  cx*  ^      J  a-^-lx+cx^         ^  ' 

nnd  wenn  man  das  zweite  Integral  als  Unbekannte  ansieht,  so  er- 
hilt  man 


8)  /  __£^f5 =  -L  j(a  X  6a?  +  c»») ^  A 

V  a4-5a?  +  (?aj»        2c  "y'^T»*^^^)       ^cj  a 


dx 


Das  gesnchte  Integral  ist  hiermit  auf  ein  schon  bekanntes  Inte- 
gral zorückgefuhrt 

UL     Setzt  man  in  der  Gleichung 
r    A+Bx      j^^j^  r         dx  \    B  f        ^^^ 

statt  des  zweiten  Integrales  rechter  Hand  seinen  Werth  ans  Nra  8), 
80  erh&It  man 

9)  f  ^+y  ^,. 

J  a -\'})x -\- cx^ 

B  ,,     ,  .      ,       ...    2^c  — -Bft    r         da? 

=  rr-  Z(a  +  6a?  +  ca?2)  -^ /  — —- — 

2c  ^   ^       ^       ^  ^         2c        c/  a  +  l>a?  +  ca?» 

ond  damit  erledigt  sich  die  Integration  der  echt  gebrochenen  alge- 
braischen Functionen  mit  quadratischem  Nenner. 

§.  69. 

IPolgeningen  aus  dem  Vorigen* 

Bevor  wir  die  Integration  solcher  echt  gebrochenen  Functionen 
Tornehmen,  deren  Nenner  den  zweiten  Grad  übersteigen,  wollen  wir 
erst  nachweisen,  dass  Integrale  von  der  Form 

x^dx 


A 


(a  +  6a?-|-ca?«)«+i 
Inf  die  obigen  Integrale  zur&ckgef&hrt  werden  können,  wenn  m  und 
n  ganze  positive  Zahlen  sind. 

Bezetdinen  wir  das  Trinom  a  +  ba?  -|-  cx^  kurz  mit  T,  so  ist 
durch  gewöhnliche  Differentiation 


21* 
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.unter  Anwendung  der  identischen  Gleichung 

(6  +  2c«)»  =  4«T—  (4ac  — 6«) 
und  durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen  wird  hieraus 
j/b  +  2cx\        ,;  ^^.        dx  ^  ,^         ,.  dx 

Die  Integration  g^iebt 

h  +  2cx        ,,  ^^      r  äx  ^  ,^  ,   Cdx 

redttcirt  man  auf  daa  erste  Integral  rechter  Hand  und  seist  aar  Ab- 
kürzung 

I)  4ac  —  6«  =  A, 

so  gelangt  man  zu  folgender  Beziehung 

'  dx 

Diese  Reductionsformel  liefert  der  Reihe  nach  die  Werthe  tod 


2^  f  ^^     —  ^  +  ^g^    I    (2n  — l)2g  r df 


Cdx       Cdx       fdx 


indem  man  successive  n  =  1 ,  2,  3,  .  .  .  nimmt  und  jeden  gewonne- 
nen Werth  in  die  n&chste  Gleichung  einsetzt     Man  hat  demnach 

fdx        5  +  2caj    ,    2c  Cdx 

wo  daa  Integral  rechter  Hand  aus  den  Entwickelungeb  des  vorigen 
Paragraphen  bekannt  ist;  femer 

dx 
_  &  +  2cg        3c(b  +  2cx)        6c«    Cdx 


r-  «       r^^        h  +  2cx   ,    3c   r 


u.  s.  w. 


Uoberhaupt  können  nach  diesem  Verfahren  alle  Integrale  Ton 
der  Form 

dx 


/■ 


auf  das  in  §.  68,  I.  betrachtete  Integral  zurackgeiuhrt,  mithin  auch 
?ollst&ndig  entwickelt  werdeo. 
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Weiter  ist  nun,  wie  man  durch  Differentiation  findet, 

^{-f^J  =  ("^-^^-T^^^  -  ^ ^iTT -^^' 

oder,  wenn  man  rechter  Hand  Alles  auf  gleichen  Nenner  bringt  uiid 
di8  Gleichartige  vereinigt, 

^(2n-in+l)c-5;;;^. 
umgekehrt  ist  die  entsprechraide  Integralgleichnng 
-^  =  (m-i)aj    ^^,    -(»-«,  +  1)»^    ^^^ 


-  (2n-m+  l)cy  y;r+T  ' 


oder 
^    7   r*+i  ""       (2n  — w  +  l)c*     T» 

(2n  — iii+l)c7     r"+i     "^(2n  — m+l)c7     T»+i 

(}eht  man  von  dem  Werthe  m  =  1  aus  und  sieht  das  Integral 
fon  {fx  :  T"+^  als  bekannt  an,  so  kann  man  der  Reihe  nach  die 
Integrale 

/xdx  Cx'^dx  Px^dx 

2^  +  1  •         J   2'"+*  •         ^   2^»  +  ^  •  '  '  * 

entwickeln,  nämlich 

r  xdx  1  ft     r   dgg 

"*"■    •        7  "t;hT=""  2ncT"  "  277   I^mT» 

Px'^dx  ^ (n  —  1)5    r  xdx 

"*""    •       7  "?hT— ""  (2n  — l)cr*  "■  (2n'-l)(J   TM^: 

"^  (2n— l)cy    r^M  ' 

wo  rechter  Hand  noch  der  Werth  des  ersten  Integrales  aus  der  yori- 
gsn  Oleichung  zu  nehmen  ist  u.  s.  w.  —  Durch  successiye  Anwen- 
dung der  Formeln  2)  und  3)  kann  nun  auch  der  Werth  jedes  Inte- 
grales TOD  der  Form 

"Ä  +  Bx  +  Cx^  •] +  Haj* 


/ 


(a+*b«  +  cx«)"+i 
foUstftndig  ermittelt  werden. 


dx 


I 


/ 
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Eb  ist  nickt  flberflüsrig,  za  bemerken,  das«  die  Oleichiuig  3)  für 

negative  m  gleichfalls  gelten  muss,  weil  sie  die  Umkehrang  einer 

für  alle  möglichen  tfi  und  n  richtig  bleibenden  Differentialformel  dar> 

stellt.     Lassen  wir  nun  —  m  -j-  ^  an  die  Stelle  von  m  treten,  so 

.  nimmt  die  Oleichnng  3)  folgende  Form  an: 

J  a.m-f2^  +  i  —       (2n  +  m  — l)c«"»-'T* 

(n  +  m--l)b    r       dx (m  — l)a        f     dx 

(2n  +  iii— l)cu/  aj«-iT»  +  *        (2n  +  m  — l)co/  «"•T-  +  » 

und   wenn  man  das  letzte  Integral  rechterseits  als  Unbekannte  be- 
trachtet, so  hat  man 


*>  /^ 


dx  1 


"•r*+*  (m— l)a«"»-iT« 

(n+m— l)ft  r       dx         _  (2n  +  w— l)c  P       dx 
(m— l)a    c/  a?"»-»T«  +  i  (m— l)a     7»"»-*2*+i* 

Für  m  =  1  ist  diese  Formel  nicht  brauchbar;  man  kann  in 
diesem  Falle  die  Substitution  a?  =  —  anwenden  und  erhält  dadurch 


z 
direct 


r         dx r     M^^^^dx 

J  a?(a  +  ba?  +  ca?«)«+i  ~'^  J  {e^-hz  +  ae^Y^^  ' 
wo  man  rechter  Hand  die  Integration  mittelst  der  Formeln  2)  and 
3)  auszufahren   und  nachher   rückwärts  m  =  —    zu    setzen    hat. 

X 

Nimmt    man  hierauf  in  Nro.  4)  m  =  2,  3,^.  .  .  ,  so  kann  man  die 
Integrale 

f     dx  r     dx 

der  Reihe  nach  entwickeln  und  überhaupt  den  Werth  jedes  unter 
der  Form 


/i 


^     X     ^    X^    ^  ^    flj» 


»*   )  (a  +  6«  +  cx^*+» 
Integrales  ermitteln. 
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§.  70. 
Die  Integration  echt  gebrochener  Functionen« 

Wenn  es  sich  um  die  Ausführung  der  Integration 

r 

"  dx 


f 


Äia;«"  +  Jlfiaj'"-!  H +  lf«-i«  +  Mn, 


Nox^  +  Nix*-'^  H +  N^ix    4-  Nn 

handelt,  worin  m  und  fi  ^  m  ganze  positive  Zahlen  bedeuten,  so  ist 
es  von  Yortheil,  zun&chst  x^  von  seinem  Coefficienten  zu  befreien, 
was  einfach  dadurch  geschieht,  dass  man  Zähler  und  Nenner  mit  Nq 
diyidirt;  der  neue  Nenner  heisse  dann  F(x)j  der  Zähler /(o;).  Wir 
unterscheiden  hier  wieder  dieselben  Fälle  wie  in  §.  62. 
L    Ist  der  Nenner  von  der  Form 

F(x)  =  (a?  —  a)(«  —  d) (oj  —  c)  .  .  .  .  («  —  *), 
wobei  a,  6,  c,  ...  X;  als  verschieden  von  einander  vorausgesetzt  wer- 
deUf  so  hat  man 


/: 


dx 


Fix) 

J  \x  —  a       X  —  "b        X  —  c  *         X  —  */ 

Bei  reellen  a,  b,  c,  .  •  .  ft  lAsst  sich  die  Integration  sofort  aus- 
fahren und  giebt 


I: 


dx 


Fix) 
^Al(x-^a)  +  Blix  —  h)  +  Clix--c)  +  "'  +  Klix—k)  +  ConsL 

Hiernach  ist  z.  B. 

«»  —  7 


/; 


dx 


=  l(«+l)  —  il(a?  — 2)  +  lHx  +  3)  +  CansL 
Sind  einige  der  Grössen  a,  5,  c»  .  .  .  %  von  complexer  Form, 
etwa  a  ^=^p  -^  iq^  b  =^  p  ^^  iq^  so  giebt  die  Formel  8)  in  §•  62 


/; 


dx 


Fix) 

^fix-pyti'^''  +  c'^c*-*)  +  •  •  •  +  JfK»-*); 

das  noch  ftbrige  Integral  rechter  Hand  gehört  onter  diejenigen,  wo- 
mit wir  uns  in  §.  68,  lU.  beeoh&fkigt  haben,  und  kann  daher  ent- 
wickelt werden.    So  ist  s.  B. 
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r         7a?- 3  _  r_2-M_      _   r    1      , 

=  J?(Ö  — 4a?  +  a?«)  +  4arcton(«  — 2)  —  1(1 +«)  +  Ctww«. 

n.     Eb  sei  ferner  F{x)  von  der  Form 

F(a?)  =  (aj  — a)«(a:  — b)/»(a?  — c)y («  — *)«, 

mithin 

f{x)  _       A  Ax  ,  .     ^a-\ 

F{x)  ~  (a?  — a)«  "^   (a?  — a)«-i  "^  ^  a?— a 

+ 

^  (x  —  hY  "^   (x  — Ä;)«-»   ^  "^  a?  — * 

Unter  der  YoraosBetsung »  dasB  a,  &»  c,  .  .  .  ft  reell  Bind,  hat 
man  Bogleich 

A  Ai 


^ B\  Bß—t    .    ja         1^   .x 

■(/J-1)  («-6)/»-i     OJ-2)  («-6)/^-»     ■"      «-b"^-"^-»*^"^    "^ 


•Kj  IT«— f 


(Jt-l)  («-*)»->      (x-2)  («-*)«-»  *— * 

So  ist  s.  B. 


+Z,-i  ?(«-*). 


/; 


«»(a;  — l)«(a?  +  l) 

_  m  ,  i  .  1  .  _j 7 1    ] , 

~,/  U»  "•"  a?«  "^  a?  "^  2(aj— 1)«        4(a?— 1)        4(a;  +  l)J 

2«*      a?  ^  2(a:— 1)      4    ^        ^       4    v   t^   /  n^ 

Wenn  endlich  anter  den  GrröBBen  a,  b,  c,  .  .  .  Jb  complexe  Zah- 
len Yorkommen,  so  entstehen  Partialbrüche  von  der  Form 

»(a?) 

wo  8  eine  ganae  positive  Zahl  ist;  auch  diese  sind  nach  §.  69  immer 
integrabel.     So  hat  man  z.  B. 
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/< 


'  +  '         ix 


(a!»+l)»(»-l) 
JV     («»+!)*         2   »«  +  1  ^  2  »  — iJ 

Ein  paar  aUgemeinere  Beispiele  für  diese  Integrationamethodeo 
nnd  folgende. 

m.  Nach  §.  62  (S.  295)  gilt  unter  Yoraassetnuig  eines  gera. 
den  n  die  Zerlegang 

1)         £!L2  =  i  -1—  +  <-^)'"  _J_ 

as" — 1        n  x—l  n      »  +  1 

+  TJ^^  -e«  —  2xco»h»  +  1  ' 

Ä  =  2,  4,  6,  ...»  —  2 ; 
digagen  ist  f)ir  ungerade  »: 

2)  *""'         ''      ' 


0?» — 1        n  x—l 

■t"  TT-^  a?*— 205 cosÄd  +  1  * 

moltiplicirt  man  diese  Oleichungen  mit  dx  und  integrirt  nach  der 
leicht  zu  prüfenden  Formel 

(x  —  coshd)  coshtnd^  »^  sinhd^  sinhmd' 


ß 


x^  —  2xcosh^  +  l 

X  —  coshd' 
—  eoshmd'-\l(x^  —  2xcoshf^  +  l)—  sinhm9 .  arctan     ^^^j^ 

80  gelangt  man  zu  folgenden  Resultaten:- 
a.  ftlr  gerade  n  und  ^  =  — : 

J  0?"— rl  n  n 


^^\  sinhmd. aräan — .  ,  o.     1  +  C^ 

*  =  2,  4,  6, ...  n  —  2 ; 
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b.  iiir  ungerade  n: 

;k  =  2,  4,  6,  .  .  .  fi  —  1. 

IV.    Nach  §.  62  (8.  296)  ist  für  gerade  n: 

K\      ^**~^  2  ^;^ — (a?  —  <»g^6')cos^md4-<w>^^gtiiAml> 

^      »•+l~'fr-^  ««  — 2xcosÄd'+l  • 

^  =  1,  3|  5|  •  •  •  •  II  ~~  Iff 
dagegen  lOr  ungerade  n: 

6) 


g"*-^  _  (--l)m-l 


»■+1  n        a?-f  1 

2  -1^ — (flg  —  cosh9')ca8hmd'  '\-  sinh^  sinhmd- 
■*"n'-^  ««  — 2a?co5Ä*  +  l  • 

A  =  1,  8,  5,  .  .  .  11  —  2; 

multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  dz  und  integrirt  wie  Yorhin, 
80  erhält  man 

9k,  für  gerade  n  und  ^  =  — : 
7)         f^rj  äx  =  ^  ^^j^eoshm» .?(««  —  2«  cos»»  +  1)1 

A  =  1,  3,  5,  .  .  .  n  —  1 ; 
b.    ftr  ungerade  n: 

—  — 2[ «»*"•♦  •  K«*  —  2«  e«5»*  + 1)1 

ft  r=s  1,  3,  5, .  •  .  n  —  3. 

▼.    Auf  die  soeben  entwickelten  Integrale  Itot  lidi  das 
allgemeinere  Integral 
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dM 


f: 


gm  —  l 


■1 — —i 

leicht  surückfUureD.    Unter  der  Yoranssetzimg,  dass  a  und  h  an  nob 
positiv  dnd,  substituirt  man  n&mlich 

1  1 


= ex*    • = (t)- 


und  erhSlt 

J  ojer»  +  5  5  \a/      J  «"±1 

wo  nun  die  rechte  Seite  wie  vorhin  entwickelbar  ist. 

Endlich  können  wir  noch  bemerken,  daaa  auch  jede  Integration 
von  der  Form 


/ 


ä» 


völlig  anagef&hrt  werden  kann,  indem  man  auf  die  einzelnen  Bestand- 
theile  derselben  die  eben  erw&hntd  Sabstitniion  anwendet. 


Cap.  XII. 

Integration  irrationaler  Functionen. 

§.71. 
EinflMhBte  FftUe. 

Unte/  den  Fundamentalformeln  dos  §.65  befinden  sich  nur 
wenige,  die  zur  Integration  irrationaler  Functionen  dienen  können; 
bei  genauerer  Ansicht  bemerkt  man  noch,  dass  darin  nur  Quadrat- 
wurzeln aus  ganzen  Functionen  ersten  oder  zweiten  Grades  Yorkom* 
men.  Wir  beschäftigen  uns  daher  zun&chst  mit  Yerallgemeinerun- 
gen  jener  Integrale. 

L    Das  einfachste  von  den  Integralen  irrationaler  Functionen  ist 

ein  allgemeineres  erhält  man  aus  der  Formel 

\a  +  hxy  dx  =  ^^^  f  y/*"  ^  +  Cond. 


/i 


j  (- , ,.,.  —  ^  ^  jj^ 

IBr  fi  =  Jk  —  |,  wo  A;  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeu* 
ten  möge;  es  wird  nämlich  '         

Man  hat  femer  durch  theilweise  Integration 

J    \a+hx         J_Ya^hx  J  J  Va-\-hx 

2x'*(aJrhxY'V a-\-bx  2»»        C       ,,    .  .  v»i/ — tt- . 

=-■         \u  +  l)b  -  (2k+T^J  *-'(a+6*)*  VrPftlix 


Cap.  XU.  §.  71.   Einfachste  Fälle.  333 

oder,  wenn  in  dem  Integrale  rechter  Hand 

Ya  +  hx 

gesetzt,  jeder  einzelne  Theil  integrirt  und  die  Gleichung  mit  (2k-{'l)h 
multiplicirt  wird, 

J      Va  +  &« 


ix 


J     Vo  +  6» 


ScbaSt  man  das  letzte  Integxal  rechter  Hand  auf  die  linke  Seitei 
■o  erhalt  man 

2)  r.y  +  M*^^ 


/ 


(2m+2Ä4-l)&  (2m  +  2Ä;  +  l)5^       Va+5a? 

Fürm:=  1»  2,  3  etc.  ergeben  sich  hieraus  der  Reihe  nach  die  Inte- 
grale 

daher  l&sst  sich  auch  das  Integral 

"/(«)  («  +  hxY 


ß 


dx 


Va  +  hx 

jederseit  entwickeln,  wenn  f{x)  eine  ganze  rationale  algebraische 
Function  von  x^  und  h  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  be- 
deutet. 

IL     Um  femer  den  Werth  des  Integrales 

äx 


/i 


V  a-\-'hX'^cx'^ 

zu  bestimmen,  gehen  wir  einen  ähnlichen  Weg  wie  in  §.  68,  I.,  doch 
müssen  wir  dabei  die  Fälle  eines  positiven  und  eines  negativen  c 
unterscheiden. 

Der  absolute  Werth  von  c  heisse  ]^ ,  so  ist  im  ersten  Falle  c  = 
-|-  y  und 
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/dx r 
y  a  +  6a?  +  VÄ«  ~  J  i 


=V7/ 


Zar  AbkOrzimg  sei  ay  —  Jb'  =  X;  und  gleichzeitig  verde  eine 
nctie  Yariabele  y  mittelst  der  Oleichnng 

i^  +  y«  =  y.     a?  =  ^"^^    ,    da;  =  --dy 
eingeführt;  es  ist  dann 

Den  in  der  Parenthese  stehenden  Ausdrack  bringen  wir  auf  den 
gemeinschaftlichen  Nenner  2  und  setzen 

—  rp=-*2  +0=  (>mse.; 

vr 

vermöge  der  Bedeutung  von  y  haben  wir  dann  folgende  Integral- 
formel 

c>0. 
Im  zweiten  Falle  c  =  —  y  rechnen  wir  fihnlich: 

dx  p  XTydx 

ay  +  hyx  —  y*«» 

dx 

yßft^  +  ay)  — (y«— J5)» 
und  setzen  J5*  -|-ay  =  a*, 


/dx  r 

Va  +  bx^rx^^  J  Vi 


ya?  — |5  =  y,      g=  '    ,     ^«  =  -;;-^y; 

dies  giebt  unter  Anwendung  einer  bekannten  Fundamentalformd 

0/  Va  +  5^--^      y y</  y a«— y«      yy  « 

Nach  Substitution  der  Werthe  yon  y  zs  ^^  c^  a  und  y  folgt 
nun 


"  h 
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äx  1  .    — .fc  — 2caJ    ,    ^     . 


c<0. 

Der  dritte  Fall  e  =  0  bedarf  keiner  Erörterung.  ^^^  ^  ^^ 
das  za  Anfang  von  Nro.  I.  betrachtete  Integral  zurückführen  würde. 

nL  Die  soeben  gewonnenen'  Resultate  können  wiederum  als 
Ausgangspunkte  für  fernere  Entwickelungen  dienon ,  wenn  man  die 
in  §.  69  unter  2) ,  3}  und  4)  entwickelten  Reductionsformeln  damit 
in  Verbindung  bringt  und  berücksichtigt,  dass  die  citirten  Formeln 
die  Umkehrungen  zweier  Differentialgleichungen  sind,  die  für  belie- 
bige  m  und  n  gelten.     Setzen  wir  nämlich  in  der  Formel 

5)  r  ^^     —  l>  +  2cg        (2n— l)2g  Pdx 

[T  =  a  +  ta;  +  c«\    k  =  4ac  —  6«] 

der  Reihe  nach  fi  =  |,  |,  |  eta,  so  gelangen  wir  zu  folgenden  Glei- 
chungen: 

/dx       ^b  -f  2cx 
tVt   ~    '  kVT   ' 

/dx      ^h-^2cx        Sc    r   dx 
t^Vt  ~  ^  itVt      3^7  tYt 

u.  s.  w., 
aas  denen  heryorgeht,  dass  sich  jedes  Integral  Ton  der  Form 

dx 


■ 


worin  Jt  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  vollständig  entwickeln 
laast  und  für  ^  }>  0  eine  algebraische  Function  von  x  ist. 

Kehrt  man  die  Gleichung  5)  um,  drückt  also  das  Integral  rech- 
ter Hand  durch  das  Integral  linker  Hand  aus,  so  hat  man  weiter 

6)  r<^g_  b  +  2cg  nX  f  äx 

^         J  T^~       (2fi— l)2cT»  "^  (2n— l)2Co/   T»+i  ' 

fon=  —  },  —  |,  —  I  etc.  entspringen  hieraus  die  Gleichungen 

ßsTVr  =t^  tVt +^  fä.YT 

U.  B.  W.« 
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durch  deren  wiederholte  Anwendung  sich  jedes  Integral  von  der 
Form 

filr  ein  ganzes  positives  ä;  entwickeln  lässt  —  Ueberhaupt  ist  nach 
diesen  Betrachtungen  der  Werth  des  Integrales 

y  2*  ix  =  jifl  +  t«  +  cx'^y  dx 

als  bekannt  anzusehen,  wenn  p  unter  die  Form  dl  (^  ~h  i)  gehori 

Mittelst  der  Formeln  3)  und  4)  in  §.  69  folgt  hieraus  unmittel- 
bar, dass  für  jedes  ganze  positive  m  auch  die  Integrale 

I  x'^TPdxund    I --^T^dx 

entwickelt  werden  können ,  indem  man  n  -{-  1=4:(X;-}'D  setzt 
und  im  Uebrigen  ganz  so  wie  dort  yerfthrt.  So  erhalt  man  s.  B. 
f Or  «I  =  —  \: 

/x'^dx  _  x^-^Vt  ^  (2nt— 1)5     rx"^"^  dx 
Yt   ~       WC  2mc       J      Yt 

(m — l)a    px^^^dx 

^     J    Vt    ' 

woraus  die  Werthe  der  Integrale 

/xdx  Px'^dx  px^dx 

Vt  •   JTt'   JTt"" 

der  lUihe  nach  leicht  hergeleitet  werden  können. 


§.72. 
Integration  durch  WogschaiTiing  des  Wurselseiohena. 

Ein  sehr  brauchbares  Verfahren  zur  Integration  irrationaler 
Ausdrücke  besteht  in  der  Substitution  einer  neuen  Variabeln  von  der 
Art,  dass  die  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende  Grösse  an  einer 
voUst&ndigen  Potenz  wird,  aus  welcher  die  Wurzel  gezogen  werden 
kann;  das  Integral  erhält  dadurch  von  selbst  eine  rationale  Form 
und  unterliegt  dann  den  Methoden  des  vorigen  Capitels.  Die  F&lle, 
bei  denen  das  genannte  Verfahren  gute  Dienste  leistet,  sind  folgende. 

L  Um  ein  Radical  von  der  Form  y  u-^-  ßx  wegBoachaffen, 
setzt  man  einfach 


des  Wurzelzeichens.  SS7 

1)  Va  +  ßx  =  y.  mithin  o?  =?^i=^  ,     dx  =  ^dr, 

ß  ß 

da  dieWerthe  von  x  nnd  dx  rational  sind,  so  leistet  die  Sabstitotion 
das  Verlangte. 

Hiemach  ist  z.  B. 

/dx  _  2_    r  ydy 2^    r(  a     \  , 

'^+W7+ßi~  ßj  a  +  hy—  hßj\       a  +  hyj   ^ 

Als  zweites  Beispiel  diene  die  Entwickelang 

dx 

(a-^-hx)Va+ßx 

_  ^  r         yäy r  dy 

PJ  fa  +  h?l^y~    J(^ß-^^)  +  ^y'' 

Hier  ist  zu  unterscheidenf  ob  aß  —  ha  nnd  h  gleiche  oder  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  besitzen ;  in  jedem  Falle  kann  aber  die  Integra- 
tion leicht  ansgefohrt  werden. 

Das  erwähnte  Verfahren  bleibt  auch  dann  anwendbar,  wenn  ein 
Badical    von   der  Form    k  a+^»    wegzoschafPen  ist;    man    setzt 

Va  +  ßx  =  y,  mithin  x  =  ^^^  ,    dx  =  ^^^^dy 

P  P 

nnd  hat  eine  ganz  ähnliche  Rechnung. 

II.     Wenn  ein  Radical  von  der  Form  V«*  +/?»«•  vorkommt, 
so  ist  die  vorige  Substitution  ohne  Nutzen;    die  Gleichung 

V^a*  +  ß^x*  =  y  giebt  nämlich 

Vy«-««  ydy 

*-        ß        •    ^^-pV73^« 

womis  zu  ersehen  ist,  dass  man  zwar  die  eine  Wurzel  los  wird, 
statt  deren  aber  durch  x  und  dx  zwei  neue  Radicale  hereixU>ringt. 
Kan  aetst  in  diesem  Falle 

2)  -i-ij ^  =  y; 

8«hl«ailloli,ABiayilf.  22 
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hieraus  folgt 

und  diese  Aosdrüoke  sind  s&mmtlich  rational. 

Mittelst  des  angegebenen  Verfahrens  erhalt  man  z.  B. 

f ^^  -     nf  ^' 

nach  Formel  7)  in  §.  68  ist  die  rechte  Seite  gleich 

V  a«/S«  +  62  a«     Na/5  —  ftay  —  Va^/J'  +  fe^aV 

und  wenn  man  hier  den  Werth  von  y  aus  Nro.  2}  einsetzt,  so  gre. 
langt  man  zu  der  Formel 

4)  r ^,^ 

Va/3  +  ^<8a?— ^V«^4-/^^^^+Vg^/5«  +  6^\ 
^a/J+6/Ja:— bya«  +  /3»Ä«— ya«^»+6W 


Ka«/5>4-62a« 


IIL    Um  ein  Radical  von  der  Form  V«*  —  /J*ä*  wegzuschaffen 
benutzt  man  die  Substitution 


2ay 


welche  giebt 

die  letzten  drei  Ausdrücke  sind  rational  und  bringen  daher  keine 
neue  Wurzel  in  das  Integral. 

Nach  diesem  Verfahren  erhält  man  z.  B. 

r       ^^        =  ^  2  f        ^y         . 

hier  ist  zu  unterscheiden,  oh  aß  -f  boe  und  a/)  —  5«  gleiche  oder 
entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzen,  ob  also  a^/)'  —  5'a'  positiv, 
Kuli  oder  negativ  ist;  den  genannten  Fällen  entsprechen  die  Werthe 
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^yi  arcUm  (, .  ■  y  )  +  Canst. 


^       +  ßms«. 


a/3-f  &a 


_         1  /\^T^+y>^^^.y\  ^  ci«„f. 

Nach  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y  gelangt  man  zu  fol- 
genden drei  Integralformeln 

7)       für  a«/J«  — b«a«  >  0,        /  —  ^^ 

«/  (a 


+  6a;)\/"a«  — /J^a:« 


8)       für  a«/J«—  62«»  =  0,       /  ff 

J  (a  +  MVa«  — /J«x« 


a/3-{-ba   K    «  +  /?« 

,/ 

(o  +  i«)  V  «» —  /J»«* 


_  1  ^/V(fta+a^)((»+fa)+\^(ft«-a/?)(tt-fa)\      ^ 

V  6*o«— a»/J«  Vy  (6a+a/J)(«+/J«)— V  Q>ix—a^a—ßxY 

Als  «weites  Beispiel  diene  folgende  Entwickeinng.    Nach  Nro.  6) 
erhilt  man 


•/  (1  + ««)« V 1  —  «« ~       ^  [1 


(i+y*)rfy 


+  «  +  (1  -  *)y»]» 

^  ~  r=Ty  ii +  84.(1  _«)y.  -  [i4-«  +  (i_e)y»]»{*y' 

and  wenn  man  auf  das  zweite  Integral  rechter  Hand  die  Rednctions* 
formel 

f    ^y     ^       y        ,  i  f  ^y 

J  (a  +  cy^^       2a(a  +  cy«)  "'"  2a  7  a  +  cy« 
anwendet,  so  findet  man  für  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung: 

2       i  cy 


--.  f ^ ! 


Die  noch  ührige  Integration  ist  leicht  ausführbar,    wobei  die 

Ffllle€'<^  1,«9  :=  1  unda'^  1  za  unterscheiden  sind;  durch  Re- 

•tiiation  des  Werthes  von  y  erhält  man  schliesslich 

22* 
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10)  far6»<l,  ^  *** 

1      (eVl— »» 


1  —  e*  (   1+ex         VT— e» 
11)  fare«=  1, 


J  (i  +  ««)»Vi  — «» 

•\/(l-e)(l-»)| 
K  (1  +  0(1 +a:){  +  ^' 


«>ar<;ton 


7(l+«)«/l-a;»  3   1-l-ar  K    l  +  x"^     ' 


12) 


far8»>  1, 


/ 


dx 


(1  +  fa;)«  Vi— Ä« 


*«— 11 


1-|-«« 


rV.    Durch  ähnliche  Snbstitationen,  wie  sie  in  den  beiden  von« 
gen  Abschnitten  benutzt  wurden,  lAsst  sich  auch  eine  Wurzel  von 

der  Form  V«  4"  ^*  i  7^^  wegschaffen,  wobei  y  an  und  für  sich 
immer  als  positiv  betrachtet  wird. 

Im  Fall  das  obere  Zeichen  gilt,  sei  zur  Abkürzung 

13)  V4ay  — /J«  =  il5 

man  benutzt  dann  die  Substitution 


1*) 

und  erhftlt 


2 Vy"  V  a  +  ßx  +  yx^  --  (ß  +  2yx)  _ 


=  fß 


16) 


Wenn  dagegen  das  untere  Zeichen  gilt,  so  setze  man  rar  Ab- 
kürzung 

16)  V4ay  +  /J«  =  fi 
und  mache  Gebrauch  von  der  Substitution 

17)  l/ft  +  /?-ay« 
ana  wdchegr  rioh  folgende  Werthe  ergeben  t 


18) 
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'-        2y(H-y»)        ' 

Nach  diesen  Formeln  hat  man  z.  B. 

r  dx 2_  r_dy__ 


=  —  r7=— -  orctai»»  ^  —  r^=-  arcten  I  /  r — i- — 3  • 

Hier  Iftsst  sich  ardan.  in  arcco9.  oder  aresin.  umBetzen,  wenn  man 
bemerkt,  dass  ans  der  Gleichung  C08U  =  Sf  folgt: 

tan\u  =  y  ^-^  ,     lu  =  arctan  y  ^-^  , 


.      =  arccosa  =  -s"  —  arcwn«; 


68  wird  n&mlich 


/ 


Va  +  ßx'-yx*       Vy  »* 


was  Dciit  Formel  4)  in  §.  71  übereinatimmii 


§•78. 
Integration  binomisober  Differentiale. 

unter  dem  Namen  der  binomischen  Di£brentiale  yersteht  man 
Anadrücke  Ton  der  Form 

worin  m,  »,  |)  and  g  ganze  positive  Zahlen  bezeichnen.  Die  Inte- 
gration solcher  Differentiale  kann  aof  zweierlei  Weise  geschehen, 
entweder  durch  Wegschaffung  des  Wurzelzeichens,  oder  durch  Re- 
dnction  auf  ähnliche  und  einfachere  Integrationen. 
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L    Setzt  man  erstlich 


i-i 


SO  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

p 
2)  Tjcm  - 1  (a  +  &Ä«)T  Ja? 


=-V>'-«)~" 


m  _ 


n5" 
und  hier  ist  rechter  Hand  ein  rationales  Differential  vorhanden ,  so- 

bald  —  eine  ganze  Zahl  ausmacht  So  z.  B.  hat  man  nach  den  obi- 
gen Formeln 

fx^il  —  x^fdx  =  —  y  A#'—  l)«iy»dif, 

wo  die  Integration  in  Beziehung  auf  ßs  durch  Entwickelung  Ton 
(jer^c—  1)'  ausgeführt  werden  kann,  und  am  Schlüsse  derselben  der 
Werth  von  jer  aus  der  Gleichung 

zu  nehmen,  also 

iP  =  (l— iC»)? 

einzusetzen  ist. 

Eine  zweite  Substitution,  welche  ebenfalls  zu  einer  rationalen 

Form  fuhren  kann,  ist 

1  1 


»>     •=C-^)"-"'"=-f" 


man  erhftlt  durch  dieselbe: 


(^«^6)«+^ 


4)     J*x^-^(a+hx*)f  dx=^  ga^_J_J 


und  hier  wird  das  Differential  rechter  Hand  rational,  wenn h 

eine  ganze  Zahl  ist    So  hat  man  beispielsweise 
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nnd  darin 


(^/ 


^      a  +  «2« 


X 

nach  welchen  Angaben    die  Rechnung   keinen    weiteren  Schwierig- 
keiten unterliegt. 

n.    Ist  weder  —  noch 1-  ^  eine  ganze  Zahl ,  so  lässt  sich 

n  n         q 

das  binomische  Differential  im  Allgemeinen  nicht  rational  machen; 

man  benutst  dann  die  nachstehend  entwickelten  Rednctionsformeln, 

die  übrigens  allgemein  fär  beliebige  m  und  n  gelten. 


Bezeichnen  wir —  kurz  mit  8  und  a  -|-  &x"*mit  X,  so  giebt 


P 

die  partielle  Integration: 

A— 1  X»dx  =  X*  A«-i  dx  —  B  fx'-^dX  fx'^-^dx 

=  ^.?^^sfx''^dX^. 
m        J  m 

nnd  weil  dX  =  bfix^^^dx  ist: 

6)  fx'^'-^X'dx  =  ^^^  —  —  /"a^^+'-'Z'-^d«. 

J  m  m  J 

Dieser  Formel  wird  man  sich  bedienen,  wenn  eine  Vermehrung 
Ton  m  und  eine  gleichzeitige  Verminderung  von  8  wünschenswerth  ist. 

Durch  Umkehmng  der  Formel  5)  hat  man  noch 

Cx^^n-^X'-^dx  =  ^^  —  r^  /  Ä«-iZ'd« 
J  on8         on8j 

oder,  wenn  m  —  n  fär  m  und  s  -f"  ^  ^^  ^  gesetzt  wird, 

mittelst  dieser  Formel  verkleinert  man  m  und  vergrössert  gleich« 
zeitig  s. 

Wenn  man  femer  die  rechte  Seite  der  identischen  Gleichung 
fx'^-^X'dx  =  fx'^-^a  +  hx'')X'-Ux 

mit  der  rechten  Seite  der  Gleichung  5)  zusammenh&lt,  so  ist  zunftohst 
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m  m  J 

in  dieser  Gleichang  schreiben  wir  s  -|-  ^  ^^  ^  ^^^  sehen  das  erste 
Integral  rechter  Hand  als  Unbekannte  an;  es  wird  so: 

'  J  .  am  am         J 

diese  Redacti<msformel  yergrössert  m  ohne  s  su  lindem.  Drückt 
man  das  Integral  rechter  Hand  durch  die  übrigen  Grössen  aus  and 
schreibt  nachher  m  —  n  für  m,  so  ist: 

8)     /  »"-IZMä  =   —, ; r-  —  zrj-—, ^  /  «*•-•-*  Z'rf«, 

'  J  }>{jn-^ni)        5(m+-n«)«/ 

womit  eine  Yerkleinemng  von  m  ohne  Aendemng  von  s  herbeigeführt 
wird. 

Crehen  wir  wiederum  von  der  identischen  Oleichnng  aus: 


dXy 


so  giebt  die  Anwendung  der  Formel  6).  auf  das  Integral  rechter 
Hand: 

Durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen  folgt  hieraus 

welche  Formel  zur  Verkleinerung  Ton  s  ohne  Aendemng  Ton  m 
dient  —  Schreibt  man  noch  s  -)-  1  für  s  und  reducirt  die  Glei- 
chung 9)  auf  das  Integral  rechter  Hand,  so  ergiebt  sich 

10)  A«-iz'(j^=~^!:^!^  +  ^+^+^"  fx-^'^x^^^dx, 

V  an(8  +  l)^  an(8  +  l)J  ^ 

und  hiermit  ist  die  Möglichkeit  geboten,  s  ohne  Störung  des  m  lu 
yergrössem. 

Es  versteht  sidi  von  selbst,  dass  man  von  diesen  sechs  Redao- 
tionsformeln  die  benutien  wird,  welche  im  g^ebenen  apeeiellen  Falle 
am  raschesten  auf  ein  bereits  bekanntes  Integral  führt  Wäre  s.  B. 
das  lu  entwickelnde  Integral 
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/  .;  =    Ix     ^{a  —  x)   ^dx, 

«/   Vax  —  «*       «/ 


/^ 


nnd  darin  k  eine  ganae  positive  Zahl,  so  liegt  es  am  n&chsten,  durch 
Buccessiye  Yerkleinening  ron  k  auf  das  Integral 

dx  .   2«  — a    ,    ^      . 

Vax^x^  » 

sarftekzugeheo ;  in  diesem  Falle  ist  also  die  Anwendung  der  Formel 
8)  indicirt  nnd  man  erh&lt  dadurch 

/x^dx      _ _  x*-^Vax  —  x*        a(2A;  — 1)  C  x^-^dx 
\ax  —  x^~  ^  +2*      J  Yax'-x^' 

wie  man  auch  aus  der  Formel  7)  in  §.  71  finden  kann.     Aehnlicher 
üeberlegnngen  hedarf  es  in  jedem  anderen  Falle. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  die  obigen  Reductionsformeln  für 
m  —  n  =  0,  sowie  für  m  +  ns  =  0  nicht  in  Anspruch  genommen 
werden  dürfen,  wie  ein  Rückblick  auf  ihre  Herleitung  leicht  erken- 
nen l&sst.  In  diesen  beiden  Fftllen  können  aber  (nach  I.)  die  Diffe» 
rentialformeln  rational  gemacht  werden  und  bedürfen  der  genannten 
Beductionsformeln  nicht 


§.74. 
Integration  mittelst  unendlicher  Beilien. 

Wenn  die  bisherigen  Mittel  nicht  hinreichen  um  die  Integration 
eines  irrationalen  Differentiales  auszuführen,  so  benutzt  man  gewöhn» 
lieh  das  in  §.  67  angegebene  Verfahren  und  stellt  das  Integral  als 
Snmme  einer  unendlichen  Reihe  dar.  Diese  Methode  gestattet  häufig 
so  mancherlei  Modificationen ,  dass  einige  Beispiele  nicht  überflüssig 
sein  dürften. 

a.    Handelt  es  sich  um  das  Integral 

r  dx  r     1  1      ^^ 

J  V 1  —  (a«  +  /}«) ««  +  «« ß^x^       J  Vi  — a«aj«  Vi— /J»a?«   ^' 

worin  a,  ß  und  x  echte  Brüche  sein  mögen,  so  kann  man  zwei  ver- 
schiedene Wege  gehen,  je  nachdem  man  nur  einen  der  beiden  unter 
dem  Integralzeichen  vorkommenden  Factoren  in  eine  Reihe  yerwan* 
delt  oder  beide  Factoren  entwickelt. 

Bei  Anwendung  des  ersten  Verfahrens  ist  es  von  Vortheil,  den- 
jenigen Factor  zu  entwickeln,  welcher  den  kleineren  der  beiden 
Brftche  a  nnd  ß  enth&lt,  weil  die  Reihe  um  so  rascher  convergirt  je 
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kleiner  die  OrGsse  ist,  nach  deren  Potenzen  sie  fortschreitet,     unter 
der  Yoraussetzung  a'  >>  /3'  erh&lt  man  zufolge  des  Gesagten 

r dx 

J  V(l  — a«««)(l— /ja»») 

oder,  wenn  man  die  einzelnen  Integrale  rechter  Hand  mit  Zoi  ^it  ^\ 
et«,  bezeichnet  und  eine  Integrationsconstante  hinzufügt, 

1)  /     .  ^^  4-  Cmst. 

J  y(l  — o«ar»)(l— /J»»») 

=  z.  +  i/j«z.  +  hl^ß^x.  +  IttI/»*^  +  •  •  • 

Das  erste  der  Integrale  Z^i  Xf,  2|  etc.  ist   unmittelbar   be- 
kannt,  n&mlich 

2)  2,  =  ^:?^. 

zur  Berechnung  der  übrigen  dient  die  Reduotionsformal 

x^äx 


f 


Vi—  a»«* 


+ 


V  1  —  a««« 


oder 

worin  der  Reihe  nach  m  =  2,  4,  6  etc.  zu  setzen  ist. 

Will  man  den  zweiten  der  angedeuteten  Wege  geheui  so   hnt 
man  die  beiden  Oleichnngen 


Vi  —  a«a;*  2  '   2.4  '  2.4.6 

mit  einander  zu  multipliciren ;  das  Resultat  ist  von  der  Form 
1 


V(l  — a«ic«)(l— /J«Ä«) 
und  zwar 


=  Co  +  Ci«»  +  O4«*  +  Ck«*  + 
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Ci  =  J(3a«  +  2a*/J»  +  3ß*) 


•    •   • 


Dorch  Integration  erh&lt  man  hieraus 

5)    f  ^^  =  ^  +  ^^  +  ^  + 

«/  V(l-a»a?«)(l-jJ«:p5)  1     "^     3      ^     5      "^ 

wo  nur  noch  eine  willkührliche  Constante  beizufügen  ist. 

b.  Als  zweites  Beispiel  diene  die  Entwickelung  des  Integrales 

welches  bei  den  geometrischen  Anwendungen  der  Integralrechnung 
vorkommen  wird.  Ist  8  ein  kleiner  echter  Bruch  höchstens  =  jV  2, 
so  thnt  man  am  besten,  nur  den  Zähler  in  eine  Reihe  zu  verwan- 
deb  und  zur  Abkürzung 


f 


Vi— X« 
n  setzen.     Man  findet 

Qod  dabei  geschieht  die  Berechnung  der  mit  ü  bezeichneten  Inte- 
grale nach  den  Formeln 

7)     Uq  =  arcstnXf      ^m  —  ^ • 

tn 

Wenn  dagegen  6  wenig  von  der  Einheit  differirt,  so  besitzt  die 
gefundene  Beihe  6)  eine  so  langsame  Convergenz,  dasB  man  eine 
lehr  grosse  Menge  von  Reihengliedern  summiren  müsste,  um  eine 
ttor  m&ssige  Genauigkeit  zu  erreichen;  dann  sind  folgende  Transfor- 
mationen Ton  Nutzen. 

Man  hat  identisch 

Uid  hier  Iftsst  sich  die  Wurzel  rechter  Hand  in  eine  convergirende 
Eeihe  verwandeln,  sobald 
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1— a?«     =-'-•-    •-  =2-.«! 
iBt;  dies  giebt 

v/  I    ^2      1—«»  2.4    (l— «*)»    ^       I 

Darob  Intention  der  einsdnen  Bnhenglieder*)  erhftlt  nun 

JVW" 


=  2  —  €«  * 

wobei  zur  Abktkrznng 


L 


(1— »y 

gesetzt  worden  ist    Mit  Hülfe  der  Reductionsformel  6)  in  §.  73  findet 
man  leicht 

wonach  die  successive  Berechnung  von  Fs,  V^  etc.  keine  Schwierig- 
keit bietet 

Im  Fall  x^  die  angegebene  Grenze  übersteigt,  verliert  die  For- 
mel 8)  ihre  Anwendbarkeit;  man  benutzt  dann  die  identische  Glen 
chung 


*)  Die  Befdgniss  zu  dieser  Operation  ersieht  man  leicht,  wenn  man 
sich  f&r  den  Augenblick 

^ >  =  *■  oder  X  =  ^> 

1—05"  VTl 

gesetzt  denkt;  es  wird  hierdurch 

Die  letzte  Reihe  schreitet  nach  Potenzen  von  m  fort  und  daher  dür- 
fen ihre  einzelnen  Glieder  nach  §.67  integrirt  werden,  wofern  (1  ->»')js* 
ein  echter  Brach  ist;  durch  Bestitation  des  Werthes  von  m  gelangt  man 
nachher  zu  der  oben  angegebenen  Reihe. 
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worin,  w^en  d;>  <[  1,  auch  immer 

(1  — ««)»« 


<1 


1  —  «»«« 
ond  daher  die  Reihenentwickeltmg  erlanht  ist.    Dies  giebt 

y  1^2    1  —  «««»  ^  2.4(1-«»«»)«^         i 
und  dnreh  Integration  der  änzelnen  Glieder 

dabei  ist 

wie  man  mittelst  der  Redactionsformel  6)  in  §.  73  leicht  findet. 

Endlich  liesse  sich  die  verlangte  Integration  auch  dadurch  aus- 
föhren,  dass  man  die  beiden  Gleichungen 

V  1— »«««  =  1  —  I««»«  —  !«♦«♦ • 

^^=1  +  1«.  +1^  +.... 

mit  einander  multiplicirt  und  Alles  nach  Potenseen  Ton  x  ordnet;  die 
Bechnung  ist  dann  fthnlich  wie  bei  der  letzten  Entwickelung  des 
ersten  Beispieles. 

c  £s  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  die  Integration  mittelst 
unendlicher  Reihen  auch  in  dem  Falle  anwenden  kann,  wo  bereits 
auf  anderraa  Wege  der  Werth  des  Integrales  in  geschlossener  Form 
entwickelt  ist;  die  nach  beiden  Methoden  abgeleiteten  Werthe  eines 
nnd  desselben  Integrales  können  nur  um  eine  Gonstante  differiren 
ond  lassen  daher  eine  Yergleichung  zu,  welche  jederzeit  auf  ein  zur 
Theorie  der  Reihen  gehörendes  Resultat  fixhrt. 

So  hat  man  z.  B.  einerseits 

^     dx^ia+x)  +  Ci, 


f 


1+x 
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audererseits,  wenn  x  zwischen  —  1  und  +  1  liegt, 

/       .      efa?  =/  (1  —«  +  «*  —  »•+  •  •  O^* 

=  }x  — |a?»4-|a?»  — J«*  -\ +  ft. 

mithin  durch  Yergleichung 

Kl  +«)  +  Canst.  =  }«  —  Ja?*  +  I«' 

-  1  <  «  <  +  1. 
Der  Werth  von  Const.  =  Ci  —  C«  hestimmt  sich   dnreh  die 
Specialisirung  x  =  0;  man  findet  Const.  =  0  und  kommt  damit 
auf  ein  bekanntes  Resultat  zurück. 

Nach  demselben  Verfahren  l&sst  sich  die  Reihe  für  ardanx  aas 
der  Gleichung 

«»<  !• 

herleiten,  ebenso  die  Reihe  für  arcsin  x  aus 

a?«  <  1. 

Ein  Ahnliches  Resultat  liefert  die  Gleichung 

d.  i. 

l(x  +  VT+T«)  +  Canst. 

~1  2    3    "*"  2.4  5         2.4.6  7    "^ 

Für  o;  =  0  erh&lt  man  Const.  =  0,  mithin 

,  / 05         1  05*        1.3  a;* 

12)     ^(x+VTT^)  =  f-j3+ä:^^ 

-  1  <  «  <  4-  1. 

wie  schon  in  §.  69  erwfihnt  wardet 


•    •    •    • 


Cap.  XIII. 

Integration  transcendenter  Functionen. 

§.75. 
Differentiale  mit  Exponentialgrössen. 

I.    Enthalt  die  zu  integrirende  Fonctioii  nar  ExponentialgröB- 
Ben,  ist  also  das  Integral  von  der  Form 


P 


so  kann  es  mittelst  der  Substitution 

1)  c*»*  =  jer,  mithin  «  =  — ,  d^  = 

a  a    e 

auf  ein  anderes  zurückgeführt  werden,  worin  keine  Exponentialgrösse 
vorkommt;  man  erh&lt  nämlich 

2)  //(«")  «^*=1//Wf. 
Hiernach  ist  z.  R 

.  if  -^ — 


3) 


JS 


=^ardang  +  C&nst.  =  — arclan(6**)  +  CansL 
Als  zweites  Beispiel  diene  das  Integral 

^  V  1  +  g«^  aJ  Yi^g    M   ' 

far  1  +  5=14»,  woraus  Vi  +*  =  **!  if  =  t**  —  1  und  djr  =  2i«(2ti 
folgen,  verwandelt  sich  das  letzte  Integral  in 
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aj  u^  —  l        a     \ii+ 1/  ^ 
mithin  ist  durch  Restitution  der  WertHe  von  u  und  ß 

II.  Betrachten  wir  nun  den  Fall,  wo  das  Differential  Exponen- 
tialgröBsen  und  Potenzen  enthält.  Die  einfachste  Form  eines  solchen 
Integrales  ist 

und  es  liegt  nahe,  die  Regel  der  partiellen  Integration 

/  uvdx  =  u  I  vdx  —  J  ^^  J  ^^^ 
darauf  anzuwenden,  indem  man  von  der  Fundamentalformel 

6)  fe^'dx  =  —  +  Const. 

Oebrauch  macht;  man  findet  so 

6)  /««e^ilÄsiz^^^  —  —  I  x^-^  t""*  dx. 

Im  Fall  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  kann  man  durch  wieder- 
holte Anwendung  dieser  Formel,  den  Exponenten  von  x  fortwährend 
▼erkleinemd,  zuletzt  auf  das  Integral  6)  zurückkommen ;  in  der  Thai 
erhält  man  unter  der  gemachten  Voraussetzung: 


7)  /, 


•  e«*d« 


a 


X*       mx^"^    ,    m(m—l) «*•""• 

a^B  ■  ■  ■        «^B    •      •      • 


.       r         *x        •••(«» 1)..2.11         .      ,        ^ 

•  •  •  +  (-1)"  o«+i Y"  +  Co*«*' 

Hiemach  lässt  sich  auch  das  Integral 

ip{x)€^*dx 


/■ 


entwickeln,  wenn  fp{x)  unter  der  Form  A  -f-  Bx  -|-  Ox'  -f-  etc.  ent- 
halten ist. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  6)  -*  m  •{-  1  an  die  Stelle  von  m 
und  reducirt  auf  das  Integral  rechter  Hand,  so  gelangt  man  zu  der 
Formel 

8)     f\e^'dx  =  —  . ^,7  ,    1  +  — ^,   /*-^-T«"^«» 
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welche  für  ganze  m  mit  Ausnahme  von  m  =  1  benutzt  werden  kann. 
Im  letzteren  Falle  giebt  die  Formel  ein  unbraachbareB  Resultat  und 
es  bleibt  dann  nichts  übrig,  als  eine  Reihenverwandlung  vorzuneh- 
men; vermöge  der  für  alle  x  geltenden  Gleichung 


IT  ~'x  '^  T  '^  1.2'^  1.2.3  "^ 


erhält  man 


9)  f  —e'^dx  =  Cana.  +  Ix 


,    l   ax   ,    1  (axy  ,    1     (axY     , 
^1     1^2    1.2  ^  3   1.2.3  ^ 
nnd  nunmehr  lassen  sich  aus  der  Formel  8)  für  m  =  2,  3,  .  •  .  die 
Werthe  der  Integrale 


—  e"*  dx,       I  —  «*'  dx , 
x^  '     J  x^  ' 


.  ■  • 


der  Reihe  nach  ableiten.     Eine  weitere  Folgerung  hiervon  ist,  dass 
das  Integral 


/ 


B         G 

if(x)e^'dXj  worin  ^(x)  =  Ä  -\ 1 j^+r*'*» 


jederzeit  auf  das  in  Nro,  9)  entwickelte  Integral  zurückgeführt  wer- 
den kann. 

Ist  der  Exponent  von  x  ein  Bruch,  so  kann  man  ihn  zwar  ver« 
klttnem,  indem  man  die  Formeln  6)  oder  8)  anwendet,  je  nachdem 
er  positiv  oder  negativ  ist;  aber  man  wird  zuletzt  immer  wieder  zu 
einer  Reihenentwickelung  genöthigt.  Desselben  Mittels  muss  man 
sich  in  allen  übrigen  Fällen  bedienen,  wo  Integrale  von  anderen  als 
den  hier  betrachteten  Formen  vorkommen.  Ein  Beispiel  wird  genü- 
gen, um  dies  zu  zeigen.  « 

Das  gegebene  Integral  sei 

e'dx^ 

l+x^ 

so  kann  man  für  den  Fall  emes  echtgebrochenen  x  die  Umwandlung 


J) 


1 «»  -I 1—  X* — - — x^  4-  '  •  •  '  \  e*  dx 

2        ^  2.4  2.4.6       ^  '^ 


vornehmen  und  die  einzelnen  Glieder  mittelst  der  Formel  7)  inte* 

griren;  ist  dagegen  a?  >  1 ,  so  wird  man  xy    1  +  -^  fÄr  Vi  +  «« 
setzen  und  dem  Integrale  die  Form: 

SohlOmilehf  Analjdf.  23 
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J  xl        2x*^2.4x*       2.4.6«»^  J        *" 

geben,  wo  die  Formeln  9)  nnd  8)  anwendbar  sind. 

§.  76. 
Logarithmisohe  Differentiale. 

Enth&lt  das  zu  integrirende  Di£ferenti«l   nur  Logarithmen  b 
der  Weise,  dass 


//(..) 


ds 


das  fragliche  Integral  ist,  so  leistet  die  Substitation 

1)  l£  =  y,  also  e  =  e^,  de  =  e^dy 
gute  Dienste;  man  erh&lt  nftmlich 

2)  JfQtl)  dB  =  Jm  e^  dy, 

wo  nun  die  Entwickelimgen  des  vorigen  Paragraphen  benatit  wer- 
den kömien. 

So  hat  man  z.  B.  für  ein  ganzes  positives  m 

y  Pjp)«"  dB  =  y  y«  e^  dy 

=  [»*— my«->  +  m(m— l)y*-« +  (— l)~m(m— 1..2.lj«^ 

and  indem  man  den  Werth  von  y  wieder  einsetzt: 

3)  J  Q.B)'^dB=  [(Zxr)'»  —  m(Zjp)«-i  +  in(m—  l)(l#)«-« 

....  4-  (— l)"»m(m  — 1)...2.1   jr  +  ömsf. 

Aof  gleiche  Weise  erh&lt  man  mittelst  der  Formel  9)  des  vori- 
gen Paragraphen: 

4)  J^  =  (kmst.  +  IQz) 

^1     1^21.2^3   1.2.8  ^ 
und  auB  der  Formel  8): 

ßx      rj± *        .  _!_  r  ä, 

'         J  Qe)''~      (m  —  1)  (»jf)— 1  "^  m  —  lj  Qe)"-^ ' 

Die  anter  Nro.  1)  angegebene  Sabstitutton   ist  anch  bei  dem 
allgemeineren  Integrale 


/' 
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Bl^fQe)  dB 
Yortheilhaft  anwendbar,  sie  giebt  n&mlich 

6)  Jel'f(lz)dg  =fe(f'+^>^f(p)ay. 

So  ißt  z.  B.  far  den  speciellen  Fall  j*  =  —  1,  fQe)  =  Qg)^: 

7)  n^(lz)^d0=  fy^dtf=^^^+  Const 

nnd  in  dem  Ausnahmefalle  m  =  —  1 : 

=  l(le)  -}-  Canst. 

Für  ein  von  —  1  Terschiedenes  fi  und  ein  ganzes  positives  m 
liefert  die  Gleichung  6)  zunächst: 

nachher  durch  Anwendung  der  Formel  7)  des  vorigen  Paragraphen 
und  durch  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y: 

V      '^  '    '     U  +  1     0*4-1)»^       0*  +  i)' 

In  aUen  übrigen  F&llen  müssen    die  Integrationen  logarithmi- 
acher  Differentiale  darch  Reihenentwickelungen  ausgeführt  werden. 
Als  Beispiel  diene  das  Integral 

worin  1  -{-  B  positiv,  mithin  b  zwischen  — 1  und  -|-Q0  enthalten 
sein  muss,  wenn  1(1  -{-  z)  reelle  Werthe  haben  solL  Behufs  der  Rei- 
henentwickelung sind  hier  die  beiden  Fälle  —  I  ^  i^r  <^  4~  ^  ^^^ 
0  ^  -\-  1  zu  unterscheiden;  im  ersten  Falle  ist 

l(l+,)  =  lg--lB^  +  iz^ 

folglich 

,^.  ri(l+z).  n     ^      t       '  B^      ,      B* 

10)         J  -i-X^ dB=Const.  +  —  ^  —  +  — 

-  1  <  5  <  +  l, 

23* 


ß 
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Für  den  zweiten  Fall  benutzt  man  die  Tranaformation 

11      11.  2.1 

3  JfS 

und  erb&lt 

^  2  ^^         Vm  ^  2«^«         3*5»  ~ 


^    1     5  2    JP«    ^ 


<ljBr 


if  >  1. 

Die  Integration  der  einzelnen  Glieder  ist  hier  erlaubt,  weil  die 

Substitution  —  =  x  zu  einer  nach  Potenzen  von  x  fortgehenden 
Reihe  führen  wtlrde. 


§.77. 
Rein  goniometrische  Differentiale. 

I.  Wenn  das  gegebene  Differential  nur  aus  den  yerschiedenen 
goniometrischen  Functionen  eines  und  desselben  Bogens  besteht^  wenn 
mithin  das  gesuchte  Integral  unter  der  Form 


/ 


F{8inu^  casu,  tan ti,  .  •  .)du 
enthalten  ist,  so  kann  man  sich  zuerst  der  Gleichungen 

casu  =Vl  — «fVu,        tanu  =  77—  —  ,  etc. 

Vi— 5in«ti 

bedienen,  um   alle  vorkommenden  Functionen    durch  sinu  anssii* 
drücken;  das  Integral  erhält  daim  die  Form 


/ 


f(8inu)dUf 

wobei  immer  vorausgesetzt  werden  dar^  dass  u  zwisohen  —  |  sir  und 

-\-\x  enthalten  seL     Mit  Hülfe  der  Substitution 

dx 
sinu  =  dB.        du  =  ,  y  I 

Vi— Ä« 

ei'giebt  sich  nun 
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und  damit  ist  das  Integral  auf  ein  anderes  zurückgeftkhrt,  welches 
keine  goniometrischen  Functionen  mehr  enthfilt% 
Nach  diesem  Verfahren  hat  man  z.  B. 

/r     du         r  äsß 
secudu  =  /  ,y  =    /  ' r- 

_1  \(^  +  ^\  =  i  ,/l+g«nu\ 
2     Vi— »/        2     Vi  — stnt*/ 
nnd  hei  Anwendung  einer  hekannten  goniometrischen  Formel 

1)  /  96cudu  =  lian(^7t  +' Jw)  +  0. 

Auf  ähnliche  Weise  ergiebt  sich 

yC  du  r       dx 

cscudu  =    / =    /  — ^=sB=ss 
J   sinu        J  xyl—s^ 

=  -.  yi  +  Vl-a?^\  _  _  yi  +  (?ostf\ 
V  fl?  /  V    sin«    / 

oder  kürzer 

2)  /  cscttitt  =  ltan\u  +  0. 

Mit  Hülfe  der  genannten  Substitution  erhält  man  auch 

/  sinPu  C089U  dw  =  /  Ä'  (1  —  0?^«^*"" *^  dx ; 

auf  das  rechter  Hand  stehende  Integral  sind  die  sechs  Reductions- 
formeln  des  §.  73  anwendbar,  wobei  a=l,  ft  =  —  1,  m=i)+  h 
n  =  2,  s  =  |(g  —  1)  zu  setzen  ist.  Führt  man  nachher  die  Werthe 
von  z  =  sinu  und  dx  =  cosudu  wieder  ein,  so  gelangt  man  zu 
folgenden  Gleichungen 

3)  I  sm^ueos^udu 

=      — t-t; h  —7-7  /  SfnP+»iico8«-*udtt 


,   -  H TT  /  stnP-*i«cos«+*udtt 

g  +  l  3  + 

sin^  +  *ttC08«+*t«    ,   i)  +  g  +  -  .    .     ^«  , 


L 

p  + 1         '     p  + 

i r  ^-"1 —  /  stnPucos^   ^udu 

«m'+*ucos«+i|»    ,  i)  +  g  +  2  T  .  „        «4.2    ^ 

r-^ h  .  '      /  Btn^ucos^^^udu. 

g  +  1  fl  +  1   7 


+  ^—\ —  /  sinP-'^ucos^udu 
p  +  qJ 
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Mittelst  dieser  Formeln  bringt  man  das  ursprQngliche  Integral 
auf  ein  anderes  derselben  Art  zurück,  worin  p  oder  q  oder  beide 
nm  2  grössere  oder  kleinere  Werthe  besitzen;  die  fortgesetzte  An- 
wendung der  genannten  Reductionsformeln  fiihrt  schliesslich  auf  ein 
Integral,  worin  die  Exponenten  von  Hnu  und  eo8u  nicht  ausserhalb 
des  Intervalles  —  1  bis  4*  ^  liegen.  Sind  p  und  q  positive  oder 
negative  ganze  Zahlen,  so  kommt  man  zuletzt  auf  eines  der  folgen- 
den Integrale 

fdu,       fsinudu,        fmuäu, 


/sinu  C08U  du^       1  —. —  »      / 

/tofittdtt,       /  coi%kdUy       I 


du 
cosu 

du 


8tnu  cosu 

die  B&mmtlich  durch  die  Substitution  sinu  =  x  entwickelt  werden 
können.  So  erhält  man  z.  B.,  wenn  p  und  q  positive  ganze  Zahlen 
bezeichnen, 

4)  fOr  gerade  |>,       /  sin^udu 

p    l  .     1>  — 2  Cp— 2)(i>— 4) 

,   (j>-l)(p-3)...3^^^ 
^(l>  — 2)(j>  — 4)...2 

.     (p  — l)(p  — 3)...3.1       ,     „      . 
+yO>-2)0>-4)...4.2"  +  ^^-^ 

5)  für  ungerade  |>,       /  sin^udv 

(p  — 2)(p  — 4)...3.1)  ^  • 

6)  Ar  gerade  g,  /  cos^u  du 

2  —  2  ^^(g_2)(g  — 4) 

.    Ö— 1)(«  — 8)...3  » 


a(8-2)(a-4)...4.2 
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7)  far  ungerade  g,       /  cos^udu 

=i^U,-.«.).iiii^,-,^+;g-i)(g-3u.-»^+... 

«    <  ^3  —  2  ^(g_2)(3— 4)  ^ 

..      .    (g-l)(g-3)...4.2j 

(«  — 2)(3  — 4)...3.lV  ^  ^^ 

8)  fttr  gerade  p,  /  ton>*tt  oft» 

ton>~^« ten'"»«    ,    ton'-*« 

p  —  1  p  —  3    ^    p  — 6 

9)  für  ungerade  p,      J  tan^udu 


"T 


•  •  • 


j>  —  1  p  —  z  p  —  6 

Beiläufig  sei  noch  bemerkt,  dass  rieh  die  Integrale 

/  rinPu  du  und    /  cas^u  du 

aach  auf  andere  Weise  entwickeln  lassen.     Bei  geraden  m  hat  man 
namüch  (s.  §.  55  Formel  11) 

(— l)i"2"»-ifitn"»fi 
=  (m)o cosmu  —  (m)i co8(m  —  2) i*  -|-  (in)^ C08(fn  —  4)t*  —  •  •  • 

•  •  •  +  (- 1)5  ""'(m)|^_i  cos  21*  +  (-l)i"i(m)i^ 
nnd  daraus  folgt  sehr  leicht 

10)      fär  gerade  m,       /  sin^u  du 

l 
_(— 1)'    \8jnmu  stn(m  — 2)ti  stn(»i  — 4)te 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man 


■  •  • 
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11)  fflr  ungerade  m,  /  sin^udu^ 

(— !)!<"»+«  fowwa       ,  .   cos(m  — 2)i»   ,   ,  .    cos(m—4)u 
-       2^^       [ir  -(^>^      in-2       +  ('">«  --^ini 

12)  für  gerade  m,  /  cos"* «du 

_     1     (sinmu  8in(m—2)u  8tn(m  —  4)u 

=  2^r^+^'^^       m-2       +(•">*       m-4        + 

•  '  •  +  (m)i,-,  -2""  +  («)i«  2)  +  ^• 

13)  für  ungerade  m,  /  cos"*udu 

1     fstnmu    ,   ,  .   m(m  —  2)ti    ,    ,  ^ 

=2=^1-;;^  +  (""^^      m-2      +  (»»^ 


.    •    •    • 


»in(tn  —  4)u 
m  — 4 


+ 


n.    Eine  zweite  Umwandlung  des  Integrales 

F($inu,  cosUj  tanu^ .  .  .)du 


ß 


besteht  darin,  dass  man  alle  vorkommenden  goniometrischen  Func- 
tionen durch  CO8U  ausdrückt,  wodurch  das  Integral  die  Form 


/• 


q>(co8u)du 

erhält,  und  nachher 

äff 


C08U  =  y,     mithin  du  =  — 


Bubstituirt;  damit  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

f^(cosu)äu  =  -/^ft- 

-  Im  Wesentlichen  ist  diese  Reduction  Ton  der  Torigen  nicht  ver- 
schieden und  wird  daher  keiner  Erläuterung  durch  Beispiele  be- 
dürfen. 

III.     Man  kann  drittens  das  Integral 

F(8inu^  cost«,  tanu^  .  .  .)du 


I' 
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auch  80  behandeln,  dass  man  erst  alle  goniometrifichen  Functionen 
durch  tanu  ausdrückt,  wodurch  die  Form 


/■ 


fp  (tanu)  du 
entsteht,  nnd  nachher  die  Substitution 

tanu  =  i^,        du  = 


1  +  xr« 
Yomimmt;  letztere  giebt 


/»(^.)..=/f-M^. 


Diese  Transformation  bietet  den  Yortheil,  dass  sie  zu  einer 
rationalen  Form  fuhrt,  wenn  ^(ir)  eine  rationale  Function  ist. 

Beispielsweis  hat  man 

woraus  die  Formeln  8}  und  9}  hervorgehen,  sobald  gerade  und  unge- 
rade p  unterschieden  werden. 

Ein  zweites  Beispiel  ist 

r  du  _     r       d» 

J  a^cos^u  +  ß^sin^u        J  a^  +  ß^z^ 

1  ßB         1  ßtanu        w 

=  —3  arctan  ^--  =  — ^  arctan f-  C, 

aß  a         aß  a        '      ' 

übereinstimmend  mit  der  Grundformel  20)  in  §.  65. 

Nach  demselben  Verfahren  ergiebt  sich 

cos^udu 


r  ( 


u  -f  ^*m«M)» 


eosusinu ,        1  ßtanu        ^ 

2a«(«»cM2ti  +  ß^sin^u)  '^  2  a^ß^^^^  "IT"  +  ^' 


15)  / 


sin^udu 


(a^cos^u  +  ßHin^uy     . 
coausinu  1  ,      ßtanu  ,    ^ 


~        2ß^(a*co8*u+  ß^sin^u)    '     2a/js  a 

und  durch  Addition  der  Formeln  14)  und  15) 

/du 
(a^cos^u  +  /)*mStf)> 

^ß^  —  «'  eosusinu  ß^  +  «'       .     ßtanu 

2a«/J«    a^cos^u  +  ß^sin^u  "^     2a*ß^  a      "^     ' 
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IV.     Als  letzte  and  meistens  sweckmäasigste  Transformation 
des  lutegrales 

F(8inu,  C08U,  tanu,  .  .  .)du 


P 


erwähnen  wir  diejenige,  welche  aas  der  Sabstitation 

ian\u  =  i 

hervorgeht.     Znfolge  derselben  ist  nämlich 

2t  1  —  e>     ,  2i 

sinu  =  . — ; — r.,    cosu  =z  - — : — -,    tanu  = 


l  +  t^'  1  +  t»'  ••  —  1  ^  ^J» 

,  2dt 

du  =  ; 

das  obige  Integral  erhält  jetzt  die  Form 

r    /    2t      1  — <»      2t  \    2dt 

und  diese  ist  von  selbst  rational,  wenn  in  der  Fanction  JP  orsprüng- 
lieh  keine  Wurzeln  vorkommen. 

Hiernach  ergiebt  sich  z.  B. 

du r dt 

acosu  +  ßsmu  +  y"       o/a+y  +  2/J<  +  (a--  y)<«' 

die  Integration   in  Beziehung  auf  t  hat  keine  Schwierigkeit  und 

liefert  nach  Restitution  des  Werthes  t  =  tan^u 

^7)  f—T^h—r- 

J  acosu  ^-  pstnu  +  y 
Va«  —  /J*  —  y«  V«*  —  /ja  —  y» 

^         r-  +  Cf,  /J»  +  y«  =  a«. 


/S  +  (a  —  y)ton5t« 


—  ^  ,//3-Ka~y)ton}tt~V/?»  +  y'  — «^    I   (7^ 

21//**  +  y«  —  ««  \/J+(a  — y)tonJ«+\//J«  +  y^  — aV 

/3«  +  y»  >  «•. 

§.78. 
Gemischt  goniometrische  Diffldrentiale, 

I.     Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  wo  Sinns  oder  Gosinos 
in  Verbindung  mit  Potenzen  vorkommen,  wie  z.  B.  in  dem  Integrale 


/ 


u^8inßudu. 
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Durch  Anwendung  der  partiellen  Integration  ergiobt  sich  sehr 
leicht 

u'^sinßudu  = -r-^- \'  'T  I  u^^^cosßudu; 

ferner  ist,  wenn  man  dasselbe  Verfahren  auf  das  letzte  Integral  an- 
wendet, 

u^   ^cospudu  = 3—^- ^ —  /  i*~    'stnpwatt, 

mithin  durch  Substitution  von  dieser  Gleichung  in  die  yorhergehende 
l)J  u^stnßudu  =  —  —i—  ^ gj — ^ 

_  fn(p^z2lfun^-^sinßudu. 

Hiemach  kann  das  gesuchte  Integral  auf  ein  anderes  zurückge- 
führt werden,  welches  von  derselben  Gattung  und  worin  der  Expo- 
nent von  fi  um  2  kleiner  ist  Wendet  man  die  Formel  1)  im  Falle 
eines  ganzen  positiven  m  mehrmals  nach  einander  an,  so  kommt  man 
schliesslich  auf  eines  der  beiden  Integrale 


/• 


•    a     j  COsßu    .     ^ 

smßudu  = -^ 1-  C, 


.   a    j               ucosßu        $inßu        ^ 
ustnßudu  = J-—  H gj-  +  C, 

deren  erstes  unmittelbar  bekannt  ist,  und  deren  zweites  aus  Nro.  1) 
för  m  =  1  folgt 

Setzt  man  in  der  vorigen  Reductionsformel  tn  =  —  ti  -f'  ^ 
und  sieht  das  Integral  rechter  Hand  als  Unbekannte  an,  so  erhält 
man 

.        Psinßu ^    sinßu  ßcosßu 

^     J  "Hr"  (tt— l)u"-i  ""  (n— l)(n-2)tt--« 

ß^  fsinßu 

(n— l)(n  — 2)7  t«"-* 
Für  n  =  1  und  n  =  2  ist  diese  Formel  unbrauchbar  und  es 
bleibt  dann  nichts  übrig,  als  mit  Hülfe  i^endlicher  Reihen  zu  inte- 
griren.     Im  ersten  Falle  giebt  die  Anwendung  der  Sinusreihe 

V       M  ^1     1  3   1.2.3  ^  6   1.2.. 5 

im  zweiten  Falle  hat  man  znn&chst  durch  theilweise  Integration 
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und  vermöge  der  Gosinnareihe 

6)  y-;r-''*'  =  <'  +  '«- YTTy  +  TOTTi-" 

Die  Formel  2)  dient  nun,  um  die  Integrale 

anf  die  Integrale  3)  nnd  5)  zorftokzofUhren. 

Ist  der  Szponent  von  u  weder  eine  positive  noch  eine  negative 
ganze  Zahl,  so  l&sst  er  sich  zwar  mittelst  der  Formeln  1)  und  2) 
vergrössem  oder  verkleinem,  am  Ende  wird  man  aber  doch  zur  Inte» 
gration  durch  Reihen  greifen  müssen. 

Die  n&mlichen  Betrachtungen  gelten  fast  wörtlich  für  das  Inte- 
gral 

u'^cosßudu 

und  liefern  zun&chst  die  Beductionsformel 

^.             /*  -      /.     3         u^sinßu   ,    mu^'^^caaßu 
6)  /  u'^casßu  du  = j^ 1 ^^ — *— - 

^  S^     I  u^^^casßudu^ 

welche  bei  ganzen  positiven  m  auf  eines  der  beiden  Integrale 

/^                9inßu 
coaßudu  =  — -g h  C7, 

ucasßudu  = — g^=—  +  —^  +  C 

zurflckftlhrt    Für  m  •=  —  n  +  2  ergiebt  sich  durch  ümkehnmg 
von  Nr.  6) 

7\      r^l^d cosßu ßsinßu 

^    J     u-  (n— l)tf-i  '•'  (n— l)(n— 2)«"-« 


/• 


_^ ß^ Ccosßu ^ 

(n— l)(n  — 2)7  tt«-» 


Auf  die  speciellen  F&Ue  n  =  1  und  n  =  2  ist  diese  Formel 
nicht  anwendbar;  im  ersten  Falle  benutzt  man  die  in  Nro.  5)  ange- 
gebene Reihe,  im  zweiten  Falle  hat  man  erst  durch  partielle  Inte- 
gration 

%ß        U  U  ^J         u 

nnd  entwickelt  dann  das  Integral  rechter  Hand  nach  Nr.  3).      Im 
Uebrigen  dient  die  Formel  7),  um  die  Integrale 
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auf  die  in  Nro.  3)  und  5)  betrachteten  Integrale  zurückzufahren. 
Ist  der  Exponent  von  u  weder  eine  positive  noch  eine  negative  ganze 
Zahl,  80  kann  man  ihn  zwar  vergrössem  oder  verkleinem,  muss  aber 
Bcbliesslich  doch  Reihenentwickelangen  benutzen. 

Das  Gesammtresultat  dieser  Untersuchungen  lautet  dahin,  dasa 
Integrale  von  den  Formen 

I f(u)sinßudu   und     1  f(u)co$ßudu 

in  endlicher  Gestalt  ausfuhrbar  sind,  wenn 

fiu)  =  Ä  +  Bu  +  Ctt«  H +  Ku^ 

ist,  und  dass  sie  auf  die  Integrale  3)  und  5)  zurückkommen,  wenn 
/(«)  unter  der  Form 

f(u)  =  Ä   +  —  +  -^+'''+  -^ 

enthalten  ist. 

IL    Wir  betrachten  zweitens  die  Combination  der  Exponential- 
grösse  mit  Sinus  oder  Cosinus,  nämlich  die  beiden  Integrale 

P=  y  c«»s«n/Sw(fi«  und  Q=  je''''ca8ßu  du. 
Durch  theilweise  Integration  ergiebt  sich 

iL 

— e'"'co$ßu  +  «€ 
^-  —ß  • 

und  analog,  wenn  man  ebenso  mit  Q  verfährt, 

die  zwei  erhaltenen  Gleichungen  bestimmen  die  beiden  Unbekannten 
P  und  Q,  nämlich 

9)  J  e«»«n/J«  du  =  — ^ ^^    ,    J^ ^--^  +  C 

1AN  r  ««       /»    j  c«»(acö8/3u  +  ßainßu)    ,    ^ 

10)  J  e«-  cosßu  du  =  — i^ ^a  ^ ßl ^^-^  +  C. 

UL    Die  beiden  allgemeineren  Integrale 

I  u^e^^sinßu  du  und   J  u^e"^  cosßu  du 
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gestatten  eine  ähnliche  Behandlung.     Bezeichnet  man  nämlich  das 
erste  mit  JP^i  das  zweite  mit  Q^*  so  findet  man  durch  theilweise 
Integration  und  unter  Benutzung  der  Formeln  9)  und  10) 
p    W^c^^jasinßu  —  ßcosßu)  —  maP^^i  +  mß  Qm-\ 

^    W^e^^jacosßu  -i-ßsinßü)  —  iw« Q„-i  —  mßPm-i  ^ 

V«»  —  a'  +  /J* 

Damit  sind  die  gesuchten  Integrale  auf  zwei  andere  derselben 
Art  zurückgeführt,  worin  der  Exponent  von  u  um  eine  Einheit  Ter- 
ringert ist.  Bei  ganzen  positiven  m  lässt  sich  diese  Operation  tn-mal 
anwenden  und  dann  erhält  man  Pm  und  Qm  ausgedrückt,  durch  Pq 
nnd  Qof  welche  letzteren  Integrale  mit  den  unter  Nr.  9)  und  10)  ent- 
wickelten identisch  sind. 

Hieraus  folgt  noch,  dass  die  Werthe  der  Integrale 

//(u)e««fiin/Jwdu    und    //(!*)««•  cos /Sft (ff* 

in  geschlossener  Form  dargestellt  werden  können,  wenn  f(u)  eine 
ganze  rationale  algebraische  Function  von  u  ist. 

Dasselbe'  gilt  von  den  Integralen 

J/(u)e"''8inPudu   und    j  f{u)e^''cosPudu^ 

falls  p  eme  ganze  positive  Zahl  ist  Mittelst  der  Formeln  9)  bis 
12)  in  §.  55  lässt  sich  nämlich  jede  ganze  Potenz  von  sinu  oder 
co$u  ia  eine  endliche  Reihe  der  Sinus  oder  Cosinus  von  Vielfachen 
des  Bogens  u  auflösen,  und  dann  ist  jedes  einzelne  Glied  nach  den 
vorigen  Formeln  iategrabel.     So  hat  man  z.  B. 

//(u)e«»cös«udu 

=  ^//(»)e-(cos6«  +  6cas4«+15co32«+10)d«. 
wodurch  man  auf  vier  einzelne,  unter  der  Form 

f{u)e^^cosßu  du 


I' 


enthaltene  Integrale  zurückkommt. 

In  allen  Fällen,  welche  hier  nicht  erörtert  wurden«  ist  die  Hülfe 
unendlicher  Reihen  in  Anspruch  zu  nehmen. 
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§.  79. 
Cyolometrisohe  Differentiale« 

Enthalt  das  gegebene  Differential  eine  cyclometrisclie  Function 
allein,  so  ist  es  leicht  auf  ein  goniometrisches  Differential  zurückzu- 
föhren;  mittelst  der  Substitution 

1)  aresin X  =  u^    z  =  sinu^    dx  =^  cosudu 
erhält  man  n&müch  ohne  Weiteres 

2)  I  /(arcsinx)  dx  =  1  f(u)cosu  du. 

Nicht  minder  einfach  ist  die  Ableitung  der  folgenden  Formeln: 

3)  I  f(arceosx)dx  =  —   1  f(u)sinudu^    u  =  arccosx^ 

^)  / fißrctanx)  dx=        j  f(u)sec^u  du,   u  =  ardanx^ 

5)  I  /(arccotx)  dx  =  —  I  f{u)c8C^udUt  u  =  arccoix. 

So   hat  man  z.  B.  nach  der  Formel  2)  und  nach  Nro.  12)  des 
vorigen  Paragraphen 

I  ßaareümx^^^:^     I  C^^  COSU  du 

mithin  rückwärts  für  sinu  =  «,  cosu  =  Vi  —  o?* : 

a»  +   1  ' 

Auf  gleiche  Weise  würden  sich  die  beiden  Integrale 

/  (arcsinx)^  dx   und     /  (arccosx)^  dx 

mittelst  der  Formeln  10)  und  11)  des  vorigen  Paragraphen  entwickeln 
lassen. 

Leicht  integrabel  sind  auch  die  Differentiale  von  der  Form 
f(x)tlf(ps)dXy  wenn  tlf(x)  eine  cyclometrische  Function  und  f(x)  so 
beschaffen  ist,  dass  das  Integral  YOJif(x)dx  eine  algebraische  Func- 
tion bildet;  in  der  That  genügt  unter  diesen  Yorausaetzungen  die 
theilweise  Integration  des  gegebenen  Differentiales,  um  sogleich  auf 
das  Integral  eines  algebraischen  Ausdruckes  zu  kommen.  Man  hat 
nämlich  für  ^(a;)  =  arcsinx: 


/' 
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t        /  arcsinx  f(z)  dx 

=  aresin  X  j  f(x)  dx  —   j  d  aresin  x  j  f(x)  dx 


oder 


1)  J  f(x)arc9inx  dx  =  arcsinx  J f{x)dx  —  J  y    ^      ff(x)dx; 
mit  gleicher  Leichtigkeit  sind  die  folgenden  Formeln  entwickelbar: 

2)  /  f(x)arcco8x  dx  =  arccosx  J  f(x) dx  +   I    .  l  f{x)  dx, 

3)  J  f{x)ardanxdx  =  arctanx  J  f(x)dx  —   /  t-ttI    I  f(^)^^ 

4)  Jf(x)arccotx  dx  =  arccotx  J f{x)dx  +  fj^^  ff(^)  dx. 

So  ist  z.  B.  in  dem  speciellen  Falle /(o;)  =  1  nach  Nro.  1): 

5)  /  arcsinxdx  =  arcsinx  .  x  —   /  ,.  x 
^                                        ^         J  Vi— a?« 

=  xarcsinx  +  Vi — x^  -f  CJonst^ 
and  nach  Nro.  3): 

6)  /  ardanxdx  =  arctanx  ,  x  —  /  -— : x 

J  7  1  +  Ä« 

=  xardanx  —  JJ(1  -[-««)  +  Cbiwf.; 
überhaupt  allgemeiner  für  f(x)  =  »*•"*: 

7)  fx'-^arcsinxdx  =  ^^^^r^^-l.   f  '"^^    . 

J  m  m  J  \  -p'jB» 

wo  die  rechter  Hand  vorkommenden  Integrationen  bei  ganzem  pori* 
tiven  m  jederzeit  ausführbar  sind. 

Ein  etwas  zusammengesetzteres  Beispiel  ist  folgendes.    Man  hat 
Bunächst  nach  Nro.  3) 

/-  /  arctanx  dx  =  —  arctanx  .Vi—««  J-   f  jLIu^^x  . 

Vi— X«  ^J    l+ajs"*' 

femer 
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Schafft  man  das  Warseizeichen  in  dem  rechter  Hand  befindli« 
eben  Integrale  weg  (§.  72)  und  integrirt  nachher,  so  findet  sich: 


dx 

—  armnx. 


A 


l  dx  1        ^        «VT 

=  -7=  ardan 


l+x^YT^^       VT  Vl-a:» 

und  dnrch  Snbstitation  dieses  Werthes: 


/ 


.■■  ■      ardanxdx  =  —Vi—«'  ardan x 
Vi— «« 


t/—  xy2 

+  V2  ardan  , .  —  arcsmx  4-  C, 

Vi—«« 


Lant  sidi  keine  der  erwfihnten  Methoden  anwepden,  so  mnss 
man  wie  immer  die  Integration  durch  unendliche  Reihen  zu  bewerk- 
iteUigen  zuclien. 


SehJSmllohf  Aiudyili.  24 


Cap.  XIV. 

Geometrische  Anwendungen  einfacher  Integrationen. 

§.80. 
Quadraturen  in  Parallelooordinaten. 


Schon  in  §.  64  haben  vir  darauf  hingewieBen,  daas.  ein  Integral 
ah  die  ebene  Fläche  betrachtet  werden  kann,  welche  von  der  Abseid 
senachse,  zwei  darauf  senkrechten  Ordinaten  und  einer  Cunre  begrenzt 
wird;  dort  benutzten  wir  diese  geometrische  (üonstruction ,  um  den 
Begriff  des  Integrales  zu  Teranschaulichen,  hier  soll  sie  zur  Bestim* 
mung  der  Fläche  einer  gegebenen  Plancunre  dienen.  Zugleich  ver* 
allgemeinem  wir  die  Betrachtung  durch  die  Annahme  eines  beliebi* 
gen  schiefwinkligen  Coordinatensjstemes. 

In  Fig.  41  sei  ^XOY=Y,  OM^x,  MP=y  und  y=/(x) 

die  Gleichung  der  Curve  HPQPi^ 


Fig.  41. 


m:  IT  Mi 


^ü  =  ^x.NQ.9mrf 


femer  die  Fläche  GMPH=  ü 
und  MMi  =  ^x  ein  beliebiger 
Zuwachs  der  Abscisse  x;  die  ent- 
sprechende Flächenzunahme 
MMiPiP  =  /iCT  kann  einem 
Parallelogramme  verglichen  wer> 
den,  welches  MMi  zur  einen 
Seite  und  eine  gewisse,  zwischen 
MP  und  Ml  Pi  eingeschaltete  Or- 
dinate NQ  zur  anderen  Seite  hat, 
daher 

JU 
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AoB  dieser  Gleichung,  welche  80  lange  gilt,  als  die  Cunre  stetig 

▼erläuft,  sieht  man 

äü 

—  =  ys»ny 

und  umgekehrt  durch  Integration 

1)  U  =  siny  I  ydx  A-  Ccnst. 

Die  Bedeutung  der  willkührliohen  Constanten  besteht  darin,  dass 
es  fär  die  letzte  Ordinate  y  gleichgültig  ist,  von  welcher  Anfangs- 
ordinate GH  ab  die  Fläche  U  gerechnet  wird,  dass  mithin  so  lange 
eine  Unbestimmtheit  in  der  Aufgabe  liegt,  als  jene  Anfangsordinate 
nicht  besonders  angegeben  ist.  Nennen  wir  x^  die  Abscisse  OG  der 
An&ngsordinate  GH,  so  muss  ü  =  0  werden,  wenn  x  den  Special- 
werth  X  =:  Xo  erhält;  durch  Zusatz  dieser  Bedingung  bestimmt  sich 
die  Conatante,  wie  die  folgenden  Beispiele  zeigen  werden. 

a.    Die  ParabeL    Aus  der  bekannten  Gleichung 


2p 


ergiebt  noh  augenblicklich 


2) 


U  = 


=  -^^y 


17=-^--  +  Canst. 

Soll  die  Fläche  vom  Scheitel  aus  gerechnet  werden,  das  heisst 
U  gleich  der  Fläche  OMP  sein,  so  müssen  x  und  IT  gleichseitig  ver- 
schwinden; dies  giebt  0  =  0  -f-  Con^.,  mithin 

Sg 

Daraus  folgt  auch  der  bekannte  Satz  des  Archimedes,  dass  die  Fläche 

Fig.  42.  OLP  =  |«y  =  f  i  OMF  sein 

muss. 

Eine    elegante    und   später 

brauchbare  Erweiterung  des  ^Theo- 

remes  2)  ist  folgende.  Man  ziehe 

noch  zwei  Ordinaten  MiPi  und 

M2P2  in  den  Abständen  MMi  = 

Ml  Mi  =  h    und   berechne    die 

^     ^     ^ — _         Fläche  zwischen  MF  und  jMiP,. 

^    ^%   ^%    ^        nämHch  (Fig.  42) 

MMiP^P=z  OM^Pi  ~  OMP 

—  (^  +  2^< g t^6ag«+.12g;^  +  8Ä« 

24» 
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oder  aach 

Bezeichnen  wir  die  drei  Ordinaten  MP^  3fiPi,  M^P^  mit  y,  f/u  S^t 
80  wird  die  vorige  Gleichang  zur  folgenden 

MMtP,P  =  lh(i/  +  4y,  +  y,). 

Um  dieses  Resultat  zu  verallgemeinem,  legen  wir  durch  einen  helie- 
bigen  Punkt  ff  ein  neues  Coordinatensystem  parallel  dem  früheren; 
der  Abstand  der  Achsen  OX  und  ffX'  sei  MN  =  h  und 
NP=ri=y  +  h,  NiPi  =  i;^  =  yi  +  5,  i^^jP,  =  1^,  =ya +6. 

Nach  diesen  Voraussetzungen  hat  man 

Fläche  NNiPiP  =  Rechteck  MN^MtM  +  Fläche  MM^P^P 

und  bei  gehöriger  Zusammenziehung 

3)  Fläche  NKjPtP  =  1^(1?  +  4i2i  +  i?,). 

Legt  man  demnach  durch  drei  Punkte  P,  Pi,  Pj,  deren  Ordi- 
naten gleiche  Abstände  halten,  eine  Parabel,  deren  Achse  parallel  der 
Ordinatenachse  ist,  so  kann  man  die  Fläche  des  entstandenen  para- 
bolischen Doppelstreifens  aus  den  drei  Ordinaten  und  ihrer  gegen- 
seitigen Entfernung  berechnen,  ohne  den  Scheitel  und  den  Parameter 
jener  Parabel  aufsuchen  zu  müssen. 

b.  Kreia  und  Ellipse.  Die  Mittelpunktsgleichung  des  Krei- 
ses sei 

y  =Va«  —  «»; 
es  wird  dann 

X 


ü  =  fVa^  —  x^dx  =  JxVa«  — X«  +  |o« 


aresin \-  C&nsL 


Fig.  43. 


Versteht  man  unter  ü  die  Fläche 
COMQ  (Fig.  43),  so  muss  far  x=0 
auch  27  =  0  werden;  dies  giebt 
Canst.  =  0  und 


*) 


17=  J«ya»  — ar« 

.  X 

-f-  \a*  aresin — , 


was  geometrisch  bedeutet  t  daas  U 
aus  dem  Dreiecke  OMQ  und  dem 
Kreissector  COQ  besteht 
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Für  die  Ellipse  sei   die  Ordinate  MP  =  yi '  und  die  B'läche 
BOMP  =  üi\  man  hat  dann 


yi  =  — Vo»^^ 
a 


üi  =  —UxVa^  —  x*^  +  W  ^»"csm  — J 


oder 
5) 


Vi  = 


a 


y,    Ui=—ü, 


wo  y  und  ü  die  Yorige  Bedeutung  haben.  Die  Quadratur  der  Ellipse 
läset  sich  demnach  auf  die  Quadratur  des  Kreises  zurückführen.  Die 
Fläche  des  Ellipsenquadranten  ist  hiernach 

_    h 
a 


1        o         1         V 

4  4 


und  die  ganze  Ellipsenfläche  z=z  nah  ■=  n (Vob)',  worin  ein  leicht 
auszusprechender  Satz  liegt. 

c.  DieHyperbeL  Die  Gleichung  der  Hyperbel  lautet  in 
rechtMrinkligen  Coordinaten,  wenn  der  Mittelpunkt  zum  Coordinaten- 
anfang  und  die  Hauptachse  zur  Abscissenaohse  genommen  wird« 


mitiiin  ist 


a 


dx 


Es  liegt  am  nächsten,  die  Fläche  Tom  Scheitel  aus  zu  rechnen, 


Fig.  44. 


d.  h.  CT  =  Fläche  GMP  zu  setzen 
(Fig.  44);  für  a?  =  0  0  =  a  wird 
dann  U  =  0  und 

0  =  ^\aUa  +  0, 
wodurch  sich  der  Werth  von  C  be- 
stimmt.   Man  erhält  nach  Substitu- 
tion desselben 


u^±[,vi^.-.„(^^ty^)] 


oder  in  eleganterer  Form 
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6)  u=\\xy  —  all(^  +  ■^)]' 


Weit  einfacher  gestaltet  sich  die  Quadratur  der  Hyperbel,  wenn 
man  die  Asymptoten  zu  Coordinatenachsen  oimmt,'  OÄ  =  OB 
=  }Va«  +  5«  =  k,^ÄOB  =  Y,  OJV^  =  g.  JV^P  =  q  und  die 
Fl&che  CANP  =  Sl  setzt;  es  wird  nämUch 

Fflr  I  —  K  musB  Sl  veraehwinden ,  daher  ist  0  =  2k  4~  ^i  nüthia 
C  =  —  Ih  und 


7) 


ß  =  Ä«stnyj(-|-Y 


Bei  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Haupthalbachse  =  y2 
ist,  wird  Ä;  =  1,  y  =  |9t  und  i2  =  2{;  zufolge  dieses  sehr  einfachen 
Verhältnisses  hat  man  früher  die  Logarithmen  der  Basis  «  hyperbo* 
lische  Logarithmen  genannt. 

d.  Die  Cycloide.  Nehmen  wir,  wie  in  §.  21  (auf  S.  95) 
den  Scheitel  der  Cycloide  zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  so  ist 
die  Dififerentialgleichung  der  Curve 


ä,^Y^ 


—  X 


dx\ 


um  Ton  derselben  Gebrauch  zu  machen,  ersetzen  wir  die  Gleiobaiig 
1)  durch  die  folgende 

U  =  yx  ^  I  xdy, 
welche  durch  partielle  Integration  entsteht;  es  wird  dann 

ü  =  xy  -^  J  dxV  2ax  —  «'     • 

Fig.  46.  Die    geometrische  Bedeutung 

A  des  rechter  Hand  befindlichen  Inte- 

grales ist  unmittelbar  einleuchtend, 
wenn  man  sich  erinnert,  dass  in 
dem   Halbkreise  CQD  (Figur  45) 

/2aiC  — x»  =  MQ,  also 
dxV  2ax  —  a?> 


T7K 

/  /  ^ 

1/  ^  '  ^*  ^V 

ll  /      '  X 

m  t       '  X 

1/  /  •".        > 

V         I X 


/■ 


M 


D 


=  Fläche  GMq  +  Cbiw*. 
sein  muss;  wir  haben  daher 
ü  =  xy-'  Fläch©  CUq  +  Omsi. 
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Verstehen  wir  unter  U  die  Fl&cbe  CMF,  so  wird  für  a:  =  0 
gleichzeitig  ü  =  0  und  CMQ  =  0,  mithin  auch.  Const,  =  0,  also 

ü  =  xp  -—  Fläche  CMQ  oder  «y  —  CT  =  Fläche  CMQ\ 

geometrisch  heisst  dies,  dass  die  Flächen  CJPB  und  CMQ  gleich 
sind;  bierin  liegt  unmittelbar  die  Quadratur  der  Cycloide.  Speciell 
fiir  X  =  a  ergiebt  sich,  das«  die  Fläche  CDÄ  =  J^a^  mithin  die 
ganze  Cycloidenfläche  gleich  dorn  DreiÜAchen  yon  der  Fläche  des  er- 
zeugenden Kreises  ist. 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  der  FaU,  wenn  die  zu  qua- 
drirende  Gurre  die  Abscissenacbse  durchschneidet,  wenn  also  die 
gesuchte  Fläche  aus  zwei  Theilen  besteht,  von  denen  der  eine  über, 
der  andere  unter  der  jener  Achse  liegt.  Für  ein  negatives  y,  etwa 
ff  =  —  9(*)»  ^^d  nämlich  F  negativ  =  —  fq)(x)dXf  was  auch 
geometrisch  leicht  zu  constatiren  ist*);  geht  nun  y  aus  dem  Nega- 
tiven ins  Positive  Über,  so  wechselt  F  gleichzeitig  sein  Vorzeichen 
und  die  Formel  1)  giebt  in  diesem  Falle  die  algebraische  Summe 
der  beiden,  über  und  unter  der  Abscissenacbse  liegenden  Flächen- 
theile.  Grewöhnlich  will  man  aber  die  arithmetische  Summe;  diese 
erlangt  man  leicht,  indem  man  jene  Flächentheile  einzeln  berechnet 
und  mit  gleichem  Vorzeichen  zusammennimmt.  Wählt  man  z.  B.  die 
durch  den  Brennpunkt  0  (Fig.  47)  einer  Parabel  auf  deren  Achse 
Fig.  47.  senkrecht  gelegte  Gerade  zur  Abscissenacbse,  so 

ist  die  Gleichung  der  Parabel 

J'=Ja:(^-l))  +  Const., 

und  wenn  die  Fläche  F  von  der  Ordinatenachse  abgerechnet  wird, 
ist  Const.  ==  0.     lieber  der  Abscisse   OC  =  p  VT  steht  demnach 

*)  Ein  Rechteck  MM^PiP  (Fig.  46)  dessen 
Basis  MMi  positiv  und  dessen  Höhe  MP 
negativ  ist,  hat  zur  Flache  das  Prodttct 
—  MMi .  MP,  gilt  also  für  negativ,  wie  dies 
auch  durch  seine  entgegengesetzte  Lage  an- 
gezeigt wird.  Dieselbe  Bemerkung  muss  sich 
auf  krummlinig  begrenzte  unterhalb  der 
Abscissenacbse  liegende  Flächen  erstrecken, 
weil  eine  Fläche  immer  als  Grenze  einer 
Bechiecksumme  angesehen  werden  darf  (§.  64). 
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Dieses  Resultat  sagt,  dass  die  beiden  Flächen  OÄB  und  ACD 
gleich  gross  und  von  entgegengesetztem  Zeichen  sein  mOssen;  man 
hat  in  der  That  fOr  die  erste  Fl&che  wegen  OÄ  =  p: 

Fläche  OÄB  =  —  |p«  =  —  |  .  OB  .  OÄ, 

was  mit  dem  Archimedischen  Satze  übereinstimmt.  Um  die  zweite 
Fläche  Ä  CD  zu  finden,  rechnen  wir  in  Nro.  6)  die  Fläche  F  vom 
Punkte  Ä  aus,  so  dass  F f&r  op  =  j»  verschwindet;  dies  giebt  rar 
Constantenbestimmung  0  =  —  \p^  -|-  CoMi.,  also 

Ar  »  =  p Vs  erhalten  wir  hieraus 

Fläche  ÄCD  =  Ip^, 

dem  Werthe  nach  mit  OÄB  übereinstimmend,  dem  Zeichen  nach 
entgegengesetzt  Die  algebraische  Summe  der  Flächen  OÄB  und 
Ä  CD  ist  also  Null,  die  arithmetisdie  Summe  =  f p*. 

Einer  ähnlichen  Vorsicht  bedarf  es  in  dem  Falle,  wo  die  Gurre 
sich  sprungweise  innerhalb  der  gesuchten  Fläche  ändert;  auch  hier 
besteht  die  Fläche  aus  zwei  gesonderten  Theilen,  welche  einzeln  be- 
rechnet werden  müssen.  Wollte  man  z.  B.  die  über  der  Abscisse 
X  =:  2  a  stehende  Fläche  der  Curve 

5* 
y  = r-,  (b  und  a  positiv) 

(a  —  xy    ^  '^         ' 

ermitteln,  so  erhielte  man  ohne  jene  Rücksicht 

J  (a  —  xy       a—x  ^  ' 

und  weil  vom  Anfange  der  C!oordinaten  her  JP  =  0  wird  fürx  =  0: 


0  = f-  Omsi. 


also 


F-     *•            *'. 
a  — X         a 

und  endlich  für  d;  =  2a 

a           a 

2&* 
a 

Die  Unrichtigkeit  dieses  Resultates  erkennt  man  schon  daraus» 
dass  die  Curve  keine  negative  Flädie  haben  kann,  weil  die  Ordinate 
y  stets  positiv  ist.  Nun  besteht  aber  die  über  der  Absoisse  x  =  2a 
liegende  Fläche  aus  zwei  getrennten  aber  congruenten  Theilen »  in- 
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dem  y  fär  a;  =  a  discontinuirlich  wird  und  zu  x  =  a  +  **  ^^d  zu 
X  =  a  —  u  immer  dieselben  Ordinalen  gehören;  die  gesuchte  Flä- 
che ist  demnach  das  Doppelte  der  über  der  halben  Abscisse  a;=a — 0 
stehenden  Fläche  und  letztere 


a*-(a  — 0)  a  .    a 

also  überhaupt  unendlich  gross  und  positiy;  daher  ist  auch  2^=  oo. 

§.81. 
Quadraturen  in  Polarooordinaten. 

Wenn  die  Gleichung  einer    Curve  durch  die  Palarcoordinaten 
0F=^  r^^JPOX=d  (Fig.  48)  ausgedrückt  und  etwa  in  der  Form 
Fig.  48.  r  =  /(ö) 

dargestellt  ist,  so  kommt  es  darauf  an, 
die  Sectorfläche  ÄOF=Szu  ermit- 
teln,  welche  von  zwei,  der  Lage  nach 
bestimmten  Vectoren  und  der  Curve 
begrenzt  wird.  Wächst  nun  0  um 
^  FOPi  =^0^  so  nimmt  jSzu  um. 
die  Sectorfläche  POFi  =  ^S\  diese 
ist  einem  Ereissector  vergleichbar, 
welcher  denselben  Gentriwinkel  und 
einen  mittleren  Vector  OQ  zum  Radius  hat,  mithin  ist 

^8  =  \0Q^M    oder    ^  =  \'0Q^. 

ffierans  ergiebt  -  sich  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  gleichzeitig 
gegen  die  Null  convergirende  dO  und  dS 

folglich  umgekehrt 

1)  S  =  l  fr^dO  +  Canst. 

Die  Constante  wird  durch  die  Bedingung  bestimmt,  dass  S  =  0 
werden  muss,  wenn  0  den  Special werth  ^  AOX  erhält  Einige 
Beispiele  mögen  das  Gesagte  erläutern 

a.*    Die  Kegelschnitte.    Als  allgemeine  Polargleichong  die- 
ser Gnryen  hat  man  (§.  24,  S.  104) 
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mithin 


P 

^~  1  +  ecasO' 

°       *^  c/   (1  +ecos0)^  ^ 


wobei  die  drei  Falle  €  <  1 ,  «  =  1  und  «  >  1  zu  unterscheiden 
sind. 

Ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  mithin  6  <  1,  so  giebt  die 
Ausfuhrung  der  Integration  (§.  77,  Formel  16) 

•  ;    2(i-««)i+ 


g  =  ,,    ^'        aräan 
V  (1  —  «*)» 


(V 


—  $ 


+  B 


BcasO' 


wobei  es  keiner  Constante  bedarf,  £alls  der  Sector  von  der  grossen 


Fig.  49. 


Achse  an  gerechnet  wird  {ÄFF=  S), 
also  gleichzeitig  mit  0  verschwinden 
muss.  Man  kann  der  obigen  Fonnef 
eine  viel  einfachere  Gestalt  verleihen, 
wenn  man  p  durch  a  und  B  aus- 
drückt und  einen  neuen  Winkel  oi 
einfährt,  der  dadurch  entsteht,  dass 
die  Ordinate  MF  (Fig.  49)  verl&o- 
gert  wird,  bis  sie  den  mit  a  beschrie- 
benen Kreis  in  Q  schneidet,  und  Q  0 
gezogen  wird.  Für  ^^  ÄOQ  =  o 
ist  n&mlich 

acosa  —  a€  =  rcosd 

oder  wegen  a  =  |> :  (1  —  s^)  und  vermöge  des  Werthes  von  r 

COSG)  —  B  COsd 

1  —  6«  1  +  e  cosß  ' 

daraus  leitet  man  ohne  Mühe  folgende  Gleichungen  ab: 


cosd  = 


COSa  —  B 


1  —  BC08&^ 

tanie  =  y\ 


sinO  = 


Vi  — g'mo 
1  —  Bcosa 


—  cosO 


-vm 


ton}®, 


-{-cosd 
mittelst  deren  sich  ergiebt 

8  =  |a«Vl— «*(»  — ««tno), 

wo  aYl  —  e'  die  kleine  Halbachse  der  Ellipse  bedeutet.  Ist  nun  0 
gegeben,  so  geschieht  die  Quadratur  des  Seotors  8  auf  die  Waise» 
dass  man  erst  a  mittelst  der  Formel 


i 
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1)  tonjo  =  1/  YTl*«»iÖ 

bereclinei  und  nachher  8  mittelst  der  Formel 

2)  S  =  |ab(i»  — fistno). 

Die  Fälle  €  =  1  und  €  >>  1  gestatten  eme  ähnliche  Behand- 
lung, die  aber  zu  weniger  eleganten  Resultaten  führt. 

b.    Die  Lemniscate.     Aus  der  Gleichung  (S.  106) 

ergiebt  sich  sofort 

3)  B  =  \a^8in2e, 

wobei  es  keiner  Integrationsconstante  bedarf,  wenn  man  den  Sector 
mit  ö  =  0  anfangen  lässt,  also  =  ÄOF  setzt  (Fig.  50).  Für 
0  =  lyt  erhält  man  die  Fläche  eines  Lemni8catenquadranten  =  |a'; 
die  ganze  Lemniscate  hat  demnach  dieselbe  Fläche  wie  ein  über  OA 
construirtes  Quadrat. 

Fig.  6a        ,  Fig.  51. 


c.  Die  Ereiseyolyente.  Betrachtet  man  den  Wälzungs- 
winkel  AOQ=^(o  als  unabhängige  Variabele,  so  gelten  die  auf  S.  107 
entwickelten  Formeln 

r«  =  a«(l  +  o«),      de  =  j^^^da, 

and  nach  diesen  ist,  wenn  man  unter  8  den  mit  a  gleichzeitig  ver- 
achwindenden  Sector  ÄOF  versteht  (Fig.  51), 

Um  diesem  Ausdrucke  eine  geometrische  Bedeutung  unterzulegen, 
emchten  wir  im  Endpunkte  des  Yectors  auf  diesem  eine  Senkrechte, 
welche  die  verlängerte  PQ  m  B  schneidet;  es  ist  dann  JPQ  =  am, 
Q22  =  aci>,  mithin  der  Sector  Ä  OP  gleich  dem  dritten  Theile  der 
Dreiecksfläche  PQB. 

Aendert  ajch  der  Badiusvector  irgend-  einer  Curve  sprongweis 
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innerhalb  des  zn  quadrirenden  Sectors,  so  besteht  leisterer  aus  swei 
oder  mehr  getrennten  Sectoren,  deren  Flftchen  einsein  sa  berech- 
nen sind« 


§.82. 


NäherongBweise  Quadraturen. 


Unter  Voraussetzung  rechtwinkliger  Goordinaten  sei  (in  Fig.  52) 
AB  die  Basis  einer  Gunrenfläche   ABDCf   GM  =«  irgend  eine 

Fig.  52. 


Abseisse  und  MP  =  y  =f(x)  die  zugehörige  Ordinate;  theflen  wir 
AB  in  n  gleiche  Theile  und  ziehen  durch  jeden  Theilpunkt  eine 
Ordinate»  so  zerfällt  die  Fl&che  jlJ?D(7=  ITinn  Streifen«  die  sich 
auf  verschiedene  Weise  näherungsweis  quadriren  lassen. 

Das  Einfachste  ist,  die  genannten  Streifen  als  Rechtecke  sa 
betrachten,  welche  den  nten  Theil  von  AB  zur  gemeinschaftlichen 
Basis  und  die  verschiedenen  Ordinaten  su  Höhen  haben;  setzen  wir 

~'AB  =  h  und  bezeichnen  die  Ordinaten,  welche  den  Abscissen 
n 

OA,  OA  -t~  K  OA  +  2^  etc.  entsprechen,  der  Reihe  nach  mit  jfoi 

yit  Pf  ^tc«  M  erhalten  wir  folgende  Näherungsformel 

1)  ü  =  Ä(yo  +  yi  +  yj  H +  y«-i). 

Eine  etwas  grössere  Genauigkeit  wird  dadurch  erreicht,  das8 
man  die  einzelnen  Streifen  als  Trapeze  berechnet,  was  darauf  hinaus- 
kommt, die  n  einzelnen  Stücke  des  Bogens  CPD  als  gerade  Linien, 
mithin  den  Bogen  selbst  als  gebrochene  Linie  anzusehen;  dies  giebt 
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and  bei  gehöriger  Zttsammenziehang 

2)  v  =  Ä(|yo  +  yi  +ya  +  •••  +  y»-!  +  i»iO- 

Bedeutend  grösser  wird  die  Ann&herung,  wenn  man  die  ein- 
seinen Stücke  des  Bogens  (7PJD  als  krumme  Linien,  und  zwar  am 
einfacKsten  als  parabolische  Bögen  ansieht.    Zu  diesem  Zwecke  nimmtx 
man  für  n  eine  gerade  Zahl  und  denkt  sich  die  Endpunkte  je  drei 
siif  einander  folgender  Ordinaten 

yot^if^s;    s^3«sf8>V4;   Sf4«  y«»  i^e ;  etc. 

durch  Parabeln  verbunden ,  deren  Achsen  parallel  zur  jf-Achse  lie- 
gen'*). Die  Flftche  ü  besteht  dann  aus  \n  parabolischen  Doppel- 
streifen, welche  nach  Formel  3)  in  §.  80  leicht  zu  quadriren  sind; 
man  erhält 

l7  =  |Ä(yo+4yi+y2)  +  iÄ(y2  +  4ya+y4)  +  •••• 

+  iÄ(y«-2  +  4yn-.i  +  y«) 

oder 

3)        tr  =  |Ä[yo  +  4(j/j+y3+y5+---  +  yi^-i) 

+  2(^2+^4 +ye  + l-yii-2)  +  yj, 

welche  Formel  unter  dem  Namen  der  Simpson 'sehen  Regel  be- 
kannt ist. 

Um  den  Genauigkeitsgrad  der  Formeln  1),  2)  und  3)  benrtheilen 
vx  können,  untersuchen  wir  noch,  zwischen  welchen  Grenzen  der 
Fehler  liegt,' den  man  bei  Anwendung  der  genannten  Formeln  be- 
geht. Nennen  wir  T{x)  die  Fläche,  welche  Yon  der  festen  Ordinate 
(rli  bis  zu  irgend  einer  Ordinate  JlfP  =  y  =  /(a?)  reicht ,  so  ist 
der  Flächeninhalt  des  zwischen  den  Ordinaten  /(x)  und  /(o;  4*  ^)  ^^e- 


*)  Die  Möglichkeit  dieser  Construction  erhellt  auf  folgende  Weise. 
Die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Achse  ||  0  F  liegt,  ist  im  Allgemeinen 

wobei  o,  ß  die  Coordinaten  des  Scheitels  sind,  und  9  den  Parameter 
bezeichnet.  Soll  diese  Parabel  durch  drei  gegebene  Punkte  {q^Jo»  ^1^» 
^^  gehen,  so  müssen  0,  /9,  9  den  drei  Gleichungen 

^_,=(!^^  ^-/,=«L^\  ,.-/.=<A^ 

genügen;  diese  liefern  aber  jederzeit  reelle  Werthe  für  a,  f  und  q. 
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genden  Streifens  =  F(x  +  h)  *^  F(p)9  D>ch  dem  Taylor'schen 
Satze  hat  man  femer  bei  einstweiliger  Weglassang  des  Restes 

F(x  +  Ä)  —  F(x)  =  hP(x)  +  }Ä«F'(«)  +  JÄ»F"'(J?)  +  .  . . 

oder,  weil  !?*(«)  =^/(aj)  ist, 

F(x  +  h)  -  F(x)  =  hf(x)  +  lhV'(x)  +  }»»/'(«)  +  •  •  • 

Als  Inhalt  des  Trapesest  dessen  parallde  Seiten  /(x)  undf(x  +  k) 
sind,  und  welches  h  aar  Höhe  hat,  ergiebt  sich 

\hu(x)  +  f{x  +*Ä)]  =  hf(x)  +  \h^f{x)  +  }Ä»r  («)  +  •  -  • 

mithin  als  Differena  beider  Fl&ehen 

Fi^x  +  Ä)  -  F(x)  -  iA|y(«)  +  /(*  +  »)] 

=  -  ÄÄ'[Är(«)  +  J*»/"'(»)  +  S»»/^(*)  +  •••]• 

Die  eingeklammerte  Reihe  stimmt  in  ihren  beiden  ersten  Gliedern 
überein  mit  der  Entwickelang 

f^^  +  Ä)  -/(x)  =  A/'(«)  +  JA»/"(«)  +  J»'/^(*)  +  •  •  •. 
daher  ist  darch  Addition 

Fix  +  A)  -  F(*)  -  \h  [/(«)  +>(*  +  Ä)]  +  iA»  I/(«  +  A)  -/(«)] 

=  ^Ay''(«)  +  ni5»y''(«)  +  •  •  •  • 
Um  die  Summe  der  noch  Übrigen  Reihe  direct  zu  finden,  setzen  wir 

4)        9  (A)  =  F(x  +  A)  -  P(*)  -  I A  [/(»)  +  f{x  +  A)] 

und  differenziren  diese  Gleichung  mehrmals  in  Beziehung  auf  &;  dies 
giebt 

+  ÄÄy"  (*  +  *). 

+  ***/"(* + »), 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Functionen  F(i^),  F^  (j)  =/(#% 
f(ß\,».  f^  {$)  stetig  und  endlich  bleiben  von  ir  =  a;bisiff  =  ap-{-A, 
sind  9(A),  9>'(A)«  9>"(A)  und  q>'"(h)  gleichfalls  oontinuirlich  and 
endlich  von  A  =  0  bis  A  =  A,  und  dann  lassen  sich  die  Formeln 
2)  und  3)  auf  Seite  207  in  der  Weise  anwenden ,  dass  man  a  =  0, 
n  =  3  setzt  und  9  statt  /  schreibt,  wodureh  entsteht 
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fp(h)  =  9(0)  +  hfp'iO)  +  Ih^v'^O) 

.  »W  -  »(0)  (Lz^VIWäi 

^        ^'(%h)       '  2 

Nimmt  man  die  willkürHclie  Function  flf(h)  =f"{x  -(-  ^)»  wo  nun 
f*'"  {x -\' h)  keinen  Zeichen  Wechsel  erleiden  darf,  während  h  von  0 

bis  h  wftdist,  und  beachtet  man  femer,  daas  9>(0),  9'(0X  9>'^(0)  Ter* 

schwinden,  so  erh&lt  man 

g,(Ä)==  ^-i:=Ä![/"(a:  +  Ä)_/"(af)]ÄV 

Das  Maximum  von  (1  —  d)*'0'*  ist  -r-z ,  daher  kann 

16 

gesetzt  werden,  wo  s  einen  nicht  nfther  bekannten  positiven  eehten 
Bruch  bezeichnet  Durch  Vergleich  von  Nro.  4)  mit  Nro.  Ö)  ergiebt 
sich  nun  folgendes  Resultat 

F{x  +  Ä)  -  F(x)  =  \h[/ix)  +  fix  +  Ä)l 

+  iif£Ä«iy"'(x+Ä) -/"(«)] 

worin  die  beiden  letzten  Summanden  rechter  Hand  die  Differenz 
«wischen  dem  Flächenstreifen  und  dem  Trapez  angeben. 

Wir  nehmen  der  Reihe  nach  x  =  a^  a  -f-  ^»  a  -)-  2^,  .  .  . 
a  -f~  (m  — 1)A  und  addiren  alle  entstehenden  Gleichungen;  die 
Summe  ist 

7)  Fia-^nh)  —  F(a) 

=  »ß^(a)  +  f(a  +  h)  +  •  •  •  +  /(a+lT^rih)  +  J/(a  +  nÄ)] 
-  h^'[f(a  +  nh)  -f(a)]  +  ^h^8; 

dabei  wurde  zur  Abkürzung  gesetzt 

8)  S=«6[/"'(a  +  Ä)-/'"(a)]+«i  [/" («+2 Ä) -/"'(«  + »)]  +  ••• 

•  •  •  +  «^,[/"(a+n»)  -/"'(o+irriÄ)]. 

und  es  bedeuten  hierin  £of  ^i»  •  •  •  ^w-^i  nicht  näher  bestimmte  po- 
sitive echte  Brüche.  Zur  Gültigkeit  der  Formel  gehört  femer ,  dass 
/""(«)  von  a;  =  abisd;  =  a  +  nh  keinen  Vorzeichen  Wechsel  er- 
leidet, $iBof'"(x)  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt.    Eben- 
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deashalb  beträgt  S  weniger  als  Daiyenige,  was  ans  Nro.  8)  tfta 
So  =  €i     .  •  =  Cn—i  =  1  hervorgeht,  cL  h.  man  kann 

9)  S=Ql/"{a  +  nh)-na)] 

setzen,  wo  p  einen  positiven  echten  Brach  bezeichnet. 

h  — a 
Ist  nun  a  -\'  nh  =^  h,  mithin  h  =  -= ,  so  repräsentirt  die 

tt 

linke  Seite  von  Nro.  7)  den  genauen  Werth  der  Fl&che  17,  welche 
zwischen  den  Ordinaten  f(ä)  und  /(5)  liegt;  rechter  Hand  ist  /(a) 
=  yof  /(»  +  Ä)  =  yi  u.  s.  Wn  also 

10)  ü  =  Ä^yo  +yi  +  y*  +  •••  +  y— 1  +  bn) 

Der  Vergleich  mit  Nro.  2)  zeigt,  welche  Correction  für  eine  genauere 
Rechnung  nöthig  ist  Sollte  die  Bedingung,  dass/^(a;)  von  x  =  a 
bis  o;  =  &  sein  Vorzeichen  behalten  muss,  nicht  erfüllt  sein,  so  kann 
man  die  Fläche  leicht  in  kleinere  Stücke  so  zerlegen,  dass  innerhalb 
jedes  einzelnen  Stückes  die  genannte  Bedingung  erfÜUt  ist. 

Um  den  Genauigkeitsgrad  der  Simpso naschen  Regel  kennen 
zu  lernen,  benutzen  wir  wieder  die  Formel  7)  und  zwar  auf  zweierlei 
Weise.  Zuerst  nehmen  wir  m  =  2m  und  bezeichnen  den  entspre- 
chenden Werth  von  Q  mit  Qi\  nachher  lassen  wir  in  Nro.  7)  m  au 
die  Stelle  von  «  und  zugleich  2^  an  die  Stelle  von  h  treten«  wobei 
^2  der  zugehörige  Werth  von  Qk  sein  möge;  die  zweite  Gleichung 
snbtrahiren  wir  von  dem  Vierfachen  der  ersten  Gleichung  und  divi* 
diren  den  Rest  durch  3;  es  ist  dann 

F(a  +  2mh)  —  Fia) 


=  jÄ[/(a)  +  4/(a  +  Ä)  +  4/(a  +  3Ä)  +  ...  +  4/(a  +  2m  — 2») 
+  2/(a  +  2Ä)+2/(a  +  4Ä)  +  •••  +  2/(a  +  2m—  2h) 

+  /(a  +  2mA)] 
+  5k(Pi  - P.)Ä^iy'"(«  +  2mÄ)  -/"(a)] 
oder  aaeh,  wenn  n  f&r  2  m  geschrieben  wird 
11)  l7  =  jÄ[yo  +  4(jri+».+»6+--+y..-0 

+  2(y, +y4+y«H l-y.»-i)  +  yj 

worin  Q  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bezeichnet 
Der  letzte  Ausdruck  liefert  für  ^  =  —  1  und  ^  =  -|-  1  die  Oreosen 
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swischen  denen  der  bei  der  Simpson'schen  Regel  begangene  Fehler 
liegt 

Die  Formeln  zur  nAhernngsweiflen  Quadratur  enthalten  sugleich 
die  Mittel  zur  nftherungsweisen  Berechnung  bestimmter  Integrale, 
weil  nach  §.  64  die  Flache  ÄBDC  =  U  durch  das  bestimmte 
Integral 


J 


b 
f{x)dx 


aasgedrückt  wird. 


§.83. 


Bectifioation  ebener  Corven  in  Parallelooordinaten. 

Bereits  im  §.  20  wurde  gezeigt,  dass  ein  Curyenbogen  PPi  um 
so  eher  mit  der  gleichnamigen  Sehne  verwechselt  werden  darf,  je 
näher  die  Punkte  P  und  Pi  an  einander  liegen ,  und  dass  folglich, 
wenn  areCP  =  8  gesetzt  wird,  bei  rechtwinkligen  Goordinaten 

1)  ds  =  V  dx^  +  dy^ 

ist;  nach  demselben  Prinzipe  erhfilt  man  bei  einem  schiefwinkligen 
Systeme,  dessen  Goordinatenwinkel  y  heissen  möge, 

2)  d s  =  y  dx^  4-  dy^  +  2dxdycosy. 

Gewöhnlich  betrachtet  man  x  als  unabhingige,  y  als  abhängige  Ya* 
nabele  und  schreibt  demgemäss 

die  Formel  2)  wird  dann 

da  =  Vl  +  ^^  +  2ifco8Ydx, 
und  daraus  folgt  durch  Integration 

3)  s  =  y^Vl  +  y'«  +  2^co8y  dx. 

Die  willkflhrliche  Constante  bestimmt  eich  dadurch,  dass  man  fest- 
setzt, von  welchem  Anfangspunkte  C  aus  der  Bogen  8  gerechnet 
werden  soll;  es  muss  nämlich  5  =  0  werden,  wenn  fOr  d?  dieAbscisse 
des  Punktes  C  genommen  wird. 

Bohlfimiloh,  Analyiii.  25 
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a.  Die  Parabel  In  Beziehung  auf  ein  rechtwinkliges  Goor- 
dinatensystem,  dessen  Anfang  der  Scheitel  und  dessen  x- Achse  die 
Scheiteltangente  ist,  lautet  die  Gleichung  der  Parabel 

und  nach  Formel  3) 

•  =/V'+(f)''"  =  7-/^^»"'+^"" 

oder  bei  Ans^tihning  der  Integration   • 

s  = —\\x'V  p*  +  X*  +  Jp«l(«+Vj>»+a;*)  +  Cma\' 

Wenn  der  Bogen  im  Scheitel  anfangen  soll,  so  muss  s  =  0  werden 
für  o;  =  0;  dies  giebt 


0  =  -^^l)«J(p)  +  Gmsf.j 


und  durch  Elimination  der  Constante 


4)  »  =  jJ£lS±B+,,(l±iS^)j. 

b.    Die  Ellipse.     Unter  Benutzung  des  gewöhnlichen  Coor- 
dinatensystems  hat  man 


ö  aVa^  —  x^ 

und  wenn  lor  Abkürzung  die  numerische  Excentricitfit 


a 
gesetzt  wird«  so  findet  sich  leicht 


=  a 


In  geschlossener  Form  lasst  sich  diese  Integration  nicht  ausführen, 
und  daher  muss  man  s  durch  eine  unendliche  Reihe  darstellen.  Be- 
nutzt  man  zur  Yereinfachung  die  Substitution  «  =  a£,  so  wird 


8 


= «/i/W«. 


und  hier  lassen  sich  alle  die  Transformationen  anwenden,  welche  in 
S.  74,  b.  gezeigt  wurden.    So  ist  nach  Formel  6) 


in  Parallelcoordinaten. 
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a 


2 


—  =  CkmsL  +  üi  —  -:^««  — ^-r*.€4  _^iz^-r^£«  —  . . . 


2    4 


1.8  t7s 


Oi  =  arcsin^^    17«,  = 


2.4  6 

m 

oder  yermSge  des  Werthes  fön  £ 

aj                  m— 1                  «"»-^Va*  — «* 
— .    ^«  =  — :—  ^«-a 


CTo  =  arcstn 


m 


ma^-^^ 


Yerateht  man  unter  8  den  vom 
Endpunkte  der  kleinen  üalbacliBe  an 
gerechneten  Bogen  BP  (Fig.  53),  so 
müssen  x  und  8  gleichzeitig  vor* 
schwinden;  nun  ist  für  x  =  0 

Do  =  0,    Ui  =  0,    ü;  =  o,.... 

mithin  Cansi.  =  0,  daher 


Ct\     .  Frr  ^«    ,  1      öi     .        1  .  3  Oi     .  1 


Zur  praktischen  Berechnung  werden  die  Formeln  fär  ITs,  0*4  etc. 
bequemer,  wenn  man  den  Winkel  OOQ  =  g>,  die  sogenannte  Am- 
plitude, einftüirt;  es  ist  dann  x  =  a8in(Pf  £  =  jrtnqp,  mithin 

X 

8in<p  = 

7) ; 

Uo  =  9i     ^«  = 


a 


B  =  a  rVl  —  8*'8m^q>d(p, 
(m — l)cra,-i  —  8in^^^ipco8(p 


m 


Für  n;  =  a,|=  l,9  =  |)r  erhält  man  die  Länge  des  EUip- 
lenquadranten,  welche  E  heissen  möge.  Die  Werthe  von  ü^f  üi^  Ü4 
etc.  gestalten  sich  dann  sehr  einfach,  nämlich 

ar        __  1    _  1     « 


Di  = 


TT  ^       TT     —        ^ 

— .     U,  =  —Uo-'Y'2 


S    _         1  .  3  jr 


„         1.3.5a 

Di  =  ;^ — - — -  -:^  u.  8.  w. 


>•  •  •}  • 


2.4.6  2 

folglieh  üt  nach  Kro.  6) 

ox  »     1       (,       /  1  V  «*       /l  •  8V  «*       /1.8.6V 

Auf  ihnHdie  Weise  lassen  sich  die  übrigen  in  §.  74,  b.  entwickelten 

Formeln  benutaen,  um  Reihen  für  8  oder  E  su  gewinnen. 

26* 
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G.    Die  Hyperbel.    Geht  man  von  den  Gleichungen 

ans  nnd  setzt 


hx 


aYa^nr^t 


Va»  +  6« 


80  erhfilt  man 


=fV¥^"- 


Diese  Gleichung  tranaformiren  wir  durch   Einführung   eines  Hülfs- 

winkels,  der  auch  bei  der  Construction 
der  Hyperbel  gute  Dienste  leistet  (Fig. 
54).  Beschreibt  man  nftmlich  um  den 
Mittelpunkt  der  Curve  zwei  concentri- 
sche  Kreise  mit  den  Radien  OÄ  =  a^ 
OB  =  ÄC  =:h,  zieht  femer  irgend 
einen  gemeinschaftlichen  Radius  OUV 
unter  dem  Winkel  ÄOü=:if  und  legt 
femer  in  ü  und  V  an  jene  Kreise  die 

Tangenten   ÜM^  VN^  so  ist 
0M=  x^=  asecify  und  die  Gleichung 
der  Hyperbel  giebt  y  =  htanif^  d.  h. 
MF  =  NV;  femer  wird 


=  a  /  V  B^  —  cos^ifsec^ifdtlf  =  as  J — T^V  1  — 


cos^^ 


Wegen  s  >>  1  ist   der  Quotient 


costif 


1  und  daher  kann  folgende 


ReihenentwiekelQng  Yorgenommen  werden: 


8 


z=  as  I  - 

J  i 


dif 


1  — 


1   cos*^ 


1     eas^if 


2.4     £« 


.     •     •!     • 


cos*^(~        2 
Setzt  man  zur  Abkürzung 

so  wird  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder 

j^^^  ^        2s  2   46»        2.466»  I 

and  zwar  geschieht  die  Berechnung  der  Integrale  Fqi   Fs,   F4  etc. 
nach  folgenden  Formeln: 


9) 


Fo  =  *.     F„  = 


in  Parallelcoordinaten. 

stnifcas^"^^  +  (fn —  1)7«,-! 
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m 


wie  man  mittelst  der  fünften  Oleichong  in  §.  77,  Kro.  3)  leicht  fin« 
det»  Bechnen  wir  den  Bogen  8  vom  Scheitel  der  Hyperbel  aoB,  so 
wird  s  =  OfQrx  =  a,  d.  h.  fQr^  =  0;  in  diesem  Falle  ver- 
schwinden alle  V  nnd  es  wird  Const.  =  0,  mithin 

1A^  {    ^     ^         ^0  1     F,  1.3   F4 

Die  YerlängeruDg  der  Ordinate  MP  schneidet  von  der  Asymp- 
tote eine  Strecke  OQ  =  ß  &\  deren  Grösse  ist 

Va^  +  h^ 


•  •  •#  • 


0  = 


X  =  8x  =  a€8ecifi 


vermöge  der  goniometrischen  Formel 

secif  —  tanif  =  tan(\yt  —  |^) 
erhält  man  als  Differenz  zwischen  OQ  und  arcÄP 
M  —  8  =  aetan{\x  —  5^) 

^   2a  r®  ^    2    2«»  ^  2  .  4  3«*  ^ 
Bei  unendlich  wachsenden  x  convergirt  t  ge^en  die  Grenze  l^r,  zu- 
gleich wird 


mithin 


r,= 


F«  = 


2^ 
2 


2" 


F4  = 


1.3  n 
2T4T 


eta 


"'^(— )  =  77l'  +  (T)'l1T  +  (|iD*5^  + 


•     •     •  f    • 


Fig.  6ö. 


Kurz  ausgedrückt,  ist  demnach  der 
Unterschied  zwischen  der  ganzen 
Asymptote  und  der  ganzen  Hyperbel 
eine  Linie  von  endlicher  Grösse. 

d.  Die  Cycloide.  Wie  in 
§.21  sei  der  Scheitel  C  der  An« 
fangspunkt  rechtwinkliger  Coordi- 
naten  (Fig.  55);  es  ist  dann 


=V'- 


—  X 


X 


8 


=J  y  —ix  =  2V2ax  +  Consi. 
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Rechnet  man  auch  den  Bogen  8  vom  Scheitel  aus,  so  müs^  8  und  x 
gleichzeitig  verschwinden ;  dies  giebt  Const,  =  0  und 

12)  8  —  2V2ax, 

▼as  sehr  leicht  zu  constmiren  ist.  Für  «  =  2a  folgt,  dass  die 
obere  Hälfte  der  Cycloide  dem  vierfachen  Halbmesser,  also  die  ganze 
Gydoide  dem  vierfachen  Durchmesser  des  erzeugenden  Kreues  an 
Länge  gleichkommt. 


§.84. 
Beotifloatlon  ebener  Curven  in  Polarooordinaten, 

Nach  Formel  7)  in  §.  23  wird  das  Bogendifferential  einer  auf 
Polarcoordinaten  r  und  0  bezogenen  Curve  durch  die  Formel 

1)  '  d8  =  V(r(fö)»  +  dr^ 

ausgedrückt,  welche  in  dem  Falle,  wo  0  die  unabhängige  Yaziabele 
ist,  zur  folgenden  wird 

2)  Js  =  Vr«  4-  ^'^ö- 
Durch  Integration  ergibt  sich  hieraus 


3) 


8=  fVr^  +  t^'dfl; 


Fig.  W. 


mithin  ist 


die  willkührliche  Constante  des  In- 
tegrales  wird  hier  durch  die  Bedin- 
gung bestimmt,  dass  s  =  0  werden 
muss,  wenn  0  deigenigen  speciellen 
Werth  (Z  ^OZ  in  Fig.  56)  erhält, 
welcher  dem  Anfangspunkte  des  Ro- 
gens entspricht 

a.    Die  Spirale  des  Archi- 
med  es  hat  zur  Gleichung 

4)  r  =  ae,     f^  =  a. 


8 


oder 

wobei  es  keiner  Gonstanten   bedarf,  wenn  0,  r  und  s  gleidueitig 
verschwinden  sollen. 
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b.  DieCardioide  wird  durch  folgende,  geometruoh leicht  zu 
constmirende  Gleichmig  ausgedrückt 

6)  r  =  6(1  +  CO80),      f'  =  —  hstnO; 
es  ist  daher 

8  =  h  fv  2(1 +0080)  dO  =  21  Cca8\ede 

oder 

7)  8  =  4l>stnjfl; 

eine  Constante  ist  nicht  hinzuzufügen,  wenn  s  =  0  werden  soll  -für 
6  =  0.  Für  0  =z  n  ergiebt  sich  die  Länge  der  halben  Cardioide 
=  45,  mithin  die  Länge  der  ganzen  Cnrve  =  85. 

c.  Die  Ereisevolyente  hat  nach  §.24,  YIL  zwei  Gleichuigen, 
aus  denen  folgt 

Fig.  67.  a»        , 

d8  =  aGid(o\ 

l&sst  man  den  Bogen  8  im  Punkte  A 
anfangen,  so  wird 

8)  8  =  Ja©», 

d.  h.  arcAP  =  \QB  in  Fig.  67. 


§.86. 
Beotifloation  doppelt  gekrümmter  Linien. 

L    In  Beziehiug  auf  ein  rechtwinkliges  Goordinatensjstem  ist 
naoh  Formel  6)  in  §.  26 

1)  d8  =  V  dx^  +  dy»  +  ds^\ 

denkt  man  sich  die  Curve  durch  ihre  Projectionen  auf  die  Ebenen  xy 
vaiA,xg  dargestellt,  so  wird  sie  durch  zwei  Oleichungen  von  den  Formen 

y=9(«)i        ß  =  if{x) 
ausgedrückt,  worin  x  die  unabhängige  Tariabele  ist,  und  dann  geht 
die  Gleichung  1)  über  in 

d8  =  Vl+y^  +  ZMa?. 
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Hieraus  folgt  augenblicklich 

2)  8  =jYTTV^T^dx\ 

die  Integrationsconstante  bestimms 
sich  durch  die  Bedingung,  dan 
S  =  0  werden  muss,  wenn  für 
X  die  Abscisse  des  Bogenanfanges 
gesetzt  wird« 

Beispielsweis  betrachten  wir 
den  Durchschnitt  eines  yerücal 
stehenden  parabolischen  und  eines 
senkrecht  dagegen  liegenden  cy- 
cloidischen  Cjlinders  (Fig.  58). 
Für  OL  =  x,  LN:=  y,  LN 
=  MP  :=  5  ist  nämlich 

'     X 

^  X 

wobei  t  den  Abstand  des  Brennpimktos  vom  Scheitel  der  Parabel  be- 
seichnet;  daraus  folgt 

oder 

s  =  2V{2a^-h)x, 

und  hier  ist  keine  Conetante  hinzu- 
zufügen, wenn  unter  8  der  Bogen 
OP  verstanden  wird.  Die  geometri- 
sche Bedeutimg  des  Werthes  von  a 
erkennt  man  leicht. 

II.  Nicht  selten  ist  der  Gebrauch 
eines  gemischten  Goordinatensyste- 
mes  vortheilhaft,  welphea  dadurch 
entsteht,  dasa  man  zwei  der  recht- 
winkligen Goordinaten  o;,  y,  ior  in  Po. 
larcoordinaten  umsetzt  und  die  dritte  Goordinate  unge&ndert  Iftsst 
Denken  wir  uns  (Fig.  59)  den  Radiusvector  OP  auf  die  xy-£bene 
projicirt  und  bezeichnen  diese  Projection  ON  mit  u  and  den  Win- 
kel NOX  mit  X,  so  haben  wir 


Fig.  59. 
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3)  x=:uco8X,      y  =  fisinx» 

dx^  +  dy^  =  (udxY  +  du*, 

wäbrend  s  nngestört  bleibt;  die  Formel  1)  wird  dann  zur  folgenden 

4)  ds  =  V(udxy  +  du*  +  de*. 

Snbstitnirt  man  die  unter  Nro.  3)  angegebenen  Wertbe  von  x 
nnd  y  auch  in  die  Gleichungen  der  Curve,  so  erhält  man  zwei  neue 
Gleichungen  zwischen  u,  %,  £;  eine  dieser  neuen  Goordinaten  wählt 
man  zur  unabhängigen  Variabelen  und  drückt  die  anderen  durch 
diese  aus,  so  dass  die  Formel  4)  rechter  Hand  nur  eine  Yariabele 
enthält  nnd  nachher  integrirt  werden  kann. 

Als  Beispiel  diene  der  Durchschnitt  eines  Rotationskegels  mit 
einer  Schraubenfläche,  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Achsen 
beider  Flächen  mit  der  jT-Achse  zusammenfallen.  Nennen  wir  y  den 
Winkel  zwischen  der  Kegelseite  und  £r- Achse,  c  den  Parameter  der 
Schraubenfläche,  so  haben  wir  in  rechtwinkligen  Goordinaten 

and  in  gemischten  Goordinaten 


X*  +  y*  =  B*tan*yi       -^  ==  tan 

X 


u  =  Btany^        j[  =  —  +;  msr, 

c 

wo  m  eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bezeichnet.     Hieraus  folgt, 
wemi  ß  als  unabhängige  Yariabele  betrachtet  wird, 

oder  kürser 


i.^V(^ 


ds 


=  ^!i2iy;rqr»ia,.     »  = 


c  siny 

nnd  durch  Integration,  indem  man  festsetzt,  dass  s  und  e  gleichzeitig 
Tcnchwinden  sollen, 

Wie  man  aus  §.  83,  Formel  4)  sieht,  lässt  sich  s  mit  dem  Bogen 
einer  gewiesen  Parabel  vergleichen. 

IIL  Um  endlich  eine  Formel  zu  gewinnen,  worin  die  gewöhn- 
lichen Ranmpolarcoordinaten  vorkommen,  setzen  wir  den  Radiusvec^ 
tor  0^  =  r  und  bezeichnen  mit  x  seinen  Neigungswinkel  gegen  die 
^y-Ebene  (^FON  =  r);  wir  haben  dann 

u  =  rcöST,      z  =  rsint 
du*  +  dz*  =  {rdx)*  +  dr* 
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miüiin  statt  Nro.  4) 

5)  ds  =  V(rco8zdx)*  +  (rdt)»  +  dr«, 

Mrie  sieh  anoh  direct  ans  der  Bemerkung  ergiebt,  dass  ds  als  die 
Diagonale  eines  Parallelepipedee  gelten  kann,  dessen  Kanten  rco8tdz% 
rdx  und  dr  sind.  Zum  Uebergange  von  x^  y^  b  za  r^  x^  %  dienen 
die  Formeln 

6)  x  =  f cosr  608Xf   y  =  rcosrwnxi   i»  =  r»tnr; 

au8  den  Oleichungen  der  Curve  in  rechtwinkligen  Coordinaten  erhält 


Fig.  60. 


man  mittelst  derselben  zwei  Glei- 
chungen zwischen  r,  t,  2*  wobei 
man  eine  der  letzteren  Grössen 
als  unabhängige  Yariabele  be- 
trachtet. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  den 
Durchschnitt  einer  Kugel  mit 
einem  yertical  stehenden  Gjlinder, 
dessen  Directriz  eine  Archimedi- 
sche Spirale  ist  (Fig.  60).  Die 
ursprünglichen  Gleichungen  mö« 
gen  sein 

«'  +  y*  +  '•  =  «'i  »  =  Hi 

in  räumlichen  Polarcoordinaten  ist  dann 

r  ^=  a^  acosx  =  bj, 

folglich,  wenn  t  als  unabhängige  Yariabele  angesehen  wird, 


a,==ay(^-^^^)\i.d 


und 


rl //asin 2rV 


+ 1  .  dr. 


Rechnet  man  den  Bogen  vom  letzten  Gurvenpunkte  D  aus,  so 
muss  die  Integrationsconstante  so  bestimmt  werden,  dass  5  =  0  wird 
fOr  T  =  0.  Das  Integral  ist  übrigens  leicht  in  eine  Reihe  zu  Ter- 
wandeln;  mittelst  der  Substitution  r  =  |gi  erhält  man  nämlich 

wobei  sur  Abkürsung 

a 

=  X 
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gesetzt  wurde«  Da  Xcoato  immer  ein  echter  Bruch  ist,  so  lässt  sich 
die  unter  dem  Integralzeichen  vorkommende  Wurzel  mittelst  des  bi- 
nomischen Satzes  entwickeln;  indem  man  die  Bezeichnimg 

einfilhrt,  erhält  man 

^  =  09,      &€^   = 

ff 

Für  7  =  J  TT  mithin  cd  =  )r  findet  man  die  Lftnge  des  ganzen 
Durchschnittes  DC7,  und  zwar  ist  sie  einerlei  mit  der  Länge  des 
Ellipeenquadranten,  welcher  aus  den  Halbachsen 

aVa^  +  4b« 
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constmirt  werden  kann« 


und  a 


§.  86. 

Die  Cubatur  begrenster  Volumina. 

Bereits  in  §.  1  (S.  22)  wurde  gezeigt,  dass  der  Differentialquo- 
tient eines  Volumens,  welches  sich  l&ngs  der  x- Achse  erstreckt,  in 
Beziehung  auf  x  genommen,  der  letzte  Querschnitt  desselben  ist;  be- 
zeichnen wir  demnach  i^it  V  ein  derartiges  Volumen  und  mit  U  den 
Querschnitt,  welcher  am  Ende  des  x  senkrecht  zur  a;- Achse  liegt  und 
hier  das  Volumen  begrenzt,  so  haben  wir  die  Gleichungen 

dV 

-^=17,        dr=Udx, 

und  hieraus  folgt 

1)  F=/l 

Die  Integrationsconstante  bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  fest- 
setzt, von  welchem  auf  der  a?-Achse  senkrechten  Schnitte  an  das  Vo- 
lumen gerechnet  werden  soll;  es  muss  nämlich  V  sich  annuUiren, 
wenn  fftr  x  die  Abseilte  des  An&ngsquerschnittes  genommen  wird. 
Als  Bebpiele  mögen  die  Flächen  zweiten  Ghrades  dienen. 

a.    Das  Ellipsoid  hat  bekanntlich  die  Oleidiung 

(f)' + (f)' + (7)"= -■ 


Udx. 
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der  Querschnitt  am  Ende  von  o?,  senkrecht  zur  o;- Achse  gelegt ,  ist 
hier  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  —  Va*  —  «'  und  — V  a'  —  x\ 

a  ck 

daher 

Nach  Nro.  1)  findet  sich 

5c 

a« 

wobei  es  keiner  Constante  bedarf,  wenn  das  Volumen  von  der  yr-Ebene 
an  gerechnet  wird ,  d.  h.  f üi*  o;  =  0  verschwindet.  Die  Formel  2) 
giebt  dann  das  Volumen  einer  Zone,  welche  in  der  Richtong  der  x 
die  Dicke  x  besitzt.  Für  x  ^=  a  wird  daraus  das  halbe  EUipsoid 
^=\näbc\  das  Volumen  des  ganzen  EUipsoides  ist  demnach ■=^ndbc^ 
d.  h.  gleich  dem  Volumen  einer  Kugel,  welche  das  geometrische  Mit- 
tel aus  den  Halbachsen  a,  b,  c  zum  Radius  hat. 

b.    Das  einfache  Hyperboloid  drücken  wir  durch  die  Glei« 
ohung 


2)  y=n^{fl^x  —  \x% 


(7y+(f)'-(f)'= 


aus  und  suchen  das  Volumen  der  Zone  von  der  Höhe  e.     Der  Hori- 
zontalquerschnitt am  Ende  des  e  ist  eine  Ellipse  aus  den  Halbachsen 

—  V  c«  +  iP«  und  —  Vc»4-i»«,  daher 
c  c 

und  nach  Formel  1),  wenn  x  durch  z  ersetzt  wird, 
3)  7=„^(cJ^^.i^»). 

Für  5  =  0  ergiebt  sich,  dass  die  Zone  von  der  Höhe  c  das 
Volumen  gsra 5c  besitzt  Gonstruirt  man  überhaupt  aus  den  drei 
Halbachsen  a,  5,  c  einen  elliptischen  Kegel  K^  einen  elliptischen  Cylin- 
der  C,  ein  HalbeUipsoid  E  und  die  vorhin  erwähnte  hyperboloidische 
Zone  £,  so  gilt  für  die  Volumina  dieser  Körper  die  Proportion 

Kl  C:  El  H=  1:2:3:4; 

der  bekannte  Satz  des  Archimedes  repr&sentir^  hiervon  den  specieUen 
Fall  a  =  5  =  c  mit  Weglassung  von  H. 

0.    Das  getheilte  Hyperboloid  hat  zur  Gleichung 


-fö"  -  (i)* + (7)*=  •• 
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und  seia  HorizontalqtierBcbiiitt  in  der  Höhe  jbt  ]>  o  ist  eine  Ellipse 

mit  den  Halbachsen  —  V  jji  —  c»  nnd  —  V^«  — c»,  daher 

c  e 

nnd  nach  Formel  1),  wenn  e  fOx  x  geschrieben  wird« 

F  =  3r  -^  d*»  —  c«0  +  ConsL). 

Rechnen  wir  das  Volnmen  vom  Scheitel  der  Fläche  aus,  so  muss 
V  =  0  werden  fCa  g  =  C]  daraus  folgt  Const.  =  |c», 

4)  r=n^(iB^^eU  +  lc*\ 

and  nun  bedentet  V  das  Volumen  einer  Kappe  von  der  Höhe  0  —  c 
Für  £  =  2c  ergiebt  sich,  dass  die  Kappe  von  der  Höhe  c  das  Volu- 
men I  n  ahc  besitzt. 

d.  Das  elliptische  Paraboloid  hat  zur  Gleichung 

x^         v' 

T  +  T  =  "-' 

sein  Horizontalquerschnitt  in  der  Höhe  £  ist  eine  Ellipse  mit  den 
Halbachsen  V  2az  und  V^2  &jer,  daher  ü  =  2  sr  Vaft  .  e  und 

5)  V—n:Val.e^=:\Ug, 

wobei  es  keiner  Constante  bedarf,  wenn  unter  V  das  Volumen  einer 
Kappe  von  der  Höhe  e  verstanden  wird.  Dieses  Volumen  kommt 
der  H&lfte  des  umschriebenen  elliptischen  Cylinders  gleich;  hierin 
liegt  das  stereometrische  Seitenstück  zu  der  von  Archimedes  ge- 
gebenen Quadratur  der  ParabeL 

e.  Das  hyperbolische  Paraboloid  mag  durch  die  Gleichung 

a  0 

charakterisirt  werden;  sein  Querschnitt,  in  der  Entfernung  x  senk- 
recht zur  or-Achse  gelegt,  ist  eine  Parabel,  von  welcher  die  a;^-£bene 
ein  begrensstes  Stück  abschneidet.  Betrachten  wir  nur  das  über  der 
opy- Ebene  liegende  Volumen,  so  ist  U*  jenes  Stück  und 


ü=  2  .  —  ——  •  Ä  1/  —  , 
3    2a         Y    a  ' 


mithin 
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Das  oberhalb  der  rcy- Ebene  vom  Scheitel  bis  zam  Qaerschnitte 
ü  reichende  Yolnmen  beträgt  hiemach  ein  Yiertheil  des  umschriebe- 
Den  parabolischen  Cylinders. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Formel  1)  in  dem  Falle,  wo  die 
Begrenzusgsfläche  des  Volumens  durch  Umdrehung  einer  ebenen 
Corye  um  die  o;- Achse  entstanden  ist.  Der  Querschnitt  V  bildet 
dann  einen  Kreis,  der  die  Ordinate  der  Curye  zum  Eadios  hat,  und 
wenn  wir  diese  zur  Abscisse  x  gehörende  Ordinate  wie  gewöhnlich 
mit  y  bezeichnen,  so  liaben  wir  U  =  ny^  und 


7) 


=  '/ 


y^dx. 


Im  Fall  der  Abscisse  x  zwei  Ordinaten  yi  und  y^  ^  ^i  ent 
sprechen,  welche  entweder  zu  derselben  Corve  oder  zu  zwei  verschie- 
denen Curven  gehören  können,  so  beschreibt  bei  der  Umdrehung  die 
Strecke  y^  —  yi  einen  Kreisring,  dessen  Inhalt  ü  =  3r(y '  —  yf) 
ist;  das  Volumen  des  ringförmigen  Rotationskörpers  bestimmt  sich 
dann  durch  die  Formel 


8) 


F=  «  /"(yl  — yi^rf«. 


Als  Beispiel  diene  die  Cubatur  des  Körpers,  welcher  entsteht, 
wenn  ein  mit  dem  Radius  a  beschriebener  Kreis  um  eine  Gerade 
gedreht  wird,  deren  Entfernung  vom  Kreismittelpunkfe  =  e  ist. 
Nehmen  wir  die  Drehungsachse  zur  x- Achse  und  lassen  die  y- Achse 
durch  den  Kreismittelpunkt  gehen,  so  haben  wir  als  Gleichung  der 
rotirenden  Curve 

y  =  e±  V"a«  — «». 

Dabei  sind  die  F&lle  zu  unterscheiden,  ob 
die  Drehungsachse  ganz  ausserhalb  des  Kreises 
liegt  oder  ihn  schneidet,  d.  h.  ob  c  []>  a  öder  c 
<;  a  ist  Im  ersten  Falle  (Fig.  61)  sind  alle 
Querschnitte  Kreisringe  mit  den  Halbmessern 

yj  =c  +  Va«— «»,    yi  =c  —  Va«  — »«,. 
mithin  ist  nach  Formel  8) 


Fig.  61. 


V=  4  Ä  -fV  a»  —  ««  dx . 


oder 


r=  2ä  —  f  «V a«  —  x^  -f  a*arcsin  ~j- 
Einer  Constaaten  bedarf  es  nicht,  wenn  man  das  Volumen  Yon 
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X  =  0  ah  rechnet     Fftr  x  =  a  ergiebt  sich  der  Inhalt  des  halben 
Ringes  =  3r>a>c,  mithin  als  Inhalt  des  ganzen  Ringes 
9)  JB=2«»a»c. 

Fig.  62.  Im  zweiten  Falle,  den  Fig.  62  zeigt, 

sind  die  Querschnitte  theils  Yollkreise  theils 
Ereisringe,  je  nachdem  x  weniger  oder 
mehr  als  OD  beträgt;  der  ganze  Rotations- 
körper besteht  daher  aus  zwei  Theilen,  wel- 
che einzeln  zu  berechnen  sind.  Für  den 
ersten  Theil  ist 

' ''^  mithin  nach  Formel  7) 

r  =  «  /"(a«  -h  c»  —  Ä«  +  2cVa^  —  x^)dx 

oder  durch  Ausftihrung  der  Integration  und  Zusatz  der  Bedingung, 
dass  F  and  x  gleichzeitig  verschwinden  müssen, 

V=  3r|(a«  +  c«)aj  — 1«»  +  cxVa^  —  x^  +  a^carcsin  — j-    . 

Hieraus  ergiebt  sich  das  Volumen  der  von  der  Fl&che  BODE  he- 
sehriebenen  Zone  Z,  wenn  man  für  x  seinen  grdssten  Werth 

OD  =  Va^-'C^ 
setzt;  nach  gehöriger  Zusammenziehung  findet  man 

(  oa  a 

Um  zweitens  das  vom  Segmente  DE  AD  beschriebene  Volumen 
zu  ermitteln,  haben  wir  in  Formel  8) 

y,  =  c  -f  V  a«  —  «'  ,         yi  =r  c  —  V  a*  —  «' 
SU  neluaen,  wodurch 

7=  2xc\xy  a'^  —  sfl  +  a'^  aresin  —  +  ConstA 

wird,  und  die  Constante  so  zu  bestimmen,  dass  V  yerschwindet)  wenn 
X  seinen  kleinsten  Werth  OD  =  ya^^^  erhält;  dies  giebt 

0  =  2«c|cVa«  — c«  +  a^ aresin  *^^''^^'  +Cbiw*.| 
vnd  dordi  Subtradion  von  der  vorigen  Gleichung 
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4-  2jra'c(arcsm aresin 


Für  d?  =  a  erhält  man  das  yom  Segmente  DE  AD  beschriebene 
Volamen 

F,  =  ««a«c  —  3r{2c»Va»-.c«  +  a«carc«tn  *^^'"'^* 

(  o 

Das  Doppelte  von  Z  +  ^i  giebt  den  Inhalt  des  ganzen  Wul- 
stes; führt  man  noch  den  Winkel  OCD  =  y  ein,  indem  man 

=z  stny 

a  ' 

setzt,  so  findet  man 

10)  TF=  2«a«c(3r— y)  +  |«a(2a«4-c«)stny. 

In  dem  noch  übrigen  Falle,  wo  die  Drehungsachse  den  Ejreis 
berührt,  mithin  c  =  a  ist,  liefern  die  Formeln  9)  nnd  10)  denselben 
Werth,  nämlich  2n^a\ 

Allgemein  betrachtet  verlangt  die  Cubatnr  eines  begrenzten  Yo- 
lumens  zwei  Integrationen,  deren  erste  den  Querschnitt  27,  und  deren 
zweite  den  Inhalt  V  bestimmt.  Diese  Bemerkung  lässt  sich  auch  in 
die  Sprache  der  Analysis  übertragen  und  demgemäss  V  unter  der 
Form  eines  Doppelintegrales  darstellen,  doch  versparen  wir  das 
Nähere  hierüber  bis  dahin,  wo  von  lien  mehrfachen  bestimmten  Inte- 
gralen und  deren  geometrischen  Anwendungen  die  Rede  sein  wird. 


§.87. 
Die  Ck>mplaiiation  von  Cylinderliftohen. 

In  Fig.  63  sei  OL  =  x,  LM  =  y,  LN  =  MP  =  #,  femer 
y  =  (p(x)  die  Gleichung  der  Leitlinie  BM  eines  vertical  stehenden 
Cylinders,  und  jer  =  ^(«)  die  Gleichung  der  Directrix  eines  horizon* 
tal  und  parallel  zur  y- Achse  liegenden  Cylinders;  beide  Cylinder 
schneiden  sich  in  der  doppelt  gekrümmten  Linie  DP,  und  wenn  man 
■ich  ausser  der  beweglichen  Ebene  LMN  noch  eine  dazu  parallele 
feste  Ebene  ABC  denkt,  so  entsteht  auf  dem  horizontalen  Cylinder 
eine  begrenzte  Fläche  CD  PN,  deren  Inhalt  S  ermittelt  werden  solL 

Zu  diesem  Zwecke  ertheilen  wir  der  Abscisse  x  den  Zuwachs 
JjLi  =  äx\  die  Fläche  S  nimmt  dann  um  den  Streifen  NNi  Pi  P 
=z  d8  ma,  und  je  kleiner  2/Xi  ist,  um  so  genauer  kommt  dieaer  Strei- 
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fen  einem  Rechtecke  gleich ,  von  welchem  NP  =  LM  =  y  die  eine 
Seite,  und  die  Bogenzunahme  NNi  die  andere  Seite  darsteUt.  Hier- 
nach ist,  wenn  arc  GN  mit  s  bezeichnet  wird, 

*    dS  =  ydB  =  yVd^f^  +  de^  =  yV  l+if^dx, 
mithin  durch  Integration 


1) 


8=  fyVHi^dx. 


Fig.  63. 


För  y  nnd  if  sind  ihre  aas  den  Gleichungen  der  Curven  BM 

und  Citf  gezogenen  Wer- 
the  tp{x)  und  %>\x)  ein- 
zusetzen ;    die    Integra- 
tionsconstante  bestimmt 
sich    durch   die  Bedin- 
gung, dass  iS  =  0  wer- 
den muBS,  wenn  x  den 
Anfangswerth  OA  erhält, 
a.    Kreisförmiges 
Klostergewölbe.    Die 
halbe  Spannweite  des  Ge- 
wölbes sei  OA  =  a  (Fig. 
€4),  der  Pfeil  00  =  *, 
AB  ^=z\  nnd  e  der  Radius  der  kreisförmigen  Wölbungscurve  CNA\ 
ist  ferner  in  Fig.  65  0'  der  Mittelpunkt  des  Bogens  ANC^   O'C 
=  Ä;,  00'  =  ?,  80  gelten  folgende  Gleichungen: 


Fig.  64. 


Fig.  65. 


ff  =  — X 


jg  =  yc^^ix+ky-h 


VT+7^  = 


Vc« -(«  +  *)«' 


SeblOnilch,  ▲luJysU. 


26 
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arcCN  =  s  =  fVl-\-/*dx  =  /*,.      "^^  . 

und  nach  Formel  1),  wenn  die  Fl&che  CNP  =  S  gesetzt  wird^ 

^ hc^  r         xdx 

^  TJ  Vc«  — (a?  +  Ä)« ' 
Das  letzte  Integral  iSsst  sich  auf  die  Form  bringen 

«  '   o/  Vc»  — (rc  +  A;)«  •/  Vc«  — (x  +  ifc)« 

und  daraus  folgt 

S=-|— cVc»  — (ä  +  ä)«  —  ä;8  +  Ö0fw<.| 
Für  05  =  0  wird  S  =  0  und  s  =  0,  mithin 

0  =  — |—  cVc«  — Ä«  +  Gwwf.  I 
und  durch  Elimination  der  Constante 

i^=ArcjVc«  — Ä»  -  Vc«  — (»  +  *)«!  —  Äs]. 

Da  es  haupta&chlich  auf  die  ganze  Fläche  il^C=^  ankommt 
so  nehmen  wir  o?  =  a  und  beachten,  dass 

Vc»  — Jk«  —  Vc«  — (a  +  *)«  =  Ä  4-  ^  —  Z  =  Ä 

ist  und  dass  gleichzeitig  s  in  den  Bogen  CA  übergeht,  dessen  Cen- 
tn winkel  ÄO'C  mit  y  bezeichnet  werden  möge;  dies  giebt 

2)  F=^(h-kY). 

Für  Stichbogen  wird  die  Formel  einfacher,  weil  dann  h  =  0  ist. 

b.  Elliptisches  Klo sterge wölbe.  Besteht  die  Wölbungs- 
ourve  aus  einem  Ellipsenquadranten  mit  den  Halbachsen  OÄ  =  €t, 
OC  =  c,  so  ist 

^  c  ir-; r 

a  a 

Im  Falle  a  ]>»  c,  d«  h.  wenn  das  Gewölbe  ein  gedrücktes  ist, 
ergiebt  sich 


«  =  I/'V^^^- 


die  Substitution  a'  —  x*  =  a^  u^  verwandelt  das  vorstehende  Inte- 
gral in  folgendes: 
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S=  ^  ah  fVl  —  s^  +  B^u^du, 

dessen  Entwickelnng  sehr  leicht  ist  Bestimmt  man  die  Constante 
80,  dass  S  für  0?  =  0  verschwindet  und  setzt  nachher  o?  =  o»  so 
erhalt  man  für  die  ganze  Fläche  ABC 


3) 


^=i«^kV<r^)l->^- 


Im  Falle  a  <;  c,  d.  h.  wenn  das  Gewölbe  ein  überhöhtes  ist, 
ergiebt  sich 

Dieses  Integral  kann  ebenso  wie  das  vorige  beihandelt  werden, 
wodurch  man  erhält 


*) 


i       1 4-  A«  ) 

jP  =  Jabjl  +  — ^ — ardankl,    a  <  c. 


c.    Kreuzgewölbe  bestehen  aus   den  Stücken,  welche  übrig 
bleiben,  wenn^die  Flächen  der  Elostergewölbe  von  den  Flächen  voll- 


Fig.  ea 


ständiger  Tonnengewölbe  abge- 
zogen werden;  ist  z.  B.  in  Fig. 
66  ^^C  ein  Theil  eines  Kloster- 
gewölbes und  ABDC  ein  Ton- 
nengewölbe, so  bildet  der  Rest 
BCB  ein  Stück  von  einem  ILreuz- 
gewölbe,  dessen  übrige  Stücke 
diesem  entweder  congruent  oder 
auf  ähnliche  Weise  entstanden 
sind.  Mit  Hülfe  der  Bezeichnun- 
gen ABC  =  F,  BCB  =  F+,  arcAC  =  arcBB  =  8  ergiebt  sich 
5)     .  JP+  =  65  _  F, 

vo  F  einen  der  früher  angegebenen  Werthe  hat 


§.88. 

Die  Complanation  der  XTmdrehungsfläohen. 

Eine  in  der  Ebene  xs  liegende  Curve  CN  (Fig.  67  a.  f.  S.),  deren 
Gleichung  e  =  ip(x)  heissen  möge,  werde  um  die  o;- Achse  gedreht 
und  die  entstandene  Rotationsfläche  von  einem  verticalen  Cylinder 

26* 
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geschnitten,  dessen  Leitlinie  BM  durch   die  Gleichung  y  =  q>{x) 
bestimmt  ist;  der  feste  Parallelkreis  CD^  der  bewegliche  Parallelkreis 


Fig.  67. 


NP,  die  Curve  CN  und 
der  Durchschnitt  DP  be« 
grenzen  ein  FlächenstUck 
CDPN^  von  welchem 
wir  den  Inhalt  S  auf- 
suchen wollen. 

Wenn  OL  =  x  um 
LL\  =  dx  zunimmt,  so 
^  wächst  S  um  den  Strei- 
fen NPPiNi  =  dS, 
welcher  dem  Rechtecke 
aus  den  Seiten  NP  und 
NNi  desto  näher  kommt,  je  kleiner  NNi  genommen  wird.     Nun  ist 

sinNLP  =  cosMLP  =  ^  =  ^  =  1, 

LP         LN        g 

mithin 


^NLP  =  aresin  — 

8 


und,  da  NP  ein  mit  dem  Halbmesser  z  beschriebener  Kreisbogen  ist, 


arcNP  =  jT  aresin  —  • 


Für  die  andere  Seite  des  erwähnten  Rechtecks  hat  man 
arcNNi  =  ds  =  VT+Y^  dx, 


mitbin 


dS  =  g  aresin  ^  .  VT+V«  dx 

ßf 


Fig.  68. 


und  durch  Integration 

1)  S  =JßVi  4-  iB^» aresin  ^ dz. 

Die  Werthe  Ton  y  und  s  sind 
aus  den  Gleichungen  der  gegebenen 
Gurren  zu  nehmen,  und  die  Integra- 
tionsconstante  muss  so  bestimmt  wer^ 
den,  dass  5=0  wird  für  x  =  OÄ. 

Als  Beispiel  diene  die  Gompla- 
nation  eines  Kugel  gewölb  es  (Fig. 
68).  Die  Curve  BM  ist  hier  eine 
Gerade  parallel  zur  a>>Ac)ise,  die  ro- 


S  =  ex  aresin 
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tirende  Cuxre  ein  Kreis,  in  dessen  Mittelpunfat  wir  den  Coordinaten- 
anfang  legen;  für  OB  =  &,  OD  =  c  sind  demnach  die  gegebenen 
Gleichungen 

mithin  nach  Formel  1),  wenn  8  die  Fläche  DFPN  bedeuteti 

'  r  b 

8  =s  c  I  aresin -r-r^  dx. 

J  Vc«  — »« 

Bei  theilweiser  Integration  wird 

h  ^     r  x^äx 

Vc3_3;3  J    (c«  — «»)  Vc«  — 6«— «« 

=  CO? arcstn  ^ .  —  6c  /    — r— 1 1  -7===» 

oder,  wenn  man  wieder  eine  Integration  ausföhrt, 

«6  x 

8  =  ex  aresin  ^,        ■      4-  hc  aresin  -7= 

».e./ ^^— — . 

Setzt  man  in  dem  noch* übrigen  Integrale  x  =  yc^  —  h'^  sinn 
IG  wird 

äx    _     r  du 

(c«  —  X*)  y  c^  —  5»  — x»       J  e^cos^u  +  h^sin^u 

1  /6  \         1  ft» 

=  T—  arctc^n  l  —  <an«  j  =  -r—  arcfan    ^y 

oc  \e  /        hc  cV  c^^h^  —  x^ 

und  daher  ist  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung 

0  X 

8  =  exaresin  ,.  +  hearcsin  -7==- 

—  c* arcton    ^/  , 

cVc»  — 6»  — OJ« 

wobei  ee  keiner  Integrationsconstante  bedarf,  well  8  und  x  gleich- 
seitig verschwinden  sollen.  Geben  wir  dem  x  einen  grössten  Werth 
0A=^  a  und  bezeichnen  die  Fläche  DEQF  mit  JP,  so  wird 

F  =r  ac aresin  ,>  +  hcarcsin  ,. 

—  c'arcfan 


c  V"c«  —  a«  —  6«  ' 
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Di^e  Formel  gewinnt  an  Elegana  durch  die  Bemerkung»  daas 

arctcm    ^.  =  arcstn  ( ,.  •  ^/  ^  j 

iBt,  und  man  kann  daher  schreiben 

2)  F=c(aa  +  5/J  —  cy), 

wobei  die  Bögen  a,  /3,  y  durch  die  Gleichungen 

^n}^  =  sina  sinß 
bestimmt  sind« 

Die  allgemeine  Formel  1)  vereinfacht  sich  wesentlich  in  dem 
Falle,  wo  es  auf  den  zwischen  den  positiven  Theilen  der  Coordina- 
tenebenen  enthaltenen  Octanten  dar  Rotationsfläche  ankommt,  wo 
mithin  die  Gurren  BM  und  CN  congruent  sind.  Für  y  =  M  wird 
nämlich 


S  =  |«   /y/l-|-j/«da?, 


demnach  ist  die  Oberfläche  einer  durch  vollständige  Umdrehung  ent- 
standenen Zone 


4) 


z  =  2«  fyVTTT^ax. 


Als  Beispiel  diene  das  abgeplattete  Ellipsoid,  dessen 
dian  zur  Gleichung  hat 

Setst  man  lur  Abkürzung 

so  erhält  man  zunächst 

und  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Integration 

Rechnet  man  die  Zone  von  der  Aequatorebene  an,   so  musa  Z  =  0 
werden,  wenn  x  =:  0;  dies  giebt 


dx 
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Für  x  =  b  erhält  man  die  Oberfläche  dea  halben  abgeplatteten 
EIlip8oide8;  die  gesammte  Oberfläohe  ist 

5)  Ä=:2«abjVl+A«  +  ij^A+VT+rAj. 

Wenn  die  rotirende  Gnrve  so  beschaffen  ist,  dass  der  Abscisse  x 
»wei  verschiedene  y,  etwa  yi  und  y^  entsprechen,  so  entstehen  zwei 
Fig.  69.  Umdrehungsflächen,  deren  Grössen  einzeln  be- 
stimmt werden  mflssen.    Wie  man  diese  Bemer- 
kung anzuwenden  hat,  mag  folgendes  Beispiel 
>.                  zeigen. 
\  Die  rotirende  Curve  sei  ein  mit  demHalbmes- 
j                ser  ÄC  ^=^  a  beschriebener  Kreis  (Figur  69), 
y                 dessen  Mittelpunkt  um  CO  =  c  von  der  Dre* 
""^^                    hungsachse  entfernt  liegt.     Im  Falle  c  '^  a  ist 
X     för  «die  Punkte  des  Quadranten  AB: 

y»  =  c  +  Va*  — Ä*, 

=  2«  lacorcstn 1-  aa? 

(  a 

wobei  es  keiner  willkührlichen  Constanten  bedarf;  f&r  o;  :r=  a  erhält 
man  die  vom  Quadranten  AB  beschriebene  Fläche 

JB,  =  27t  a{\ne  +  a). 

Die  Punkte  auf  dem  Quadranten  AD  bestimmen  sich  durch  die 
Gleichung  ___ 

yi  =  c  —  V  a^  —  »' 
und  daraus  findet  man  für  die  von  jenem  Quadranten  beschriebene 
Fläche 

Bi  =  2nailne^a).  ^ 

Das  Doppelte  von  JSi  -f"  JRs  giebt  die  Qesammtoberfläche  des 
entstandenen  Ringes,  nämlich 

6)  Ä  =  4»*ac. 

Im  Falle  c  <C  a  (Fig.  70  a.  ü  S.)  besteht  die  Oberfläche,  welche 
der  KreiBbogen  BEAD  beschreibt,  aus  den  drei  von  BE,  EA  und 
AB  erzeugten  Flächen.  Um  die  erste  zu  erhalten  geben  wir  in  der 
Formel 


2i  =  2»alcarcsm—  -f  x{ 
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dem  X  Beinen  grössten  Werth  OD  =  Vo*"^^^^ .  worauB  folgt 

Zi  =  2na\carcsin     ^^^^^  +  Va«— c«|. 

Für  alle  Punkte  des  zweiteti  Bogens 
EÄ  ist 

y  =  e  +  Va^—x\ 
mithin 

Z=2fC  f(c  +  Va«  — »«)  ,,     ^        dx 


Fig.  70- 


=  2naj 


carcsin 1-  *  +  Oöiwrf.  (, 


,  wobei  die  Constante  so  bestimmt  werden 
muss,  dasB  Z  =  0  wird,  wenn  x  seinen 
kleinsten  Werth  OD  erhält     Dies  giebt 

pw  {  X  V  d^  "*  c'  1  /  ■  ) 

Z=  2na]earcsin carcsin +  ä  —  y  a^-^c^i 

i  a  a  ) 

und  fOr  «  =  a  erh&lt  man  für  die  vom  Bogen  EA  beschriebene 
Fl&che 


Zi  =  2ffa||«c  +  a  —  l^a«— c«  — 


carcstn 


Endlich  werden  alle  Punkte  B,xd  ÄD  durch  die  Gleichung 

y  z=  e  —  V  a»  —  »* 


cla; 


bestimmt^  mithin  ist  hier 

Z=2nf{c^Va^^x^)  77=^= 

=  29ra|(;arcsf9i-^  —  a?  +  C<?fw<.|; 

giebt  man  der  Constanten  einen  solchen  Werth,  dass  Z  Terschwindet 
Ar  jp  =  OD  und  nimmt  dann  x  =  (k  no  erhält  man  für  die  vom 
Bogen  AD  beschriebene  Fläche 

Zo  =  2na  J  Jjrc  —  a  +  Va^-^c^  -  carcsin  ^^^'^^^ 
C  a 

Die  Oberfläche  des  ganzen  Wulstes  ist  das  Doppelte  von  Z^'\'  Z% 
+  Z^ ;  durch  Einfthrung  des  Winkels  OCD^=y  wird  hieraus 

7)  TF=  4flra{c(3r  — y)  +  asiny]. 
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Im  letzten  Falle  e  =  a,  y  =z  0  liefern  die  Formeln  6)  und  7) 
denselben  Werth  4»'aS. 

Wenn  die  Fläche,  deren  Complanation  verlangt  wird,  weder  eine 
cylindriBche  noch  durch  Umdrehung  entstanden  ist,  so  f&hrt  das 
Problem  auf  Doppelintegrale ,  deren  Behandlung  einem  späteren  Ca- 
pitel  vorbehalten  bleibt 


Cap.  XV. 

Die   einfachen  bestimmten   Integrale. 

§.  89. 
Definitionen  und  Werthbestimmungen. 

Wir  knüpfen  an  die  Betrachtungen  des  §.  64  wieder  an,  denen 
zufolge  unter  dem  Symbole 


/ 


/(«)  dx 


der  Grenzwerth  verstanden  wird,  ge^en  welchen  die  Summe 

1)  /(«)«!  +/(»  +  «i)»2  +/(a  +  «i  +  ».)Äa  + 

+/(«+»! +»»  +  ---  +  »-.i)». 

conyergirt,  wenn  die  Grössen  dj,  df,  •  •  .  d^  der  Null  näher  und 
näher  kommen,  während  sie  immer  der  Bedingung  8i  '\-  8i  -^  di  -}- 
*•'-{'  8^  =  h  —  a  genügen  müssen.  Zugleich  erinnern  wir  an 
die  geometrische  Bedeutung  dieser  Definition  für  den  Fall,  dass  x 
als  Abscisse  und  y  =  f(x)  als  zugehörige  Ordinate  einer  Curve  an- 
gesehen wird ;  es  ist  nämlich  das  obige  bestimmte  Integral  gleich  der 
Fläche,  welche  die  Strecke  b  —  a  der  Abscissenachse  zur  Basis  hat, 
seitwärts  durch  die  Ordinaten /(a) , /(5)  und  oberhalb  durch  die  ge. 
nannte  Cunre  begrenzt  wird  (Fläche  ii^DC  auf  S.  307).  Später 
ergab  sich,  dass  das  bestimmte  Integral  auch  als  Differenz  zweier 
Specialwerthe  des  unbestimmten  Integrales 

2)  ff{p)dx  =  F(x)  +  ConsL 

betrachtet  werden  konnte,  und  es  war 

b 

3)  ff(x)dx  =  F(b)  -  F(a\ 
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anter  der  Yoraussetznng,  dass  die  Function  f{x)  innerhalb  des  Inter- 
valles  von  rc  =  a  bis  o;  =  &  keine  Unterbrechung  der  Gontinuität 
erleidet.  —  Welche  Yon  diesen  zwei  Definitionen  des  bestimmten 
Integrales  man  als  die  primäre  wählen  will,  ist  an  sich  gleichgültig; 
wir  entscheiden  uns  ftbr  die  erste ,  weil  sie  in  gewisser  Rflcksicht  die 
allgemeinere  ist.  Die  ssweite  Definition  setzt  nämlich  voraus,  dass 
man  das  unbestimmte  Integral  von  f{x)  dx  bereits  kenne,  und  hierin 
Hegt  wiederum  die  Voraussetzung,  dass  die  Natur  der  Function 
f{x)  bekannt  sei;  eine  solche  Beschränkung  findet  bei  der  ersten  De- 
finition nicht  statt,  es  reicht  bei  ihr  hin,  wenn  das  jedem  x  von  x  = 
abis  n;  r=  2»  entsprechende  y  angebbar  ist,  gleichgültig,  wo  man  es 
herbekommen  hat.  Wer  z.  B.  mit  dem  Bleistift  einen  beliebigen 
regellosen  (nur  wenigstens  zusammenhängenden)  Zug  auf  das  Papier 
wirft ,  weiss  nach  der  ersten  Definition  recht  gut  die  Bedeutung  des 
bestimmten  Integrales,  da  mit  dem  Zuge  selbst  eine  Fläche  entstan- 
den ist,  er  kann  den  Werth  desselben  nach  §.66  oder  auf  mecha- 
nische Weise  (mittelst  eines  sogenannten  Planimeters)  sehr  genau  fin- 
den, während  dies  nach  der  zweiten  Definition  erst  dann  geschehen 
könnte,  wenn  die,  vielleicht  gar  nicht  angebbare  Gleichung  der  ent- 
standenen Curve  bekannt  wäre. 

In  allen  Fällen,  wo  sich  der  Werth  des  unbestimmten  Integra- 
les I  f(x)dx  entwickeln  lässt,  ist  es  natürlich  das  Einfachste,  das  be- 
stimmte Integral  aus  dem  unbestimmten  herzuleiten.  Wir  geben 
hierzu  einige  Bei^iele. 

Mittelst  der  Fundamentalformel  6)  in  §•  65  erhält  man  sehr 
leicht 

1)  /_^£_  =  JL, 

y  a»  -I-  »2        4  a  • 

0 

2)*)  f      ^^       —  JL. 

c/  a»  +  «»  ~  2  a  • 


*)  Es  bedarf  wohl  kaum   der  Bemerkung,  dass  unter  einem  Inte« 
grale  von  der  Form 

ff{x)dx 
der  Grenzwerth  zu  verstehen  ist,  welchem  sich  das  Integral 

6 

fAx)dx 

a 

bei  unendlich  wachsenden  h  nähert. 
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die  Formel  10)  §.  65  liefert 

/dx        n 

a 
Aus  der  Beductionsformel  8)  in  §.  73  ergiebt  sich  für  a  =  1, 

&=  -.  1.  n  =  1 

/  a5*"'*(l  —  xydx 

= ^^- i i /  Ä«-«(l  —  xydx; 

führt  man  die  Grenzen  jc  =  1,  rc  =  0  ein  und  setzt  vorauB,  dass 

m  —  1  und  s  -]-  1  positiv  sind,  so  erhält  man  einfacher 
1  1 

J  8  +  m  J 

0  .  0 

Bei  ganzen  positiven  m  lässt  sich  diese  Formel  (m  —  l)mal  nach 

einander  anwenden;  dies  giebt 

1 


/ 


a«»-i(l  —  xydx 
ö 


m  —  1       m  —  2  2 


l —  Cn  —xydx. 

8  +  2j  ^  ' 


«-fm»-t-m  —  1       «4-3S  + 
Der  Werth  des  noch  übrigen  Integrals  ist,  unbestimmt  genommen, 

=  -  -^  (1  -.  a:)*  +  1  +  Const., 

8  +   1 

daraus  folgt,  weil  8  -{-  1  9\b  positiv  vorausgesetzt  wurde, 

1 

(1  —  xydx=     ^ 


ß 


Substitnirt  man  dies  und  nimmt  s  -|-  1  =  a,  so  gelangt  man  zu 

dem  Besultate 
1 

4)    ft--Hl  -  x)--^dx  =     /'^'/";^"?'"^^  ,,,  a>0. 
J  ^  a(a  +  1)  •  .  .  (a  +  m  —  1) 

Ans  der  vorhin  benutzten  Beductionsformel  erhält  man  femer 
fllra=l,  5  =  —  1,  n  =  2,  «  =  —  J 

ai^—^dx 


1  —  «» 

—  1         "^  m  —  1  7  /i  _  a.1 


tn 
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Schreibt  man  m  fär  m  —  1  and  fahrt  die  Greassen  o;  =s  1  und 
X  =  0  ein,  so  wird  einfacher 

/x^dx     fw  —  1   r  a^-^dx 
Vi  —  Ä»  ~      *»     J  Vi  —  ««* 

0  0 

Durch  mehrmalige  Anwendung  dieser  Formel  kommt  man ,  je  nach- 
dem m  gerade  oder  ungerade  ist,  auf  eines  der  beiden  Integrale 

/dx       n      r     xdx      

0  0 

nnd  damit  gelangt  man  zu  folgenden  Ergebnissen 

r    ^dx  1.3.5.    .(m—  1)«    ,  ,. 

^^  JVT^^=       2.4.6....«»       r  ("  g'">^°)' 

0 

r    sf'dx  2  .  4  .  6  .  .  .  (m  —  1)   ,  ,  . 

«>  JyT^7=       3.5.7....m     .  (»""'g«^^')- 

Wir  machen  ferner  Gebrauch  von  der  Rednctionsformel 

and  fuhren  die  Grensen  o;  =  oo  und  o;  =  0  ein.  Unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  m  und  a  positive  Grössen  sind,  verschwindet  das 
Product  x^er^*  sowohl  für  aj  =  oo  als  für  o;  =  0,  und  daher  wird 

/OB  OB 

x^er^'dx  =  —  /  a;*""-*e""*"dÄ. 

0  u 

Bei  ganzen  positiven  m  fährt  die  wiederholte  Anwendung  dieser 
Formel  auf  das  Integral 

/OB 
e-«»dx=— ,  a>0 


and  daher  wird 


e» 


1.2.3  ...f?! 


8)  y  of  e-'d«  = ^^, .  a>0. 

0 

Die  Fundamentalformel '8)  in  §.65  liefert  durch  Einführung  der 
Grenzen  u  =^  \n  und  u  :=:  0 


du  3t 


Q^  / ' du ^_     Ä 
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Endlich  benutsen  wir  noeh  die  beiden  Formeln 

fT^-cosßudu  = a*  +  ßf  *        +  ^* 

er^'stnßu  du  = ^^^  j_  ^^ —       ^        '^  ^' 

and  nehmen  erst  ti  =  od  dann  u  =  0.  unter  der  YorauBsetzung, 
dass  a  eine  positive  die  Null  übersteigende  Grösse  ist,  verschwinden 
die  Producte  er^'caaßu  und  c^^sinßu  für  u=  oo,  und  es 
bleibt 


/' 


10) 


OD 


0 

.00 


H)  y^««^n/Juef«  =  j^5-^-y,,  a>0. 


§.90. 
Fundamentalelgensohaften  bestimmter  Integrale. 


•K 


I.   Behält  die  Function  f(x)  innerhalb  des  Intervalles  x  =  a 
bis  o;  =  &  dasselbe  Vorzeichen,    so  kommt  letzteres  den  Grössen 

/Wt/C^  +  ^i)>  •  •  •/(<*  +  'i  +  '  •  +  'n— i)  gemeinschaftlich  zu 
und  ebenso  dem  Integrale  zwischen  jenen  Grenzen.  Geometrisch 
heisst  dies,  eine  Curve  mit  durchaus  positiven  oder  durchaus  nega- 
tiven Ordinaten  besitzt  eine  positive  resp.  negative  Fläche. 

Wendet  man  die  Definition  des  bestimmten  Integrales  auf  einen 
Ausdruck  von  der  Form 

f(x)  =  Äip(x)  +  Bif(x) 
an,   so  entsteht  ein  Aggregat  von  zwei  Summen,  welches  sich  zu 
einer  einfachen  Summe  zusammenziehen  lässt;  man  erhält  nämlich 
b  b  b 

1)      f{Ä <p(x)  +  Bil^ix)}  dx  =  Ä  fip{x)dx  +  B  fil>{x)dx. 

Zu  demselben  Resultate  führt  die  Gleichung  3)  des  vorigen  Para- 
graphen, wenn 

Jfp{x)dx  =  *(x)  +  Q ,  Ji>{x)dx  =  V{x)  +  ft 

gesetzt  wird. 


d 
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Ans  den  beiden  Yorigen  Bemerkungen  lusammen  folgt  ein 
hftnfig  gebrauchter  Satz.  Nehmen  wir  an,  in  dem  bestimmten 
Integrale 

h 

a 

sei  f(x)  ein  Product  zweier  stetigen  Functionen  (p(x)  und  if(x)t 
deren  erste  innerhalb  des  Intervalles  ab]s&fürrc=a  ihren  grössten 
und  för  X  =/3  ihren  kleinsten  Werth  erhalten  möge,  so  ist  für  jenes 
Intenrall  fp(a)  —  q)(x)  positiv,  ^(ß)  —  q)(x)  negativ,  ferner,  wenn 
tix)  von  a  bis  d  positiv  bleibt,  auch  [(p(a)  ^  (p(x)]t(^)  positiv, 
dagegen  [903)  —  <p(x)]tlf(x)  negativ.     Nach  dem  Obigen  ist  nun 

»  b 

I  [9(a)—  g)(a;)]^(a;) da: positiv;  /  [(p(ß)  —  (p(x)]if{x)dx  negativ, 

a  -     a 

durch  Integration  der  einzelnen  Theile  giebt  dies 

b  h  b 

2)  9(fi)Tif{x)dx  >ffp{x)^{x)dx>^(ß)Ji>{x)dx. 

a  a  a 

Will  man  aus  dieser  Ungleichung  eine  Gleichung  bilden,  so 
lasse  man  in  dem  Ausdrucke 

b 

a 

die  willkührliche  Grösse  |  das  Intervall  a  bis  b  durchlaufen  und  be- 
achte, dass  derselbe  einmal  kleiner  und  einmal  grösser  als  das  In- 
tegral 

<p(x)if(x)dx 

a 

wird;  wegen  der  Stetigkeit  von  g>(^  muss  es  daher  einen  zwischen 
a  und  h  liegenden  Werth  von  £  geben,  für  welchen  beide  Ausdräcke 
gleich  werden.  Diesen  Werth  von  £  können  wir  mit  a  -f-  ^  (b  —  a) 
bezeichnen,  wo  6*  ein  positiver  echter  Bruch  ist;  wir  haben  daher 
die  Gleichung 

b  b 

3)  f9ip)if(p)dx  =  <p[a  +  d(6  —  a)]  fif(x)di 


b 


Ix, 


and  zwar  unter  der  Determination,  dass  ip(x)  stetig  und  if(x)  stetig 
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uud  zugleich  positiv  bleibt  von  o;  =  a  bis  x  =  5.    Beispielsweise 
ist  nach  diesem  Satae 


/ 


stnx  .  x^-^dx=  stn—r-  •  ■* 

4         m 


u 

woraus  u.  A.  folgt,  dass  der  Werth  des  Integrales  fttr  unendlich 
wachsende  m  gegen  die  Null  convergirt,  was  man  auf  anderem  Wege 
nicht  so  leicht  finden  würde. 

Nimmt  man  einfacli  ^(x)  =  1,  so  wird  aus  Nro.  3) 

4)  j(p{x)dx  =  (6  —  a)9[«  +  ^(^  —  «)]; 

a 

die  geometrische  Deutung  hiervon  ist  sehr  einfach  (vergl.  §.  8,  Nr.  2). 
IL  Betrachten  wir  nun  die  Yerrmderungen,  welche  im  bestimm- 
ten Integrale  entstehen,  wenn  das  Integrationsintervall  bu-  oder  ab- 
nimmt. Aus  der  ursprünglichen  Definition  des  bestimmten  Integra- 
les folgt  die  nachstehende  auch  geometrisch  leicht  zu  orkl&rende 
Gleichung : 

h  €  • 

6)  ff{x)dx  +fAx)dx  =Jf{x)dx 

und  umgekelirt 

e  t  h 

Jf{x) dx  -Jm dx  =Jf{x)dx. 

a  b  a 

Setzt  man  in  Nro«  6)  c  =  a  und  berücksichtigt,  dass  jederzeit 


/ 


f{x)dx  =  0 


a 

sein  muss,  so  folgt  noch 

h  m 

6)  Jf{x)dx=  ^ff{x)dx, 

und  es  würde  sehr  leicht  sein,  diese  Eigenschaften  mittelst  der  Glei- 
chung 3)  in  §.  89  zu  verifiziren. 

Von  besonderem  Nutzen  ist  oft  folgende  Bemerkung.     Nach 
Nro.  5)  hat  man 

ft+y         ft  ft+y 

Jf{x)dx  =Jf(x)dx  J^Jf{x)dX', 

f-Y  l"-y  i" 
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entwickelt  man  die  Integrale  der  rechten  Seite,  indem  man  der  Ein- 
fachheit wegen  di  z=z  d^  »    ,  =  ^n  :=s  d  setat,  so  ist  in  jedem  Falle 

8  T=z  —  und  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung   bildet   den 

91 

Grenswerth  von: 


•  •  •  • 


-l-yö»  +  y) «  + /(ft  +  y  -  «) «  +/(M  +  y--2^3+ 

+/Ot  +  y-n-ia)a. 

wobei  die  dem' zweiten  Integrale  entsprechende  Reihe  die  umgekehrte 
Anordnung  erhalten  hat.    Ist  nun  für  jedes  | 

7)  /Oi  _  Ö  = /Ö*  +  I). 

80  wird  die  a weite  Reihe  der  ersten  gleich  und  es  folgt  daraus: 

fi.+y  ff 

8)  J  f{x)dx  =  2     f{x)dx. 
Ist  dagegen 

9)  /0*-l)  =  -/0* +-Ö. 

so  heben  sich  alle  Glieder  der  obigen  Reihen  gegenseitig  auf  und 
es  bleibt: 


10) 


/f+y 

J  f(x)dx  =  0. 


fA-y 


Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Ergebnisse  ist  folgende: 
wenn  f(ß  —  {)=/(ft-|-D,  bo  besteht  die  zu  quadrirende  Gurve 
aus  zwei  eongruenten  Theilen  von  gleicher  Lage  CN nnd  DN^  Fig.  71, 
wo  OM  =  [i  und  AM  z=  y.  Die  Fläche  ABDNC  betr&gt  daher 
das  Doppelte  von  der  Fläche  AM  NC;  wenn  dagegen  /(ji  —  Q 
=  —  fQi  -f-  £)i  so  sind  jene  Theile  zwar  ebenfalls  congruent,  aber 
von  entgegengesetzter  Lage;  die  entsprechenden  Flächen  AMC  und 

Fig.  71.  Fig  72. 


J^lf 7)  besitzen  dann  gleiche  GrOsse  und  entgegengesetzte  Yoraeichen 
(Flg.  72),  es  ist  mithin  die  Fläche  ACM  DB  =  0.  Nach  diesen 
Bemerkungen  findet  man  a.  B.  ohne  alle  Rechnung,  dass 

SeblOniloli,  AiuÜTtii.  27 
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ebaiiBo,  dasB 


/  eo^xdx  =  21  cas^xdx 
8eio  miuMi,  ferner  bei  ganzen  und  positiven  n: 

m.  Hier  ist  angleicb  der  Ort,  um  die  Bedeatang  des  bestinim- 
ten  Integrales 


/ 


f(x)dx 


für  den  Fall  zu  erörtern,  dass  die  Function /(o?)  innerhalb  des  In- 
tegrationsintervalles  eine  Unterbrechung  der  Gontinuität  erleidet 
Tritt  eine  solche  ein  f Or  o?  =  x,  wo  51>x>»a,  so  kann  man  nach 
Nro.  6)  die  Zerlegung 

b  Jf—O  h 

Jf{x)dx  =Jf{x)dx  ^Jf(x)dx 

Fig.  73.  vornehmen,   die  geometrisch  bedeutet, 

dass  die  aber  der  Strecke  AB'=.'b  —  a 
(Fig.  73)  stehende  Fläche  ÄJBDML  C 
aus  zwei  Theilen  AKLC  und  KB  DM 
zusammengesetzt  ibt,  und  dass  KL  = 
/(x  —  0)  die  letzte  Ordinate  des  ersten 

K B"       «nd  KM=f{%  +  0)  die  erste  Ordi- 

nate  des  zweiten  Stückes  sein  soll.  Statt 
der  obigen  Gleichung  Iftsst  sich  die  folgende  setzen: 

Jf{x)dx  =  Ufn^^Jf(x)dx  +  ff(z)dx  j. 

«  «  x  +  <f 

wenn  man  unter  d  und  b  zwei  in  Null  übergehende  Grössen  versteht 
Will  man  die  Integration  mittelst  der  Gleichung 

ff(P^)dx  =  F(x)  +  Cansi. 


0- 
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ansiiQireii,  so  wird  in  diesem  Falle 


11)  //(Ä)da?=F(d)  — F(a)--24mJF(«  +  «)-F(x--«)j. 

also  gilt  dann  die  Gleichung  4)  ohne  Weiteres  nicht  mehr,  sie  be- 
darf im  Gegentheil  einer  Gorrection.     So  wäre  ee  z.  B.  unrichtig, 

da?  1  1 


■=  —  2 


(1-^0?)»        1  —  2        1—0 

setEen  sn  wollen ,  ohne  zu  beachten,  dass  die  Function  .   för 

2=1  discontinuirlich  wird ;  der  wahre  Werth  ist 

Auf  gleiche  Weise  wäre  es  falsch, 


b 

'^  =  ?5-Z(-6)  =  ?(-l) 


%Ji  nehmen,  wobei  eine  reelle  Curve  zu  einer  imaginären  Flädie 
käme;  man  muss  im  Gegentheil,  da  —  für  :i;  =  0  eine  Unterbrechung 

X 

der  Gontinuität  erleidet,  die  Rechnung  so  stellen: 

b 

r^dx  =  lb  —  l(—h)  —  Lim  U{0  +  8)  —  1(0  —  e)\ 

Da  8  und  s  auf  beliebige  Weise  in  Null  übergeführt  werden  dürfen,^ 

Bo  ist  TT  eine  unbestimmte  Grösse ,  mithin  der  Werth  des  obigen 
o 

Integrales  so  lange  nicht  genau  bestimmt,  als  man  keine  Voraus- 
setzong  darüber  macht,  #ie  €  und  d  zu  Null  werden  sollen.  Die- 
ses Resultat  darf  nicht  befremden,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  je- 
nes Integral,  geometrisch  betrachtet,  die  Differenz  zweier  unend- 
lichen Flächen  ist  und  der  Au<:druck  oo  -r-  cz)  immer  den  Charakter 
der  Unbestimmtheit  trägt;  setzt  man  «  =  d,  so  ergiebt  sich  der  so- 
genannte Hauptwerth  des  Integrales  und  zwar  ist  er  =  0.  Man 
würde  denselben  auch  dadurch  gefunden  haben,  dass  man  mittelst 
der  Formel 

27* 


420       Cap.  XV.  §.  91.   Substitution  neuer  Variabelen 

y^  =  jZ(««)+  Const. 
integiirt  h&tte,  welche  sich  durch  DiflEerentiation  als  richtig  ausweist 


§.91. 
Substitution  neuer  Vaiiabelen  in  bestimmten  Integralen. 

Wie  bei  unbestimmten,  so  kann  man  auch  bei  bestimmten  Inte- 
gralen eine  neue  Yariabele  durch  Substitution  einführen,  nur  nncf 
dabei  die  entsprechenden  Aenderungen  der  Grenzen  lu  beachten.  Setit 
man  n&mlioh  in  dem  Integrale 

6 

q>(x)  =  y^  so  erhält  man  wie  früher  (in  §.  66,  III.)  x  -=  i'[^\ 
dx  =  ^'(y)dy\  ist  nun  x  =  a  geworden,  so  hat  y  den  Werth  (p{a) 
angenommen,  der  oberen  Integrationsgrenze  x  =  &  entspricht  auf 
gleiche  Weise  y  =  q)(h)  und  man  hat  daher 

b  W{b) 

1)  y/[<P(^)]  dx  =Jf{ffW{y)dy, 

und  wenn  sich  die  Integration  rechter  Hand  ausfähren  l&sst ,  so  ist 
zugleich  der  Werth  des  ursprünglichen  Integrales  gefunden,  ohne 
dass  man,  wie  bei  unbestimmten  Integralen,  die  Substitution  y  =  y  (x) 
rückwäi-ts  anzuwenden  nöthig  h&tte. 

So  ergiebt  sich  z.  B.  fär  9(2;)  =  hx  -\-  k 

bh-k-k 

2)  ff(ji»  +  ^)dx  =  jjf(y)dr. 

specieller  für  a  =  0  und  b  =  1,  und  umgekehrt  geschrieben 

A  +  i  1 

Jmdy  =  hjfilix  +  k)dx, 

M  0 

oder,  wenn  k  =  a^h=^ß'--^a  gesetzt  wird: 

3)  ff(y)dyr^iß-a)J/[a+(ß^H)x]dx, 


a 
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wodurch  ein  Integral  mit  beliebigen   Grenzen  aof  ein  nndores  mit 
deu  Grensen  0  und  1  Eurückgef&hrt  ist     Setzt  man  weiter 

e  X 

X  =^  — — : — «  also  Z  =3  — — — , 
1+ir'  1  — «• 

Bo  erlifilt  man  snnäohst 

/i"+(^-«"i^'=/(^)(-n^' 

wenn  ferner  x  =  0  nnd  x  =  1  geworden  ist,  so  hat  s  die  Werthe 
g  =z  0  nnd  jT  =  J  =3  OD  angenommen;  demnach  wird  ans  Nro.  ^3): 

.,     //«.,= «,-.,/;(i±£f)_^, 

(l  0 

and  man  kann  also  jedem  bestimmten  Integrale  auch  die  Grenzen 
0  und  00  verschaffen. 

Setzt  man  ferner  in  dem  Integrale  • 

0 

l[— J  =  x,  mithin  e  =  e~*,  d*  =  —  e"~*daj,  so  geht  dasselbe 


über  in 

0  o» 

^*dx; 


—  /  af^e^^'dx  =  +   /  «^e-< 

OB  ik 


den  Werth  des  letzteren  Integrales  kennt  man  aus  §.  89 ,  Formel  8) 
für  den  Fall,  dass  m  eine  ganze  positive  Zahl  und  a^O  ist,  daher 

/['(7)]"--^'=^^T^->»- 

0 

Hit  Hülfe  der  Substitution  stn»  =  2?,  u  =  aro9%nx^  du  -- 
dz  :  Vi  —  X*  erhält  man 

y*  /*    sf^dx 

und  so  ist  das  Integral  auf  ein  bereits  entwickeltes  zurückgeführt 
(§.  89,  Nro.  5  iL  6).    Gleichen  Werth  hat  auch  das  Integral 


j 


i« 


cos^vdvt 


0 

wie  die  Substitution  »  =  } «  —  w  zeigt 
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Eine  wesentliche  Modification  verlangt  die  in  Nro.  1)  angege- 
bene Umwandlung  in  dem  Falle,  wo  die  Oleichung  fp{x)  =  y,  nach 
X  aufgelöst,  mehrere  reelle  Wurzeln  darbietet;  da  n&mlich  der  Werth 
von  y  nicht  rückwärts  wieder  eingesetzt  wird,  so  bleibt  hier  die 
Frage  übrig,  welche  von  den  verschiedenen  Wnneln  för  x  genommen 
werden  soll.  Denken  wir  uns  die  Sache  der  Anschaulichkeit  wegen 
geometrisch,  nfimlich  y  =^(p(x)  als  Gleichung  einer  Corve,  so  beden« 
tet  die  Umkehrung  dieser  Gleichung,  dass  nicht  wie  früher  die 
Abscisse,  sondern  nunmehr  die  Ordinate  die  willkürliche  der  beiden 
Coordinaten  sein,  die  Curve  also  gewissermaassen  über  der  Ordina- 
tenachse  statt  über  der  Abscissenachse  construirt  werden  soll.  Ob 
nun  einer  Ordinate  y  nur  eine  Abscisse  x  oder  mehrere  x  entspredien, 
das  hftngt  von  dem  Laufe  der  krummen  Linie  ab.  Wenn  dieselbe 
von  o;  =  a  bis  n;  =  &  nur  steigt  oder  nur  fäUt,  also  g>'(x)  sein  Yor- 
zeiphen  nicht  wechselt,  so  gehört  zu  jedem  neuen  x  ein  neues  y, 
ebenso  umgekehrt  zu  jedem  y  ein  einziges  x\  es  ezistirt  in  diesem 
Falle  nur  eine  reelle  Umkehrung  der  Gleichung  yz=fp(r)^  und  diese 
Umkehrung  x  =  ^(t/)   ist   die  in   der  Formel   1)  vorkommende. 


Fig.  74. 
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Wenn  dagegen  die  Curve  y  = 
^(x)  innerhalb  des  Intervalles 
op  =  a  bis  X  =  b  ein  Maximum 
oder  ein  Minimum  hat,  welches 
für  x  =  I  eintreten  möge,  so  fin- 
den sich  über  x  =  ^  hinaus  die 
früheren  Ordinaten  wenigstens 
zum  Theil  wieder;  so  ist  in  Figur 
74,  für  OF=l  OM=x,  OMi 
s=:  «1,  die  zu  x<^|  gehörende  Ordinate  MP  =  y  gleich  der  zu 
^i^i  gehörenden  Ordinate  Mi Pi ;  umgekehrt  giebt  es  also  für 
ON^=y  zwei  entsprechende  Abscissen  NP=x^  NPi  =  Xi, 
die  wir  durch  ^(y) und ;i;(y) unterscheiden  wollen;  von  diesen  beiden 
Umkehrungen  x  =  if(i/)  und  x  =  x(y)  iBt  die  erste  da  zu  nehmen, 
wo  ^<[{  sein  muss,  die  zweite,  wenn  man  webs,  dass  x'^^  sein 
soll.  Zerlegen  wir  nun  das  ursprüngliche  Integral  wie  folgt: 
ft  {  ft 

fflVixndx  =Jf[fp{x)\dx  + //[9>(^)]^«. 

SO  ist  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  ^<C£«  im  zweiten  X^i^ 
also  dort  x  =  ^(y)«  hier  x  ^=  %{y)  einzusetzen;  die  Transformation 
geschieht  im  Uebrigen  wie  früher  und  giebt  jetzt 
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Jf[q>(x)]dx  =Jf(ffW{sf)äy  +Jm7iishdy. 

Gans  ähnlich  ist  die  Sache  in  dem  Falle,  wo  zwischen  x  =  a 
and  ^  =  l»  mehrere  Mazima  nnd  Minima,  mithin  auch  mehrere 
UmkehniBgen  stattfinden;  sind  $i,  {<!•••  1»  clie  Werthe  von  a?,  für 
welche  jene  Mazima  nnd  Minima  eintreten ,  so  zerlegt  man  das  nr- 
sprflngliche  Integral  in  eine  Reihe  anderer  yon  o?  =  a  bis  o;  =  £i, 
^  =  £i  bis  o;  =  Is  etc.  nnd  snbstitnirt  in  jedem  einzelnen  Integrale 
die  Umkehrung  der  Gleichnng  y  =  9>(:p),  welche  dem  betreffenden 
Integrationsintervalle  entspricht. 

Ein  paar  allgemeine  Beispiele  za  dieser  Regel  sind  folgende. 
Es  sei  erstlich  fp{x)  =  d;'  -|-  2rZy  a  r=  —  ao,d=-|-  ao,so  tritt 
ein  Maximum  ein  för  x  =  -»  r  und  aus  X'^  4~  2rx=  y  folgen  die 
beiden  Werthe 

a?  =  —  r  —  Vr«  +  y,  x  = ---  r  '\'  Vr«  +  y, 
▼on  welchen  der  erste  -^  —  r,  der  zweite  ^  —  r  ist;  nach  diesen 
Bemerkungen  hat  man 


ß 


f{x^'\-2rx)dx 


—  CO 
—  r 


=  //(«'  +  ^rx)dx  +  //(«*  +  2rx)dx 

—  00  — r 

und  wenn  man  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  die  Integrations- 
grenzen vertauscht,  wodurch  es  mit  dem  zweiten  Integrale  identisch 
wird,  so  ist 

ff(x*  +  2rx)dx=J/(2,)  ^T-^^' 
fllr  y  =  r*  (** —  1)  erhtit  man  noch: 
5)  //(*'  +  2  r »)  i«  =  2  r  //[r»  (*» — 1)]  dt. 

—  •  0 

Es  sei  zweitens  9(0;)  =  yx  -] ,  a  =  0,   (=ao,   so  tritt 

X 

für  o;  =  ^  —  ein  Minimum  ein;  wir  setzen  daher: 
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Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  yx  -\ =  y  sind: 


und  daher  wird  aus  der  obigen  Gleichung  die  folgende : 


dx 


■I' 


0 

sVoy 


oder  nach  gehöriger  Reduction: 

Nehmen  wir  weiter  Vy«  — 4ay  =  jer,  »o  ergiefct  sich  noch: 

CO 

HierauB  lassen  sicli  noch  mancherlei  andere  Transformationsformeln 
ableiten;  fllr/(«)  =  F  (jx^j)  folgt  b.  B.s 

filr/(«)  =  ^(«»—  2oy)  dagegen  ergiebt  sich  aas  Nro.  6) 
8)  /f  (y.,.  +  I)  ix  =  i-yp(2  «y  +  ,.)  i^ 

und  wenn  man  a»  =  o,  /J»  =  6,  «»  =  «,  ,f  _  ^  .etat: 
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endlich  für  F(b)  =.  tp  (r^ ) : 

^^^  J  ''  \a  +  hu  +  cu*)  VTT  ~  VcJ  ''  \b+2Vae+t)  W 

0  ü 

Diese  Beispiele  mögen  binreichen,  um  die  vielfache  Um  wandel- 
barkeit bestimmter  Integrale  erkennen  zu  lassen. 


§.  92. 
Die  Differentialquotienten  bestimmter  Integrale. 

Aus  der  Definition  des  bestimmten  Integrales 

b 


ß 


f(x)dx 

geht  mimittelbar  hervor,  dass  der  Werth  desselben  nicht  mehr  von 
X  sondern  nur  von  den  Integrationsgrenzen  a  und  &,  der  Natur  der 
Function  f{x^  und  den  in  ihr  vorkommenden  Constanten  abh&ngig 
ist  Denkt  man  sich  diese  Constanten  als  willkürlich,  so  kann  man 
den  Werth  des  Integrales  in  Beziehung  auf  diese  Constanteu  diffe- 
renziren. 

Aendert  sich  &  allein,  so  ist  der  Differenzenquotient  des  Inte- 
grales: 

Jf{x)dx^Jf{x)dx 


dl 

die  völlige  Willkürlichkeit  des  z/b  erlaubt,  dasselbe  als  eine  von 
den  Grössen  S  zu  betrachten,  welche  in  der  Definition  des  bestimm- 
ten Integrales  Nro.  2)  in  §.  89  vorkommen,  also  /ih  =  $114.1  zu 
letien;  man  hat  dann  für  verschwindende  d],  $3,  .  •  .  .  d«  und 
8,4.1  =  dl: 

^f(x)dx=f{a)S,  +/(a  +  «j)(Jt  +/(a  +  «,+cJ,)«3  f 


•  •  •  • 


426  Die  Differentialquotienten 

/(«)<»«  =  /(a)  «,  +  /(a  +  tf,)  Ä,  +/(o  +  «,  +  «0  «3  +  •  •  •  • 

....  4-/(0 -I- «,+«, -f -+•»._,)  3, 

+/(«  +  «1  4-  «i  +  " +«-)«-+.. 

mitbin  durch  Sabtraction,  Division  mit  dh  =  d,^i  and  veil  *Ii  -|-  'i  4* 

H '«  +  *ii+i  =&  —  a  •\-  dh'mh  —  a  flb«rgeht, 

i 

djf{x)dx 

Dieses  Resultat  stimmt  damit  überein,  dass  der  Differentialqaotient 
einer  ebenen  Fläche  die  letzte  Ordinate  ist. 
Aus  der  Gleichung 


Jf{x)dx  =  -Jf{x)dx 


b 
ergiebt  sich  durch  beiderseitige  Differentiation  in  Beziehung  auf  a, 

welches  rechter  Hand  die  obere  Grenze  bildet, 

h 

d  Cf(x)  dx 


lfm 


2)  ..L__  =  «y(a). 

Enth&lt  die  Function /(x)  ausser  x  noch  eine  willkürliche  Con- 

stante  r,  in  welchem  Falle  wir  /(x,r)  {urf(x)  schreiben,  und  sind 

ausserdem  a  und  b  von  r  unabhängig,  so  hat  man  die  Gleichung 
b  b 

ff(x,r  +  dr)dx^  ff(x,r)dx         ^ 

t i rf(x,r  +  Jr)^f(x,r) 

^r  J  Ji  "*• 

a 

Rechter  Hand  lässt  sich  der  bekannte  Satz 

/(r  +  Ä)  =/(r)  +  Ä/r(r)  +  \  h^ß'ir  +  bH) 

0<s<l 

für  A  =  z/r  anwenden  und  giebt 

b  b 

lf(^^  r  +  ^r)dx  —  I f{x,r)dx 


b 


=  f/rix,  r)dx-\-\  drjjfix,  r  +  c  Jr)  dr. 
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Ist  mm  bei  imendlich  abnehmenden  /ir 

^r  ffr'(x,r'\'SJr)dxl  =  0, 


a 


80  folgt  auB  der  vorigen  Gleichung  durch  Uebergang  zur  Gremse  für 
▼enchwindende  ^r 

h 

^  ff{x,r)dx         ^ 

a 

Die  in  Nro.  3)  angegebene  Bedingung  ist  übrigens  immer  erfüllt, 
wenn  a  und  h  endliche  Grössen  sind  und  wenn  gleichzeitig /^'(a;,r) 
Ton  «  =  a  bis  «  =  &  nur  endliche  Werthe  hat  Aus  Formel  4)  in 
§.  90  folgt  nämlich 

b 


ß 


das  Integral  bemtzt  also  einen  endlichen  Werth  und  wenn  dieser  mit 
^^r  multiplicirt  wird,  so  convergirt  das  Product  gleichzeitig  mit 
^r  gegen  die  Ghrenze  Null.  In  jedem  anderen  Falle  muss  beson- 
ders untersucht  werden,  ob  die  Bedingung  3)  erf&llt  M. 

Wir  betrachten  nun  den  allgemeinsten  Fall,  wenn  nftmlich  r  in 
f{x)  und  zugleich  in  a  und  h  vorkommt;  der  Werth  des  Integra* 
lea,  der  fthr  den  Augenblick  W  heissen  möge,  iat  dann  eine  Function 
dreier  Yariabelen  a,  h,  r^  deren  beide  erste  wiederum  von  der  letz, 
ten  abhängen;  es  gilt  hier  die  bekannte  Begel  der  Differentialrech- 
nung 

dW_dW     da       dW     ab       dW 
dr  ~  da    '  dr '^   dh    *  dr  "^    8r  ' 

und  sie  giebt  in  unserem  Falle 

b 

dW  .,     \da   .    .^   .db   ,    rdf(x,r)    , 

^  =  -/(«,r)-  +/(6,r)- +y-^  da.. 

a 

oder,  wenn  man  einen  in  Beziehung  auf  r  genommenen  Differential- 
quotienten kurz  mit  Dr  bezeichnet, 
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S) 


Drjf(x,r)dx 


=  /  [l>r/(^.r)](fa?  +/(6.r).  JQ,6— /(a,r).2)ra. 


wobei  Yoraasgesetzt  ist,    dass    die   BediDgnngsgleichung   3)  statt- 
findet. 

Dieses  Resultat  wird  anschaulicb ,  wenn  man  sich  y  =  f(x,  r) 
als  Gleichung  einer  Curve  und  das  bestimmte  Integral  wiederum  als 


Fig.  75. 


die  über  der  Strecke  h  —  a  =  AB, 
Fig.  75,  der  Abscissenachse  ste- 
hende Fläche  ABB  C  denkt  Aen- 
dert  sich  nämlich  r  inf(x^r)  al- 
lein, so  erhält  man  eine  ähnliche 
Gurre  von  anderem  Parameter, 
und  die  Fläche  ABBG  nimmt 
um  den  Streifen  CBFE  au,  wel- 
cher durch 

flDr/(x,r).dr]dx 

a 

ausgedrückt  wird.  Durch  die  allanige  Aendemng  Yon  h  wächst  die 
Fläche  umBBiBiD  =:/(&,  r)  .  2>,&  •  dr,  und  durch  Aendemng  des 
a  yeimindert  sie  sich  um  AAiC\C  =  f(ii,r)  «  D^a  .  dr.  Die 
gleichzeitige  Aenderung  von  r,  h  und  a  verwandelt  die  ursprüng- 
liche Fläche  in  AiBiFiEi^  und  mit  Weglassung  der  Vierecke 
BBiFiFf  OCiEiE^  welche  unendlich  kleine  Grössen  sweiter  Ord* 
nung  sind,  hat  man 

A^BiFiEi  —  ABBC=  CBFE  +  BBxB^B  —  AAidC^ 

aus  diesem  Differential  der  Fläche  ABBO  ergiebt  sich  derselbiv 
Differentialquotient  wie  oben. 

Sehr  häufig  benutzt  man  die  Differentiation  in  Beaiehung  auf 
einen  Parameter  r  oder  die  sogenannte  Variation  eines  Parametera, 
um  aus  einem  bekannten  Integrale  mehrere  neue  Integrale  hersa- 
leiten. 

Differenairt  man  z.  B.  die  Gleichung 

(f  —l 


I 


er'dx  = 
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in  Beähenng  auf  r  an4  beachtet,  dass  linker  Hand 

von  X  =  0  bis  X  =  1  endlich  bleibt,  so  gelangt  man  (ohne  An- 
wendung einer  sonst  nöthigen  Reductionsformcl)  zu  der  neu6n 
Gleichung 


/ 


_  (r  ~  l)(f  +  1 


X^*dx=:  j 

0 


die  nun  wiederum  nach  r  differenzirt  werden  kann. 


Ein  anderes  Beispiel  ist  folgendes.    Setzt  man  in  der  Gleichung 

da  n 


j 


In 


aUos^(0  +  ß^sin^o}        2  aß 
a^  =  r  und  differenzirt  die  nunmehrige  Gleichung 

d& Ä        1 

rco8*(o  +  ß^stn^a  ~  Tß  '  y^ 

n-mal  in  Beziehung  auf  r,  was  hier  ohne  weiteres  erlaubt  ist,  so  er- 
hält man 

(-  1)-  1  .  2  .  3  .  .  .  n  /  \ cos^'^äa^ 

^    r      ,N.  1  •  3  .  5  .  .  .  (2n— 1)      1 
=  7?^  (—  1) 


2/J  ^  2"  r'^Vr 

and  nach  Restitution  des  Werthes  von  r 

J  (a^cas^G)  +  /J2stn«CD)"  +  i  ""  2.4.6....    (2n)      2a»»  +  »/}' 

Diese  Gleichung  könnte  man  wieder  mehrmals  in  Beziehung  auf  ß^ 
differenziren,  was  ein  noch  allgemeineres  Resultat  geben  würde. 

In   manchen  Fällen  dient  dasselbe  Terfahren  in  umgekehrter 
Weise  zur  Werthbestimmung  von  Integralen.     Ist   nämlich   W  der 

unbekannte  Werth  eines  Integrales,  so  kann  es  geschehen,  dass  -j— 

dr 

ein  einfacheres  Integral  darstellt,  dessen  Werth  V  bekannt  ist;  man 
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findet  dann  TT  =/ F<fr.      Ein   Beispiel   hierzu    liefert    die    An- 
nahme 

8)  W=z     1 . cfa,r>0. 


Da  hier  die  obere  Integrationsgrenze  unendlich  ist,  so  müssen  wir 
untersuchen,  wie  in  der  Gleichung 

^r  J  X 

=   /  je"*"*  —  J«c~<'"+«^'*>*/ir|  dx 

0 

=  L  ^L^r  rxer(^+^^^^'dx 

9 

der  letzte  Ausdruck  sich  bei  verschwindenden  ^r  gestaltet.  Giebt 
man  dem  s  seinen  kleinsten  und  grössten  Werth,  so  ist  leicht  an 
sehen,  dass  der  Werth  des  noch  übrigen  Integrales  weniger  be- 
trägt als 

^  1 


/' 


9 

dagegen  mehr  als 

«0 

hieraus  folgt 

im  \^r  rxerir-^^^ryxc^J  _  o, 

dW  _  1 
dr         r 
Darob  Integration  erhält  man 

W=lr  +  Const., 
und  hier  bestimmt  sich  die  Integrationsconstante  aus  der  Bemerkung, 
dass  (nach  Nro.  8)  TT  =  0  werden  muss  für  r  =  1 ;  es  ist  daher 
Const.  =  0,  TF  =  Ir  A  h. 


r* 


9)  / dx  =  Zr,  r>0. 


10) 


bestimmter  Integrale.  431 

Nach  demgelben  Verfahren  erhält  man 

ßrizniZl^^L±j:Z^,=.rQr-l)  +  l,  r>0. 


§.  93. 
Verwandlung  von  bestimmten  Integralen  in  Heihen. 

Wie  bei  unbestimmten,  so  benutzt  man  auch  bei  bestimmten 
Integralen  unendliche  Reihen  zur  Berechnung  der  Integral werthe; 
dabei  hat  man  wiederum  zu  berücksichtigen,  dass  die  Formel 

/*  b  h  .  h 

*  a  a  a  , 

nicht  ohne  Weiteres  auf  den  Fall  anwendbar  ist,  wo  die  Reihe  ins 
Unendliche  fortgeht;  man  muss  daher  die  Reihe  erst  als  endliche 
nehmen,  ihren  Rest  hinzufügen  und  schliesslich  untersuchen,  ob  dgus 
Restintegral  sich  der  Grenze  Null  nähert,  wenn  die  Anzahl  der  Rei- 
henglieder unendlich  wächst  (vergl.  §.  67,  II.)*  Einige  Beispiele  mö- 
gen dies  aseigen. 

a.    Das  zu  berechnende  Integral  sei  ^ 


J      1    ■\-  X 


+ 

U 

Wollte  man  geradezu 

pi-^=l  _«4-a,»_-r«  +  ...  +  (_i)— laf- 1  + tli^ 

setzen,  so  würde  ein  unbrauchbares  Resultat  von  der  Form  Cr=  -f-  ^ 
—  00  -|-  00  —  00  -f-  etc.  zum  Vorschein  kommen;  man  muss  daher 
erst  eine  Umwandlung  des  Integrales  vornehmen.     Nun  ist 

_  Cxf^'^dx         f^xl^-^dx 
j%^  ~J   1  +  «       J    1  +  a?  * 

im  ersCeh^ntegrale  schreiben  wir  y  für  x,  wodurch  sich  dasselbe 
nicht  ändert;  im  zweiten  Integrale  benutzen  wir  die  Substitution 

—  =^  «,     X  i=  —1     dx  =r  —  — — , 
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0 


1  0 

mit  dem  vorigen  Integrale  zusammen  giebt  dies 


-Z"-;- 


Hier  l&sst  sich  die  Reihenentwickelung 

^-i—  =  1  -  y  +  yl_  yl  +  ...  +  (_  1)-- ly-l  +  tz^ 

benutzen  und  die  entstehenden  Einzelintegrale  haben  endliche  Werthe 
sobald  die  Grossen 

—  fi+  1,-/1  +  2,  — ^  +  3, f*  +  n, 

positiv   sind,  d.  h.  wenn  fi  zwischen  0  und  1  liegt.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung ergiebt  sich 

tr  =  -  —  —4 —  +  ;r4 +  (—  i)""*         ^ 


+  T-^-;r^  +  T^ +(-1)"-^—^ 


1— fi      2  —  ft3  —  /i  ^  n  —  fi 


oder  auch  durch  Zusammenziehung  von  je  zwei  Brüchen 


ft      '      1»  — fl«  2»— f*«     '  ■     V  /      (^—  l)2_^l 

1 

Man  bemerkt  leicht,  dass  ^  -|-  y^'/'  immer  zwischen  0  und  2  ent- 
halten ist  und  daas  folglich  der  Werth  des  letzten  Integrales  mehr 
als  Null  beträgt,  aber  weniger  ab 

1  1 


^ffri^^<^f^-'^y 


0        '    "  0 


2 
mithin  weniger  als  —  (vergl.  §.  90  Formel  2).     Lftsst  man  daher 

in  der  Gleichung 
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1 


^    T^    1-2   —   ^J  2»   —  Ji«    ^  ^    ^        ^     (n—  1)2  — fA» 

die  Zahl  n  unendlich  wachsen,  so  erhftlt  man  für  ü  die  Entwickelang 
1  2(1  2(1  2(1 


li    ^    1»  —  It«  2»  —  1*2    ^ 


•    •    •    • 


fi     '     1»  —  ft«         2»  —  f*2    •    3«  —  ^2 

Die  vorliegende  Beihe  ist  snmmirbar  nach  Formel  6)  in  §.  60;  zu- 
folge der  ursprünglichen  Bedeutung  von  U  und  des  nachher  gefun- 
denen Werthes  hat  man 

oder  auch  für  ^  =  <'  =  fan'd  und  2(1  —  1  ==  A 


^71 


c/  1  +  <*       t/  2cösiA»  ^ 

b.    Versteht  man  unter  p  eine  ganze  positive  Zahl  >  0  und 


setzt 

F 

0 

so  hat  man  identisch 


—  r  ^^^ 


gp  Y"'  +  «"■*'  +  •  •  •  +  c""'  +  l  _  ^4  ^' 

0 

0 

Sehr  einfache  Betrachtungen  zeigen,  dass  der  Quotient  #  :  (e* —  1) 
immer  zwischen  Null  und  der  Einheit  liegt;  das  letzte  Integral  hat 
daher  einen  positiven  Werth,  der  weniger  betragt  als 


/• 


0 


Sehlömileh,  AiuJjtis.  I.  28 
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Versteht  man  unter  q  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  echten 
Bruch,  80  lAsst  sich  die  vorige  Gleichung  in  der  Form 

1  ••2  .  3  ...  (p  —  1) 


y-9 


nP 


schreiben  und  hieraus  folgt  bei  unendlich  wachsenden  n  und  constant 
bleibenden  p 

oder  nach  einer  schon  frUher  (§.  50)  gebrauchten  Bezeichnung 

OD 

3)  jf-^^l  ~  ^-2.8.  ..l>Sp+i,  p>0. 

0 

In  dem  Falle  eines  ungeraden  p  =  2q  —  1  losst  sich  8-2  q  durch 
die  Bernoulli'sche Zahl J^Sf—i ausdrücken  (§•  50,  Nro.  28);  es  wird 
dann 

'  J    e«—  1   ~  2q 

oder  auch  wenn  man  statt  e  eine  neue  Variabele  r  mittelst  der  Sub- 
stitution 5  =  2«r  einfiährt, 

^  jj/  e»^^—  1  4g 

0.    Als  letstes  Beispiel  diene  die  Entwickelung  des  Integrales 


/sinßjs    , 
e- -  1  ^'• 


0 

Zunächst  ergiebt  sich  auf  ähnliche  Weise  wie  vorhin 

W=     \e-'  +  e-^'  H +  e  «•  +  f- sinßßdä 

J  \  1  —  «-' ) 

-'     ^      I      />      ,  .    .JL_ 

/J»  H-  1«  ^  /i»  +  2»  ^  ^  ^«  +  «« 


^  "/.-^-If'  •  "^ 
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Abb  Prodnct 

M      sinßs 

C  —  1       ßB 

liegt  immer  zwischen  -{~  ^  ^u^^  —  ^  i  daher  ist  das  letzte  Integral 
zwischen 

+f<r'^  dir  =  +  i  und  —  A""'  ^*  =  ""  "^ 
0  « 

enthalten«  und  folglich  kann  man  statt  der  vorigen  Gleichung  schreiben 

n    ~  /5»  +  1«  "^  /3«  +  2»  "^  "*■  /S»  +  n«* 

-l<p<+l. 
Durch  üebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  n  wird  hier- 
aus 

W= ^— +  — ^ 4-—^^ + 

/J«  4-  12  ^  ^a  ^  2«  ^  /5»  +  3«  ^ 

d.  i.  nach  Formel  6)  in  §.  59 

Setzt  man  noch 
so  wird  die  Gleichung  6)  zur  folgenden 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man 

0 

welche  Formel  sich  leicht  durch  Differentiation  in  Beziehung  tfnf  a 
verificiren  lässt. 


28' 
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§.94. 
BeihenBommirangen  durch  bestimmte  Integrale. 

Da  ein  bestimmtee  Integral  als  ein  geschlossener  Ansdrack  gel- 
ten kann,  dessen  Werth  sich  nach  §.  82  mit  jedem  gewünschten 
Grade  der  Genauigkeit  berechnen  läset,  so  ist  es  nicht  selten  von 
Yorthoil,  endliche  oder  unendliche  Reihen  in  bestimmte  Integrale  an 
▼erwandeln,  also  die  Summen  jener  durch  die  Werthe  der  letzteren 
auszudrücken.     Einige  allgemeinere  Beispiele  hierzu  sind  folgende. 

I.    Setzen  wir  wie  in  §.  18,  Nr.  14) 

^  1  .2...(n— !)■'  ^'' 

80  ergiebt  sich 

£^  _     (b-xy-^ 

dx     ~  1  .2  ..  .(n— 1)''     ^' 
mitihin  nmgekehrt  durch  Integration 

Um  die  Gonstante  zu  bestimmen,  setzen  wir  erst  «=^  dann  x=^a 
und  subtrahiren  die  so  entstehenden  Werthe  von^(x).  Ist  nan/">(x) 
endlich  und  stetig  von  x  :=  a  bis  x  =  &,  so  ist  es  auch  das  Pro- 
duct  (5  —  «)•""* /»^(x),  und  die  Differenz  ^(D)  —  ♦(a)  besitzt  dann 
denselben  Werth  wie  das  bestimmte  Integral 

6 

(5  —  rr)*-i 


/i 


/•>  (x)  dxy 


1     2...(n  — 1) 
vermöge  der  Bedeutung  von  ^(o;)  erhalten  wir 

. . <^ -'»)-'       /(-.)(a)  =  /    (f-'^y-'     fn,U)ä. 

1.2...(n-l)^         ^'       J  l.2...(n  —  iy     ^' 

oder 
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1)  /(a)  +  i^f^a)+<^r(a)  + 

Setzen  wir  6  —  a  =  ä  und  schreiben  u  für  a?,  so  haben  wir 

a 

und  dies  ist  nichts  Anderes  als  eine  Sammenformel  für  die  n  ersten 
Glieder  der  Taylor'schen  Keihc.  Gewöhnlich  schreibt  man  statt 
der  Gleichung  2) 

3)  /(*  +  Ä)  =f{x)  +  A  /(-,)  +  ^/'{x)  + 


•  •  •  • 


WO  Bn  den  Rest  der  Reihe  bezeichnet,  nämlich 

*>  ^=yTTT73T7rir=:T)-^"'(")'^«- 

Durch  Substitution  von  tt=ra9+^i^f^  =  c{f;  erhält  letzterer  die 
Form 

A 

and  daraus  wird  ^r  v  =  hw 

1 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  2)  a  =  0  und  schreibt  r?  für  & 
so  erhält  man 

7)  /(»)  =/(0)  +  -M  ,  +  ^  ,,  ^. 

/»-»(O) 
+  1.2...(»-1)  *"'+«■. 


•   •   •   • 


•   •    •    • 
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wobei  der  Rest  Bn  anter  folgenden  Formen  dargeBtellt  werden  kann 

0  ^ 

1 

Wendet  man   auf  das  hier  vorkommende  Integral  die  Formel  3) 

S.  415  an,  indem    man   in  letzterer^ ic  für  x  und  nachher  9(tp) 

=  /^"^(a?te),  if(io)  =  (1  —  te?)"~'  setzt,  so  gelangt  man  zu  derselben 

Restformel,  welche  sich  aus  Nro.  5)  S.  207  durch  die  Specialisimng 

^  («?)  =  0^  —  (x  —  t#)»  ergiebt, 

IL    In  §.  82  wurde  gezeigt,  dass  sich  die  Fl&ohe 

b 

U=J/(x)dx 

a 

mit  beliebiger  Genauigkeit  berechnen  Iftsst,  und  zwar  ist  nach  den 
Formeln  7)  und  9),  wenn 

f{x)dx  =  F{x\        h  =  ^-=-^ 


f> 


gesetzt  wird, 

h 


ß 


/(x)dx 


=  Ä[J/(a)  +/(a+Ä)  +/(a+2Ä)  +  ..•+/(a+ n  -  1 Ä)  +  J/(o+«»)] 
-5^**iy(«  +  «Ä)  -/(a)]  +  ^9Ä*[/"(a  +  nÄ)  -/'"(a)]; 
darin  bezeichnet  Q  einen  positiven  echten  Bruch.     Nimmt  man  in 
dieser  Formel  a  =  h  z=  l  mithin  b  =  n  H~  I  und  addirt  beider- 
seits lf(n  -)-  1),  so  hat  man 

/(l)  + /(2)  + /(3)  +  •  • .  4- /(n  +  1) 

=J/ix)dx  +  U/(n  +  1)  -  /(!)]  +  i[/(n  +  1)  - /(!)] 

'  -ih<'[/>+l)-/"0)l 

oder  für  n  -{-  1  =-  p  und  durch  Trennung 

/(l)  +  /(2)  +  /(3)  H-  .  . .  +  /(p) 
=ff(x)dx  -f/(x)dx  +  ifip)  -  1/(1) 

+  Ä'(i>)/  -  i'Ph  -  iJ«p/"(p)  +  .iP/"'(U- 
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Faast  nan  die  vonp  asabhängigeu  Ausdrücke  bu  einer  Constanten  C 
sQsammeii,  so  hat  man 

10)  /(l)  +  /(2)  +  /(3)  +...+/(!,) 

1» 

Dabei  mdssen  /(«),  /(»).  /'(»).  f'{x\f^{x)  endlich  und  stetig 
bleiben  v<m  o?  =  1  bis  o;  ==  p;  die  letzte  Fimction  darf  innerhalb 
desselben  Intervalles  ihr  Vorzeichen  nicht  wechseln,  und  der  echte 
Bruch  Q  ist  immer  positiv. 

Wie  die  Formel  10)  zur  Summirung  endlicher  Reihen  benutzt 
werden  kann,  mögen  die  folgenden  zwei  Beispiele  zeigen« 

a.    Hit  der  Annahme  /(«)  =  -*  genflgt  man  den  angegebenen 

Bedingungen,  und  zwar  für  jedes  x^  l\  ferner  ist 


mithin 

11) 

}  +  i  +  j  +  }---+} 

=  ^  +  '*  +  21,         121,«  ^  641,* 

Um  die  Constante  C,  die  jedenfalls  einen  endlichen  Werth  haben 
muss,  zu  bestimmen ,  schaffen  wir  Ip  auf  die  linke  Seite  und  gehen 
sur  Grenze  für  unendlich  wachsende  p  über;  es  wird  dann 

12)  itm  |i  +  J  +  i  +  •  .  .  +  i  -  li>j  =  0. 

Diese  Gleichung  erh&lt  eine  bessere  Gestalt,  wenn  die  Formel 
a?  —  j(i  +  a?)  =  }««  —  |a?»  +  J«*  — 

n  —  1  '         n 

benatzt,  welche  aus  der  Formel  1)  in  §.  46  durch  die  Substitu- 
tionen 

1 

^  =  •*'  (1  +  ^xY  =  * 

hervorgeht,  und  worin  bei  positiven  x  der  Werth  von  e  zwischen  0 
und  1  enthalten  ist.    Setzt  man  n&mlich  der  Reihe  nach  o?  :=  1,  |, 

I,  •  •  •  — ,  so  erhält  man 
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}  + J  + !  +  •••  +  ^-l(P  +  l) 

^    n  —  1    Vi— »  ^  2—1  ^  ^  p— V 

^       »       \1"  ^  2»  ^  ^  i)"/ 

wobei  6i ,  C} ,  •  •  •  F«  Terschiedene  positiv«  eobte  Br&ohe  bezeichnen. 
Zofolge  dieses  Umstandes  Uegt  die  letzte  Samme  zwischen  Null  und 

1«  ~  2"  ~  1>" 

sie  bildet  also  einen  Bracbtbeil   dieses  Ansdrackes.     Zerlegt  man 

2(|>-|-l)inZjp4'Ul+  '^)  und  gebt  zur  Grenze  für  nnendlicb 
wacbsende  ^  über,  so  wird 

C  =  J5«— !&+•••+  — r-  S«-i  H S„ 

und  für  unendlicbe  n 

13)  Cf  =  iS,-.JS,  +  JS4 ; 

dabei  haben  £K|,  Sa»  S4,  etc.  die  nftmlicbe  Bedeutung  wie  in  §.  50 
Formel  8).  Die  in  N^o.  13)  vorkommende  Reibe  wird  rascber  con- 
vergent,  wenn  man  sie  mit  der  Gleicbung 

0=l-/2-|  +  '-.} 

vereinigt,  nämlich 

14)  0=1  -  l2  +  |(Ä-i)-|(Si-  1)  + 

und  hieraus  findet  man 

C  =  0,5772156649  •  •  •, 

Nimmt  man  in  Formel  11)  beispielsweis  p  =  1000,  so  wird 
der  Rest 

9  ^     1 


64  .  1000*  ^  10"' 
mitbin  erhält  man  die  Summe  der  Reihe  |  4.  1  4.  .  •  •  ^  ^JL.  ^i^f 
wenigstens  12  Decimalen  genau;  sie  ist  7,48547086  .  .  . 

b.    Die  Annahme /(a;)  =zlx  genügt  gleichfalls  den  aufgestell- 
ten Bedingungen,  falls  x  >>>  1  ist;  sie  giebt 
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15)  II  +  12  +  '*  '  'lp  =  l(l.2.B..  .p) 

Um  die  Gonetante  bu  bestimmen,  erinnern  wir  an  die  identische 
Gleichong 

^*        ^        2  .  4  .  6  .  8  .  .  .  (2g)      2«.1.2.3..-fl 
woraus  folgt 

2,4.6.  >.(2g)       _  2'g(1.2.3...g)» 
1.3.5 (2g  — 1)~"  1  .2.3  .  ..  (2fl)' 

Wir  nehmen  beiderseits  die  natürlichen  Logarithmen,  wodurch  rechts 
der  Ausdruck  2ql2  +  21(1 .2  ..q)  —  1(1 .2., 2 q)  entsteht,  und 
transformiren  die  Logarithmen  der  Producta  1 . 2  • . .  g  und  1 . 2 ...  2g 
nach  Formel  lÖ),  wobei  zur  Abkürsung 

J ^=% 

12jp        I92p^  ' 

sein  möge;  wir  erhalten  so 

'G '3  *.'.•.•(»?-.))  =  0  - !»  + 1.«  +  2  r,  -  c, 

oder  nach  Multiplication  mit  2  und  Subtraction  von  2(2g  4~  1) 

?f_ii^!J^!li:(?i)! \  =  2C-l2-^l(2+'A  +  2U,-ü,,. 

V3*.5«...(2g-l)»(2g  +  l)y        "^  \^(Z/^       '        '' 

Die  linke  Seite  kann  unter  der  Form 

ifl  1  t  i  ^   t  2g  2g     \ 

\r3'3'5'5'7  '  "  2g—  1  2g  +  1/ 

dargestellt  werden  und  convergirt  bei  unendlich  wachsenden  g  gegen 
die  Grenze  Z(|^)  (s.  S.  237);  rechter  Hand  nähern  sich  — ,   Uq  und 

^Sf  der  gemeinschaftlichen  Grenze  Null,  mithin  bleibt 
l(\n)  =  20—212  oder  C  =  \l(2n). 
Nach  Nro.  15  ist  nun 

16)  l(\.2.B...p)  =  \l(2n)  +  (p  +  D^p-  p 

+  J I?« 

^  12p        192p»' 

welche  Formel  bei  grossen  p  eine  ansehnliche  Genauigkeit  gewährt. 

Schon  in  dem  nicht  günstigen  Falle  p  =  10  erhält  man  nach 
beiderseitiger  Multiplication  mit  dem  Modulus  der  Brigg'schen  Lo« 
garithmen 
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log{1.2.B...lO)  =  6,5597642  —  q  .  0,0000023 

oder  fär  ^  =c:  1  and  9  =  0 

6,5597619  <  %(1 .2.3...10)<  6,5597642, 

WM  mit  dem  Werthe 

lo^(l .  2 . 3 . . .  10)  =  6.5597630 

auf  f&nf  Decimalatellen  übereinstimmt. 

Benutzt  man  wieder  üp  zur  Abkürzung,  so  hat  man  nach  Nro.  16) 

17)  1.2.3...!)  =  V2px(^Ye^. 

Vermöge  der  Bemerkung,  dass  der  Binomialcoefficient  (|Li)^  eines  gaa« 
zen  Exponenten  /t  unter  der  Form 

1.2.3 /* 

1.2...(f£  —  Ä;).1.2...»; 
dargestellt  werden  kann,  folgt  aus  Nro.  17)  das  Resultat 

welches  für  die  Wahrscheinlichkeitsermittelung  bei  oft  wiederholtes 
Versuchen  von  Werth  ist. 


Cap.  XV'I. 

Die  mehrfachen  bestimmten  Integrale. 

§.  95. 

Die  Doppelintegrale  nnd  ihre  Anwendung  sur  Cubatur 

begrenster  Rftume. 

Wenn  eine  Function  zweier  Yariabelen  x  und  y  zuerst  in  Be- 
ziehung auf  y  bei  constant  bleibenden  x  integrirt  und  das  Ergebniss 
dieser  Integration  einer  neuen  auf  x  bezüglichen  Integration  unter- 
worfen wird,  so  entsteht  ein  Doppelintegral,  welches  man  durch 

J  dxj  fix,y)dy 

bezeichnet  und  wobm  die  Anordnung  beider  Integrationen  von  der 
Rechten  zur  Linken  gelesen  wird.     So  ist  z.  B. 

/,, /.  y'y  ;  =  Trf J- _L=  +  d 

J>    ^JY(x^  +  y'y     J      l     Vg»  +  y«         ) 

^-^lix+Vx^  +  y^)  +  Cx  +  Cj 
und  darin  bedeuten  C  und  Ci  die  beiden  durch  die  Integrationen 
eingeföhrten  wiUkührlichen  Constanten.  Wie  man  sieht,  bietet  die 
Sache  keine  Besonderheiten  dar  so  lange  die  Integrationen  unbestimmt 
bleiben,  sie  verlangt  dagegen  eine  genauere  Untersuchung  falls  die 
Integrationen  zwischen  bestimmten  Grenzen  vorgenommen  werden 
zollen. 

Nach  der  primitiven  summatorischen  Bedeutung  des  einfachen 
Integrales  ist 


j  f{9^y)dy 


Vo 
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die  Grenze,  welcher  sich  die  Summe 

/(«.yo)  «1  +  f(p.  yo  +  «i)  «3  +  /(«.yo  +  «1  +  «i)  ««  H . 

.  •  •  +  /(ar.yo  +  «i  +  ««  -| h  «»-i)«» 

tuieDdlich  n&hert ,  wenn  die  Anzahl  der  Grössen  Ci ,  €2  •  *  '  *  ^  u^'b 
Unendliche  wächst,  während  gleichzeitig  jede  einzelne  derselben  gegen 
die  Null  convergirt  und  ihre  Summe  =  F  —  y«  bleibt.  Dieser 
Grenzwerth  kann  auch  als  Differenz  zweier  Specialwerthe  des  unbe- 
stimmten Integrales 


/ 


f{x,y)dy  =  F(r,y)  +  Cmst. 

angesehen  werden,  jedoch  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  F(x^  jr) 
innerhalb  der  Integrationsgrenzen  endlich  und  stetig  bleibt  Dieca 
Voraussetzung  festhaltend,  dürfen  wir 

•  •  •  +  /(«.yo  +  «1  +  «2  H —  +  ««-Of« 

=  Fix,T)  -  F(x,yo)  —  <f 

setzen ,  wobei  nach  §.  64  S.  305  die  mit  6  bezeichnete  Grösse  zwi- 
sehen  —  fi(Y — yo)  ^^^d  -f-  M(1^ — yo)  liog^»  wenn  ft  eine  beliebig 
kleine  willkürlich  gewählte  Zahl  bezeichnet.  Geben  wir  dem  x  der 
Reihe  nach  die  Werthe  «^i  «^  +  'ii  *o  +  *i  +*«••••  ^  +  *i 
4-  $2  4"  *  *  *  "h  ^m~i  und  multipliciren  die  entstehenden  Gleichun- 
gen mit  dl,  d],  .  .  .  dflii  so  erhalten  wir  durch  Addition 

fixo, yo)  *i  «1  +  /(«o. yo  +  «1) dl  h  +  /(a^o,  yo  +  «i  +  «j)  di ««  +  •• 
+  /(P^  +  *iiyo)*2«i  +  /(«6  +  dnyo  +  «i)*2«s  +  •  •  •  • 


+  /(«O  +  dl  4-  *2  +  ••  +  *m-li  yo)  *mfl    + 

=[i^(^.r)-i^(«o,yo)]di  +  [F(av,+di.Y)--F(Äö+»i.yo)]«2+"- 

—  (<^1  dl  +  tfj  dj  +  •  ••  +  <fm9m)j 

worin  jede  der  Grössen  <^i,  <^9,  •  •  •  i^m  beliebig  klein  gemacht  wer- 
den kann.  Wählen  wir  di,  dj,  .  .  .  d^  so,  dass  ihre  Summe 
=  X  —  a:«  ist,  so  haben  wir  linker  Hand  eine  Doppelsumme  Ton 
der  Form 

£i;f(x,y)^fx^fy, 

worin  sich  die  zwei  Summenseichen  auf  die  für  o;  und  y  geltenden 
Werthepaare 
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•  •  •• 


beziehen  und  der  Reihe  nach 

Ax  =  Oj,  Oj,  O3,  .  .  .  .  v,„, 
^7y  =   *!»    *2,    ^3»   •   •       •  ^m 

zu  nehmen  ist.     Die  erste  Summe  rechter  Hand  lässt  eich 


[F(^,r)-F(a?,yo)]^«-  a 

setzen,  wo  9  gegen  die  Null  convergirt,  wenn  m  unendlich  wächst • 
jedoch  ist  hierzu  die  Bedingung  erforderlich,  dasa  ^"(0;,  ^)  endlich  und 
stetig  bleibt  innerhalb  der  Intervalle  x:=Xq  bis  x  =  X  und  y  =  y^ 
bis  y  z=  T,  Was  endlich  die  Summe  (JiÄi  -{-  698^  -{-  etc.  anbe- 
langt, so  zeigen  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  in  §.  64,  dass  sie  zwi- 
schen —  A(X  —  Xq)  und  +  A(Z  —  Xq)  gefasst  werden  kann,  wo  A 
eine  beliebig  kleine  Grösse  ist.  Durch  Uebergang  zur  Grenze  für 
gleichzeitig  unendlich  wachsende  m  und  n  ergiebt  sich  nach  diesen 
Bemerkungen 

X 

Lim  ZZfix,  y)  Jx  Jy  =J  [Fix,  T)  -  F{x,  y^)]  dx. 

tu 

Um  diesen  Satz  in  Worten  ausdrücken  zu  können,  setzen  wir 

X     r 

Lim  Li:  fix,  y)  dx  Jy  =J  Jfix,  y)  dxdy, 

d.  h.  wir  definiren  das  bestimmte  Doppelintegral  als  den  Grenzwerth 
der  Doppelsumme  von  fix,y)dxjdy,  wenn  x  und  y  alle  mit  den 
Integrationsgrenzen  verträglichen  Werthepaare  erhalten  und  z^o;  und 
dy  gegen  die  Null  convergiren;  die  Gleichung 

X        Y  X 

J  ffi^. y)dxdy  =  J[Fix,  Y) ^  Fix, y«)] dx 

X 


=  1  dx  1  fix,y)dy 


*9       n 
zeigt  dann,  dass  jener  Grenzwerth  auch  durch  zwei  aufeinander  ful- 
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gende  Integrationen  gefanden  werden  kann,  faUs  die  Int^gration»- 
grenzen  endliche  Ordsaen  sind  und  die  Fnnctionen 

innerhalb  jener  Grenzen  endlich  und  stetig  bleiben. 

Ans  der  sommatorischen  Bedeutung  des  Doppelintegrales  geht 
noch  hervor,  dass  es,  wenn  auch  umständlich,  doch  jederzeit  mSglich 
wäre,  den  Werth  eines  Doppelintegrales  direct  mit  beliebiger  Ge- 
nauigkeit zu  berechnen. 

Den  vorigen  analytischen  Betrachtungen  lässt  sich  auf  folgende 
Weise  ein  geometrischer  Sinn  unterlegen,  der  zur  Lösung  einee 
stereometrischen  Problemes   führt.      In  Fig.  76  mögen    OL  ^=  x, 

Fig.  76. 


LN  =  yy  NP  =  jr  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes 
P  bedeuten  und  es  sei 

B=f{x,y) 
die  Gleichung  einer  Fläche,  auf  welcher  jener  Punkt  liegt;  femer 
denken  wir  uns  in  der  ^y-£bene  parallel  zur  y-Achse  zwei  Gerade 
gezogen,  deren  Entfernungen  von  jener  Achse  bekannt,  nämlich 
OZo  =  o:^  ^^^  OLi  =  X  sein  mögen;  in  derselben  Ebene  stellen 
wir  uns  endlich  zwei  Curven  vor,  welche  durch  die  Gleichungen 

iiVi=yo  =  9>(«).  LNi  =  r=*(a:) 
bestimmt  sein  soUen.     Jene  Geraden  und  diese  Curven  schneiden 
sich  im  Allgemeinen  und  bilden  ein  ebenes  theils  gerad,  theils  krumm* 
linig  begrenztes  Viereck ;  letzteres  betrachten  wir  als  die  Basis  eines 
geraden  Cylindersi    welcher  oberhalb  durch   die    vorhin  erwähnte 
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Fläche  begrenzt  wird,  and  stellen  uns  die  Aufgabe,  das  Volumen  V 
dieses  Cylinders  zu  berechnen. 

Aendem  wir  x  um  dx,  gleichzeitig  y  um  dy^  oonstruiretf  wir 
ferner  das  Rechteck  aus  dx,  dy  und  lassen  von  allen  Funkten  seiner 
Peripherie  Gerade  \\  OZ  bis  zur  Fläche  aufsteigen,  so  erhalten  wir 
ein  Parallelepiped  von  der  endlichen  Höhe  z  und  der  unendlich  klei- 
nen Basis  dxdy\  sein  Volumen  ist  gdxdy  =f(x,yydxdy.  Das 
gesuchte  Volumen  V  bildet  die  Summe  einer  unendlichen  Menge 
solcher  Elementarparallelepipede,  und  daher  ist 

V  =  ffsdxdy  =  fffi^^  y)  ^^^y. 

wobei  sich  die  Anwendung  doppelter  Summenzeichen  durch  don  Um- 
stand rechtfertigt,  dasa  die  Summe  aller  Parallelepipede  nur  dann 
vollständig  zu  erhalten  ist,  wenn  letztere  nach  den  beiden  Richtun- 
gen der  y  und  x  zusammengezählt  werden.  Vereinigt  man  erst  die- 
jenigen Parallelepipede,  welche  zu  einem  und  demselben  x  aber  zu 
den  verschiedenen  von  y^  bi6  T  gehenden  y  gehören,  so  bedeutet  der 
Ausdruck 

T  T 

Jf(x,  y)  dx  dy=dxj  f(x,  y)  dy 

das  Volumen  einer  Schicht,  welche  die  Dicke  oder  Höhe  dx  besitzt 
und  in  der  Entfernung  x  parallel  zur  Ebene  ys  steht,  mithin  den 
Querschnitt  j^o^i  Q\  Qo  zur  Basis  hat  Durch  Vereinigung  aller  die- 
ser von  X  =  x^  hin  X  =  X  reichenden  Schichten  erhalten  wir  dus 
ganze  Volumen 

X         T 

1)  7  =  Jdxjf{x,y)dy. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auch  mittelst  der  Formel 

X 

V=  fudx, 

worin  U  den  Flächeninhalt  des  Querschnittes  ^o  -^i  Q\  Qo  bedeutet, 

welcher  im  Abstände  x  parallel  zur  ^jer-Ebene  gelegt  ist.     Nach  der 

bekannten  Regel  zur  Quadratur  ebener  Flächen  hat  man,  LN  =^  y 

ab  Abscisse  und  NP  =  iir  ab  Ordinate  ansehend, 

y 

U  r=z    I  ßdy, 

9q 
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mithin  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung 

F  =    /"  I  fgdy  I  dx  =  jdxißdy. 

Diese  Formel  stimmt  mit  Nro.  1)  überein,  sobald  f(x,y)  für  i»  ge- 
setzt wird. 

Als  Beispiel  einer  solchen  Cubatur  diene  folgender  FalL  Die 
oberhalb  begrenzende  Fläche  sei  ein  elliptisches  Paraboloid,  bestimmt 
durch  die  Gleichung 

e  =  ax^  -|-  ßy^i 
die  Basis  des  Volumens  sei  ein  rechtwinkliges  Dreieck  (Fig.  77)  mit 


Fig.  77. 


den  Katheten  OÄ  =  c^ 
OJB  =  b.  Die  Summation 
aller  Volumelemente ,  d.  h. 
die  doppelte  Integration  be- 
zieht sich  dann  auf  alle 
positiven  x  und  y^  welche 
der  Bedingung 

"•  a         0 

genügen,  mithin  sind  die 
Int^grationsgrensen 


Xo  =  0,  X=  OÄ    =0, 

yo  =  0.   T=LNi  =  h(l^  J) 

Dies  giebt 

F  =   fdxjiax*  +  ßyi)dy 


0         0 


0 

Denkt  man  sich  demjenigen  Punkt  D  der  Fläche  aufgesucht,  dessen 
Goordinaten  OA  =  a,  OB  =  ^iC  =  l>,  CD  =  c  sind,  so  ist 
c  =  aa<  -|-  ^&',  mithin  F  gleich  dem  zwölften  Theile  des  Pard- 
lelepipedes  aus  den  Kanten  a,  b,  e. 
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Für  ein  iweites  Beispiel  behalten  wir  das  elliptische  Paraboloid 
als  obere  fiegrenzungsfläche  bei,  nehmet  aber  als  Basis  die  ganze 
aus  den  Halbachsen  a  und  h  oonstmirte  iUlipse.  Die  Integrationen 
beziehen  sich  jetzt  auf  alle  positiven  und  negativen  x  und  y,  welche 
der  Bedingung 

» ^  (f  )*  ^  (f)'^  • 

genflgen;  daher  ist  * 


+• 


Die  Ausführung  beider  Integrationen  giebt 

F=}«ab(aa«-f/Sl>«)  =  }«abc, 
worin  wieder  ein  einfacher  stereometrischer  Satz  liegt. 


§.  96. 
Die  TTnokehrung  der  Integrationenfolge. 

Durch  die  summatorische  Bedeutung  des  Doppelintegrales,  welche 
in  der  Definition 


// 


f{Xyy)dxdy  =  LimS£f(x,y)^x^p 

ausgesprochen  ist,  wird  man  (ähnlich  wie  bei  den  unendlichen  Dop- 
pelreihen) zu  der  Frage  veranlasst,  ob  derWerth  des  Doppelintegra- 
les ungestört  bleibt  oder  nicht,  wenn  man  die  beiden  angedeuteten 
Integrationen  in  umgekehrter  Reihenfolge  ausführt. 

Betrachten  wir  zun&chst  den  Fall,  wo  die  Integrationen  unbe- 
stimmte sind,  und  nennen  V  den  Werth  des  Doppelintegrales  ^  so  ist 

Andererseits  gilt  nach  §.  15  die  Gleichung 

d^V   _   8«F 

dxdp       dydx 
vorausgesetzt,  dass  die  Yariabelen  x,  y  keine  solchen  Werthe  erhal- 
ten, wodurch  eine  der  Functionen 

Bohlömileh,    Analjtli.  I.  29 
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dxdy'   dx'   Zy' 
discontinairlich    werden    könnte;    es    ist    daher    anter    dieser  fie- 
Bchränkong 

•       Y=  JJf{x,y)dydx. 
Demnach  besteht  die  Qleichong 

J Jfi<^^y)dxdy  =  Jjf{x,y)dydx 

so  lange,  als  die  vier  Functionen 

f(x,y)f  J*f(P,y)dx,  Jf{x,y)dy,  J  Jf{x,y)dxdy 

keine  Unterbrechung  der  Continaität  erleiden. 

Bei  bestimmten  Doppelintegralen  ist  diese  Schlnssweise  nicht 
direct  anwendbar«  und  daher  mnss  man  in  diesem  Falle  auf  die  Be- 
trachtungen des  vorigen  Paragraphen  zurückgehen.  Meistentheils 
sind  die  vier  Integrationsgrenzen  nicht  unmittelbar  gegeben,  sondern 
man  kennt  nur  eine  Bedingung,  welcher  die  Tariabelen  x  und  y  ge- 
nügen sollen  (vergL  das  vorige  geometrische  Beispiel);  gleichzeitig 
i^t  auch  die  Anordnung  der  Integrationen  nicht  vorgeschrieben,  es 
wird  nur  die  Doppelsumme  aller  der  Elemente /(o?,  y)  dx  (7y  verlangt* 
für  welche  jene  Bedingung  besteht  Ist  letztere  der  Art ,  dass  sich 
aus  ihr  bestimmte  Integrationsgrenzen  sowohl  bei  der  einen  als  bei  der 
anderen  Anordnung  der  Integration  ergeben,  so  kann  man  auch  die  Be- 
trachtungen des  vorigen  Paragraphen  zweimal  anwenden,  indem  man  erst 


/ 


f(x,y)dy  =  F{x,y) 

setzt  und  die  zugehörigen  Integrationsgrenzen  yot  ^T,  OTo,  .X  bestimmt, 
nachher  aber 


/ 


f(x,y)dx  =  0(x,y) 

setzt  und  die  neuen  Integrationsgrenzen  |o,  Sj  ijo»  ^  aus  der  gege- 
benen Bedingung  herleitet     Im  ersten  Falle  findet  man 

X       r 
Lim  SS/ix,  y)  Jx^y=  I  dx  1  f(x,  y)  dy, 

'im  zweiten 


der  Integrationenfblge. 

Y       8 
Lim  SE/ix,  y)  ^Jx  ^p  =f^y  ff(».  v)  dx. 
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mithm 


jr     r 


Y     S 


J  Jf{»^y)dxdy  =  J  Jf{x,y)dydx\ 

jedoch  gilt  dieser  Satz  im  Allgemeinen  nnr  so  lange  als  die  Func- 
tionen 

/(«.y).   Jfix,y)dy,   Jf(x,y)dx, 

Jdxjf(x,y)dy,   Jdyff{x,y)dx 

endlich  und  stetig  bleiben. 

Diesen  Erörterungen  l&sst  sich  auf  folgende  Weise  ein  geome- 
trischer Sinn  unterlegen.  In  Fig.  78  mögen  OL=x,  OM=LN=:y 

Fig.  78. 


und  NP  =  ir  die  drei  rechtwinkligen  Goordinaten  eines  Punktes  P 
im  Räume  bezeichnen ,  femer  sei  jT  =  f(x^  y)  die  Gleichung  einer 
Fläche«  endlich  denke  man  sich  in  der  xy^Ehene  eine  geschlossene 
Curve  oder  überhaupt  einen  Gontour  LoMoIn^i  gegeben;  nimmt 
man  letzteren  zur  Basis  eines  Cjlinders,  welcher  von  der  vorigen 
Flache  geschnitten  wird,  so  ist  das  Gylindervolnmen 

r  =JjMdxdy  =  fffiP^^  y)  äx  dy,      * 
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wobei  X  und  y  an  die  Bedingung  gebunden  sind,  dass  der  Punkt  xy 
die  CylinderbaeiB  nicht  überschreiten  darf.     Aus  dieser  Bediugnng 
ergeben  sich  in  jedem  Falle  die  nöthigen  Integrationsgrenzen,  wobei 
wir  der  Einfachheit  wegen  voraussetzen,  dass  die  Curve  Lq  Mq  Li  Jfi 
▼on  einer  Geraden  in  nicht  mehr  als  zwei  Punkten  geschnitten  we^ 
den  könne.     Integrirt  man  zuerst  in  Beziehung  auf  y  bei  Torläufig 
Constanten  x,  so  sind  (wie  in  §.  95)  LLq  =  y^,  LLi  =  Y  die  Inte- 
grationsgrenzen fär  y;   die  nachherigen  Integrationsgrensen  fär  x 
sind  die  Entfernungen,  in  welchen  die  beiden  parallel  zur  y- Achse 
an  die  Cylinderbasis  gelegten  Tangenten  die  o^Achse  schneiden.  Will 
man  dagegen  zuerst  nach  x  integriren,  so  yerl&ngert  man  die  Gerade 
MN  bis  zu  ihren  Durchschnitten  IfJ)  und  Mi  mit  der  CylinderbasiB 
und  erh&lt  MMq  =  {qi  MMi  =  Si  die  Grenzen  für  die  nachherige 
auf  y  bezügliche  Integration  ergeben  sich,  wenn  man  parallel  zur 
a;-Achse  Tangenten  an  die  Cylinderbasis  legt.     Sowohl  bei  dem  er- 
sten als  bei  dem  zweiten  Systeme  von  je  vier  Integrationsgrenzen 
ist  die  Bedingung  erfüllt,  dass  der  Punkt  N  die  CylinderbasiB  nicht 
überschreitet;  dann  erhellt  aber  ohne  Weiteres,  dass  die  Summirung 
aller  Yolnmenelemente  gdxdy  in  beiden  Fällen  dasselbe  Cylinder- 
volumen  liefern  muss. 

Am  einfachsten  wird  die  Sache,  wenn  alle  vier  Integrations- 
grenzen absolute  Constanten  sind,  was  geometrisch  bedeutet,  dass 
die  Cylinderbasis  ein  Rechteck  ist,  dessen  Seiten  parallel  zu  den 
Achseff  X  und  y  liegen.     Man  hat  in  diesem  Falle 

ab  ha 

J  Jf{^^y)äxdy  =  f  Jf{x,y)dydx, 

aß  i      a 

wenn  die  sonst  noch  angegebenen  Bedingungen  erfüllt  sind. 
Als  Beispiel  betrachten  wir  das  Doppelintegral 

ab  b        a 

I     I  e-'^sinxdxdy  =1    I     I  e'^'smxdydx; 

0        0  0         0 

68  ergiebt  sich,  wenn  jedesmal  die  erste  der  angedeuteten  Integra, 
tionen  ausgeführt  wird, 

a  b 

I  ^if^x  dx  =^  I  -^-r — ~-2 i  dy 

J  %  J  I  +  1^' 

0  0  '     ^ 

'  ft  b 

*=  amtanh  —  casa   I  -— j — -  dy  —  sina  1  ^^ — -  dy. 
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Da  der  Bruch  - — ; zwischen  0  und  1  Hegt ,  so   ist  der  Werth 

des  mit  eaea  multiplicirten  Integrales  positiv  und  kleiner  als 

0 

fdr  das  aweite  Integral  rechter  Hand  gilt  eine  ähnliche  Bemerkung, 
and  man  hat  daher 


a 


9inxdx  =  arctanh (Qocosa  +  Qistna) 

0 

wo  ^0  und  pi  nicht  nfiher  hestimmte  positive  echte  Brüche  bezeich- 
nen. Durch  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  a  er- 
giebt  sich  ferner,  a  und  h  als  positiv  vorausgesetzt, 

sinxdx  =  arctanh. 

Das  Integral  linker  Hand  zerfallt  in  die  beiden  Integrale 

0  0 

nud  da  ^^  immer  zwischen  +  1  und  —  1  enthalten  ist,  so  liegt 

X 

der  Werth  des  zweiten  Integrales  zwischen 

I  e-^'dx  und  —  j  e'^^dx^ 

0  0 

er  kann  deshalb 


00 

0 


gesetzt  werden,  wenn  Q  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch 
bedeutet     Aus  der  nnnmehrigen  Gleichung 

P^!^  dx^^  =  arctanh 
J     X  h 

0 

folgt  für  5  =  00 

2)  J  —  ^'  =  r 
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Dieses  Beispiel  lehrt  gleichzeitig,  wie  man  sich  in  den  F&Uen  zu  Tei> 
halten  hat,  wo  unendliche  Integrationsgrenzen*  yorkommen. 

Um  auch  ein  Beispiel  filr  den  allgemeinen  Fall  zu  haben,  be* 
trachten  wir  das  Doppelintegral 

F  =  y^  rV4c«  — «»  — y»(l«dy, 

worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven,  der  Bedingung 

genflgenden  x  und  y  beziehen  mögen.     Geometrisch  bedeutet  hier  V 


Fig.  79. 


das  Volumen  eines  Cf- 
linders,  welcher  den  Über 
OÄ  =  2e  constmirtan 
Halbkreis  zur  Basis  hat, 
und  Ton  einer  mit  dem 
Radius  OÄ  beschriebe- 
nen Kugel  geschnitten 
wird  (Fig.  79).  Integrirt 
man  zuerst  in  Beziehung 
auf  y,    so    sind   0  und 

LQ  =  V2  ex  —  «•  die 
zugehörigen    Integra- 
tionsgrenzen ;  nachher  ist 
X  von  0  bis  2  c  auszu- 
dehnen, also 


te 


Vlc*-^ 


r=  JdxfV^c^  —  x^'-y^dy 


0        0 

te 


=  lJdx^(2e^x)V27x  +  iic^^x^arc8inY^ 


2c  +  x\ 
=  (}«-D(2c)3. 
Bei  umgekehrter  Anordnung  der  Integrationen  gelten  ftkr  x  die  Gren- 
zen M80  =  c  —  Vc*  —  y«  und  Jlf  Si  =  c  -|-  Vc»  —  y«,  ftLr  y  die 
Grenzen  0  und  c,  mithin  ist  auch 

^  ~f^^J^^  c«  —  «•  —  y«  dx. 


Als  Werth  des  ersten  Integrales  findet  man 
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1  V4c»— y>      .  V4c«-y«  J 

derselbe  lässt  sich  aber  noch  sehr  zusammenziehen.  Das  Quadrat 
vom  Inhalt  der  ersten  Parenthese  ist  n&mlich  2  y»  (c  —  y),  mithin  der 
Inhalt  selbst  =  y  V2(c  — y);  mittelst  der  Formel  9)  auf  S.  5  er- 
giebt  sich  fbmer  als  Differenz  der  beiden  Kreisbögen  der  eine 
Bogen 

L  4c«  — ya  J 

_  ^rr^^  2Vc(4c>--3cy>-y3)  .    2Vc(c-y) 

4  (.2  —  y%  2c  — y 


wobei  die  Formel 

aresin  (2  y  V^l  —  y«)  ^^  2  arcsin  y 
angewendet  worden  ist.     Nach  diesen  Bemerkungen  erh&lt  man 


y=f  jyVc(c-y)  +  (4 c»-y») aresin y^-1—    dy, 

was  zu  demselben  Werthe  von  F  fährt  wie  die  vorige  Rechnung. 

Den  Nutzen,  welchen  die  Umkehrung  der  Integrationenfolge 
gewährt,  zeigt  das  etwas  allgemeinere  Beispiel 

worin  ^(y)  eine  beliebige  Function  von  y  bedeuten  und  die  Inte- 
grationsbedingung dieselbe  wie  vorhin  sein  möge.  Hier  Iftsst  sich 
bei  der  ersten  Anordnung  die  auf  y  bezügliche  Integration  im  All- 
gemeinen gar  nicht  ausfuhren,  wohl  aber  kann  man  bei  der  zweiten 
Anordnung  genau  wie  vorhin  rechnen;  damit  gelangt  man  zu  der 
Gleichung 


=  f\yycic^y)  +  (^c^  -  y»)  aresin  y-^^—l  ^(fi)dy, 
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welche  die  Beduction  des  Doppelintegrales  auf  ein  einfaches  dar* 
stellt 

Hinsichtlich  des  allgemeinen  Doppelintegrales 

X       T 

fugen  wir  noch  eine  Bemerkung  fOr  den  Fall  bei,  dass  die  Function 
f(XtP)  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  Unterbrechungen  der  Con- 
tinuitfit  erleiden  sollte.  Wird  /(x^  y)  nur  einmal  discontinuirlich  und 
zwar  fOr  X  =  I  und  y  =  ij,  wo  £  zwischen  x^  und  X,  17  zwischen 
j^o  nnd  Fliegt,  so  betrachtet  man  F  als  den  speciellen  Werth«  wel- 
chen die  Summe 

/-«    r  X        r 

J  f{^^y)äxäy  +  /     Jf(x,y)dxdy 

«0        ro  «  +  <f  H 

bei  gleichzeitig  verschwindenden  8  und  e  erh&lt  In  jedem  der  bei- 
den einzelnen  Integrale  bleibt /(x,y)  continuirlich  und  daher  können 
dieselben  wie  früher  behandelt  werden.  Aehnlich  verhalt  sich  die 
Sache,  wenn  mehrere  Unterbrechungen  der  Continnit&t  vorbanden 
sind.  Im  Allgemeinen  gilt  hier  der  Satz  nicht  mehr,  dass  der  Werth 
des  Doppelintegrales  unabh&ngig  von  der  Anordnung  der  Integra- 
tionen ist. 


§.97. 
Doppelintegrale  in  Polarcoordinaten« 

Will  man  in  einem  Doppelintegrale  statt  einer  der  beiden  Ya- 
riabelen  x  und  y  eine  neue  Yeränderliche  substituiren ,  so  hat  man 
ganz  wie  in  §.  91  zu  verfahren,  und  daher  bedarf  dieser  Fall  keiner 
besonderen  Auseinandersetzung;  dagegen  wird  die  Sache  anders, 
wenn  statt  x  und  y  gleichzeitig  zwei  neue  Yariabele  einzufahren 
sind. 

L  Wir  betrachten  zuerst  den  einfachen  und  häufig  vorkommen- 
den FaU,  wo  das  Doppelintegpral 

1)  y=fff{x,y)dxdy 

in  Polarcoordinaten  transformirt,  also 

2)  »  =  rcosOf  y  =  rsinO 
geeetit  werden  solL 
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Senken  wir  uns  die  auf  jf  bezügliohe  Integration  als  die  erste, 
Bo  können  wir  annächat  0  fCar  y  einführen,  wenn  wir  aua  den  Glei- 
ehnngen  2)  die  neue  Gleichung 

y  z=  xtanO 
bilden,  worin  x  ala  Oonstante  zu  betrachten  ist;  dies  giebt 

V=  r  rf(XjXianff)dx.X8ec^OdO. 

Um  zweitens  r  an  die  Stelle  von  x  zu  bringen,  substituiren  wir 
x=z  rcasd  und  beachten,  dass  hier  cos 8  constant,  dagegen  r  die 
Dane  Yariabele  ist;  wir  erhalten  so 

y  =  I  jf{rcosB,T8ine)eosBdr.rc<aesec'^0dd 

=  fff(rcose,  rsinffirärde, 
wofür  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Integrationen  auch 

3)  V^  f  ff{rcose,r9ine)rdddr 

geschrieben  werden  kann.  Die  Einführung  von  Polarooordinaten 
geschieht  also  in  der  Weise,  dass  x,  y,  dx  dy  der  Reihe  nach  durch 
rcQsß^  rsinO^  rdOdr  ersetzt  werden. 

Der  geometrische  Sinn  dieser  Transformation  ist  folgender. 
Betrachten  wir  ß  z=:/(p^y)  wieder  als  Gleichung  einer  Fläche  und 

Y  :=  I    I  sdxdy  ala  Yolnmen,  so  bleibt  es  fl&r  die  Grösse  von  F 

gleichgültig,  ob  die  Basis  dieses  Yblamens  in  rechteckf5rmige  oder 
in  anders  gestaltete  Elemente  zerlegt  wird,  wenn  nur  diese  Elemente 
die  Basis,  und  die  über  den  Flächenelementen  construirten  Parallel- 
epipede  das  gesuchte  Volumen  wirklich  ausfüllen.  Diejenige  Zer- 
legung nun,  welche  einem  polaren  Goordinatensysteme  entspricht, 
ergiebt  sich  Ton  selbst,  wenn  man  r  und  6  gleichzeitig  ändert,  und 
während  das  rechtwinklige  Goordinatensystem  zu  einer  schachbret- 
ähnlichen  Theilung  der  Basis  führt,  sind  bei  dem  Polarsysteme  die 
einzelneQ  Elemente  von  zwei  conoentrisohen  Krebbögen  und  von 
zwei  Radien  begrenzt  (Fig.  80  u.  81  a.  f.  S.).  Irgend  eines  dieser 
Elemente  NNiN^Ni  (Fig.  81)  kann  als  Rechteck  aus  den  Seiten 
NNi  und  NN»  betrachtet  werden  und  zwar  ist 

OL  =  x,LN=y,  ON=r,  L,LON=^d, 

NNi  =  dr,  NNi  =  rdO,  Fläche  NNiNsN^^rde.dr. 

Das  Yolmnen  F  entsteht  durch  Summirung  der  Parallelepipede  über 
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den  FlichcDelementeD;  der  Inhalt  oines  Bolohen  ParaUclepipedes  ii 
eräBdr,  folglich 

F  =//...«., 
Fig.  80.  Kff.  81. 


was  mit  Nr.  3)  AWeinstimmt,,  wenn  m  =/(x,y)  =/(reos8,  rainO) 
wieder  eingesetzt  wird. 

Die  IntegrationBgrenzen  fOr  r  und  8  und  in  jedem  Falle  beiOD- 
den  zu  bestimmen.  Sind  die  ursprflngtichen  Orenseii  fQr  x  and  g 
■o  beBchaffen,  daas  der  Punkt  xy  iauerhalb  eines  ContonrB  bleibt, 
welcher  von  einer  Oer&deu  in  h&chsteoi  zwei  Punkten  gescbnilten 
werden  kann,  bo  ergeben  sich  die  Integration^grenKen  für  r,  wenn 
man  den  Radinsvector  O^bis  zn  seinen  Darcli schnitten  Qo  oad  Qi 
mit  jenem  Contour  verlängert  (Fig.  81);  die  Grenzen  für  0  sind  nftch- 
.  her  die  Winkel  Z07V  nnd  LOTi,  welche  swei,  von  0  «o*  an  den 
Contonr  gelegte  Tangenten  mit  der  X-Achse  einachliessen.  Für  OQf^ft, 
OQi  ==B,  L.LOTo  =  %,  C^  LOTi  =  Ö  ist  dann 

e     R 
7=f    f/{reo$0,rsin8)rdOar. 
flo     •■' 
Einige  allgemeinere  Brnspiele  mSgen  diea  erlfintem.    Benebon 
■ich  die  nraprflngliohen  Integrationen  anf  mlla  positiven  x  nnd  9, 
welche  der  Bedingnng  x'  -\-  j/'  <  c*  genflgen,  so  blmbt  der  Pnnkt 
xy  innerhalb  eines  mit  dem  Radius  c  beschriebeaen  KreiBqudrmnten; 
man  erhilt  fOr  diesen  Fall 

4)       f   f/(x,s)dxäjf  =  J      ffircos9,rsinQ)rdBdr. 

Ist  onprOnglich  die  Bedingung  gegeben ,  daas  sowohl  s  a!a  jr. 
poiiUr  und  (x  —  c)>  +  jf'  <  c'  sein  soll,  so  bleibt  da*  Punkt  <y 
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im   Innern    eines   Halbkreises,^  dessen    Durchmesser    2c   auf    der 
«-Achse  liegt;  dies  giebt 

5)  f  ff{x,y)dxdy  =  j      CfircosO,  rsinO)rdedr. 

U         0  0  0 

Hiernach  ist  speciell 
j     fV^c^  —  a?«  —  p^dxdy  =  j     fv^c^^  —  r^rdOdr 

0        0  0  0 

übereinstimmend  mit  der  viel  umständlicheren  Rechnuog  im  yorigen 
Paragraphen. 

Das  unter  Nro.  5)  verzeichnete  Integral  lässt  sich  auch  auf  die 
Weise  transformiren,  dass  man  erst  x  =  Xi  —  c  und  nachher  Xi  = 
rcasO,  y  =  rsinO  setzt,  wovon  der  geometrische  Sinn  leicht  einzu- 
sehen ist;  man  erhält  zuletzt 

6)  r    Cf{x,y)dxdy=  C    rf(rco8  0'-c,r8in6f)rdedr. 

ü         0  0         0 

Wenn  sich  die  ursprünglichen  Integrationen  auf  alle  positiven  x 
und  y  beziehen,  so  durchläuft  der  Punkt  xy  die  ganze  unendliche 
Ebene,  welche  von  den  positiven  Theilen  der  x^  und  y- Achse  begrenzt 
wird;  bei  Polarcoordinaten  geschieht  dasselbe,  sobald  r  von  0  bis  oo, 
dngegen  6  von  0  bis  |9r  ausgedehnt  wird,  mithin  ist 

7)  r  jf{x,  y)dxdy  =  j     jf{rcosO,  rsinß)rdOdr. 

0       0  0  0 

Als  gelegentliche  Anwendung  hiervon  diene  die  Ermittelung 
des  Werthes  von 


f' 


er'^dx, 

0 

welcher  vorläufig  mit  K  bezeichnet  werden  mige.     Fflr  das  Doppol- 
integral 

J    Jtr^'^^^dxdy, 

0  0 
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hat  man  ersteDs 


0  0 

anderenelts  ist  dasselbe  nach  Nro.  7) 

=  /    J e-''rdeär  =  JdO'\  =  \it. 

0  0  0 

Die  Vergleichung  beider  Resultate  giebt  K  =^  \  V7r  d.  u 

**dx  =  \Vn. 


f' 


n.  Auf  die  in  Nro.  4),  5)  und  6)  betrachteten  Integrale  lassen 
sich  einige  andere  von  etwas  allgemeinerer  Form  zurackfuhren. 
Sind  die  ursprünglichen  Integrationen  so  zu  leiten,  dass  bei  positivau 
X  und  y 


©• + (D" 


<  1 


bleibt,  so  bewegt  sich  der  Punkt  xy  innerhalb  eines  Ellipsenquadran- 
ten, und  es  ist  dann 

V=JJf(x,y)dxdy. 

0      0 

Indem  man  erst  a;  =  a  |,  nachher  j(  =  bi}  substituirt,  kommt  man 
auf  ein  neues  Integral,  welches  an  die  Bedingung  {*'  "f*  Q'  ^  I  g^ 
bunden  ist,  nämlich 

V=a})JJf(all>ri)dtdfi. 

0       0 

Dieses  lässt  sich  nach  Nro.  4)  behandeln,  wenn  man  c,  o;,  y  durch 
1,  £  =  rcosd,  17  =:  rsm0  ersetzt;  hiemach  wird 

9)       /  ff{Xyy)dxdy  =  ah I     ffiarcoad,  hr9in0)rdedr* 
Auf  dieselbe  Weise  erhftlt  man  aus  Nro.  6)  und  7) 
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10)  J    I f{x,y)dxdy  =  ah  j      Pf{areose,hrsina)räQdr 


0        0  0  0 

n    1 


=-/7 


f(arcosO—a,  hr8inO)rdd  dr. 


§.  98. 
Substitution  neuer  Variabeien  in  Doppelintegralen. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  gezeigte  Transfonnation  ist  nur 
ein  specieller  Fall  des  allgemeinen  Problemes,  statt  der  arsprüng- 
liclien  Variabeien  x  und  y  zwei  neue  Variabele  8  und  t  einzuftlhren, 
welche  mit  jenen  durch  zwei  Gleichungen 

1)  x  =  9(s,0.  y  =  ^(Stt) 

verbanden  sind.  Will  man  diese  Substitutionen  nicht  gleichzeitig,  son- 
dern nach  einander  bewirken  und  zwar  zuerst  y  durch  i  ersetzen,  so 
denke  man  sich  8  aus  beiden  Gleichungen  elimioirt  und  das  Resultat 
auf  die  Form 

gebracht;  für  die  erste  Integration  bleibt  x  constant,  und  es  wird 
daher 

ffmy)äxdy  =fffl<t,  Z(«.<)]  äx  ^1^  dt. 

Sabstituirt  man  jetzt  (p(8,t)  für  x^  wobei  i  als  constant,  dagegen  s 
als  die  neue  fOr  x  eintretende  Variabele  zu  betrachten  ist,  so  erhält 
man  ein  Resultat  von  der  Form 

JjA^.y)dxdy  =JJf[<p(8,(),  i;{8j)]Sldsdt, 

wo  i2  eine  Function  von  8  und  t  bedeutet,  die  sich  durch  Ausfüh- 
rung der  angedeuteten  Operationen  von  selber  bestimmt. 

Dieses  Verfahren  erlaubt  eine  wesentliche  Modification,  wenn 
man  beachtet,  dass  es  nur  darauf  ankommt,  dxdy  auf  die  Form 
Sld8dt  zu  bringen,  indem  man  bei  der  ersten  Integration  x  alsCon-* 
stante  ansieht.  Statt  nämlich  aus  den  Gleichungen  1)  die  Variabele 
5  zu  eliminiren,  kann  man  auch  d8  herausschaffen,  was  folgende 
Rechnung  giebt.    Man  hat  aun&chat,  weil  erat  x  als  Constante  gilt, 
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mithin  durch  Elimination  von  ds 

,  da'  dt        dt'  da  ^, 

^^  = 82 ^^ 

da 

Bei  der  zweiten  Integration  ist  x  die  ursprOngliche,  a  die  neae  Ta- 
riabele,  daher 

dx  ^  -TT^  da. 
da       ' 

also  zusammen 

,    ,  /dq>  dif       dip  8*\  ^    -^ 

^'^^  =  \Ta'di-^'dl)^'^'' 

Die  allgemeine  Formel  zur  gleichzeitigen  Substitution  zweier  neaen 
Variabelen  lautet  jetzt 

jff(^^P)äxdp 

Zu  derselben  Formel  gelangt  man  durch  folgende  geometrische 
BettQchtung,  bei  welcher  das  ursprüngliche  Doppelintegral  ineder 
als  Volumen  (s.  §.  95)  angesehen  werden  möge.  Zwei  vrillkührliche 
Grössen  a  und  ^i  welche  die  Lage  eines  beliebigen  Punktes  in  der 
Ilorizontalebene  bestimmen,  lassen  sich  als  Coordinaten  dieses  Punk- 
tes  betrachten ,  wenn  man  den  Begriff  der  Coordinaten  in  seiner  wei* 
testen  Bedeutung  nimmt.  Die  Gleichungen  1)  vermitteln  dann  den 
Uebergang  von  den  ursprünglichen  rechtwinkligen  Coordinaten  s 
und  y  zu  den  neuen  Coordinaten  a  und  t  Für  die  Grösse  des  Vo- 
lumens V  ist  es  aber  gleichgültig ,  ob  seine  Basis  in  reohteckförmige 
oder  anders  gestaltete  Elemente  zerlegt  wird,  und  daher  fragt  es  sich 
nur  noch,  welche  Zerlegung  dem  neuen  Coordinatonsysteme  der  f 
und  t  entspricht  Sowie  nun  das  frühere  Element  ein  Rechteck  war, 
dessen  vier  Ecken  durch  die  Coordinaten 

X,  y;  «  +  dx,  y;  «,  y  +  dy,  x  -h  äx,  y  +  dy 

bestimmt  wurden,  so  müssen  wir  als  neues  Element  ein  Viereck  neh- 
men, dessen  Ecken  N^  ^i,  Nj^  N^  die  Coordinaten 

s,  t;  «  +  da,  f;  s,  t  4-  <^^;  9  +  ^^  <  +  dt 
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habeu  (Fig  82).     Da  die  Bögen  NNi,  NiN^,  N^N^,  N^N  unendlich 

klein  sind,  so  können  wir  sie  als 
gerade  Linien  und  das  Fl&chen- 

element  ^^i  ^a  ^i  »1«  da»  ^<>P- 
pelte  des  Dreiecks  NNiN^  be- 
trachten; letztere  Fläche  lässt  sich 
aber  durch  die  Goordinaten  ihrer 
Ecken  ausdrücken.  Bezeichnen 
wir  nämlich  die  rechtwinkligen 
Goordinaten  der  Punkte  N^  N[ 
und  N'i  mit  x  und  y,  Xi  und  pi^ 
Xi  und  y^,  so  ist  die  Fläche  des 
Dreiecks 

NN.Nt  =  \[{xy'^x)(ift-y)  -  («2-«)(yi-y)]i 

mithin  die  Fläche  des  Elementes 

NNiNiNi  =  («1  — Ä)(y.i— y)  —  (ar:»  —  «)  (^i  —  y). 
Der  Punkt  Ni   entstand  aber  aus   dem  Punkte  N  durch  alleinige 
Aenderung  des  s,  mithin  ist 

dx  .   8y  •! 

ebenso  f&hrte  die  partielle  Aenderung  des  t  von  N  nach  Ni ,  man 
hat  folglich 

Durch  Substitution  dieser  vier  Werthe  ergiebt  sich 
oder  wegen  der  Gleichungen  1) 

Das  Product  ß .  NNi  Ns  N^  =  /(«,  y) .  Äi  Ng  Nz  N^  stellt  wieder  das 
Volumen  eines  unendlich  dünnen  Parallelepipedes  dar,  und  die  Dop- 
pelsumme  aller  dieser  Yolumenelemente  giebt  das  ganze  Volumen; 
nach  Substitution  der  Werthe  von  x,  y  und  NiN^N^Ni  gelangt  man 
zu  der  Gleichung  2). 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  bei  bestimmten  Doppelintegrar 
Jen  die  neuen  auf  a  und  i  bezüglichen  Integrationsgrensen  besonders 
zu  ermitteln  sind.  Wir  geben  hierzu  ein  paar  Beispiele  namentlich 
auch  um  zu  zeigen,  wie  durch  passende  Wahl  von  (p  und  ^  con* 
staute  Integrationsgrenzen  für  s  und  i  zu  erreichen  sind. 
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A.    Wenn  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven,    der  Be- 
dingung 

0<x  +  y  <e 
pig.  93,  genügenden  x  und  y  beziehen,  so  be- 

wegt sich  der  Punkt  xy  innerhalb  des 
gleichschenklig  rechtwinkligen  Dreiecks 
ÄOB  (Fig.  83,  OÄ  =  OB  =  c)  und 
es  ist 

V=J Jf{x,y)dxdy. 

0       0 

Darch  biegen  wir  ST ||  AB,  neben 
SM   und    setzen    OS  =^  0  T  =^  «, 
zL  OSM  =  0;  es  ist  dann 
0  L  =:  x  =  8  —  stancot   OM  :=i  y  =  stono 
oder  wenn  zur  Abkürzung  ton  cd  =  t  gesetzt  wird, 

X  =  s  -^  8t,  y  =  8t 
Hieraus  folgt 

a«  8y  _  8«  ay_ 

ds'dt        dt'd8~^' 
(Im  femer  den  Punkt  N  in  dem  Dreiecke  ÄOB  hemmzuf&hreiif 
braucht  man  nur  s  von  0  bis  c,  o  von  0  bis  J  sr  d.  h.  t  von  0  bis  1 
auszudehnen;  dies  giebt 

e      e—g  e       1 

3)  S f^^^'  ^^^*  ^^  ~ff^^^  -8t,8t)8d8  dt. 

0      0  0      0 

Als  specielle  Anwendung  hat  man  z.  B. 

e      e—x  e      1 

r  re*("^9)*dxdy=  j  j (***8d8dt 

0     u  0     0 

wo  in  der  zweiten  Form  beide  Integrationen  ausführbar  sind,  wtii» 
rend  sich  in  der  ersten  Form  schon  die  auf  y  bezügliche  Integration 
nicht  in  endlicher  Gestalt  bewirken  Iftsst. 

Ist  etwas  allgemeiner  die  Orenzbedingung  vorgeeduieben,  daas 
bei  positiven  x  und  y  « 


0<-  +  T^<  1 
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bleiW  sollt  in  welchem  Falle  cIm  Dreieck  ÄOS  die  nngleiclien 
Katheten  OA  =a  und  OB^^h  beritsti  so  nehme  man  erst  |f=x&i} 
daui  X  =z  a^  nnd  benutze  schliesslich  die  Formel  3)  indem  man 
X,  y,  c  durch  |,  i},  1  ersetzt;  dies  giebt 


O-f) 


// 


8d$di. 


b.    Die  Bedingung,  dass  bei  positiven  x  und  y 

o<7+y<c 

Bein  soU,  entspricht  dem  Falle,  wo  der  Punkt  xy  innerhalb  eines 

Parabelsegmentes  AOB  bleibt;  die  Pa- 
rabelachse fiült  mit  der  y-Aohse  zusam- 
men, ÄO  =  B 0  ist  der  Parameter 
der  Parabel  (Fig.  84)  und 

e  e 


0       0 

Legt  man  durch  N  eine  fthnliche  Parabel 
mit  dem  Parameter  08=  OT  =^  s  und 
setzt  ^  OTL  =  o,  so  hat  man 

x^ 
X  =  Storno,  y  =  8 =  5(1  —  te»'®), 

oder  för  iana  =  i, 

wo  nun  8  und  <  als  die  neuen  Coordinaten  von  N  gelten.  Hier- 
aus  folgt 

dx  dy       dx  dy  _ 

8s   dt  dt    08  VI/ 

Um  femer  N  in  dem  Parabelsegmente  herumzuführen,  muss  s  von 
0  bis  Cy  e)  von  Jsr  bis  0  oder  t  von  1  bis  0  ausgedehnt  werden- 
dies  giebt 


« — 


5)         _/ A('»  y)  ***  **»  ~ff^^'*' «  —  «*^  «  (1  +  '*)  * 

•      0  0      0 


dt 


SehlOniloh,    AnAlyiU.   I. 


30 
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Wenn  die  ursprünglichen  Integrationen  auf  alle  positiren  ««und 
y  SEU  beziehen  sind,  welche  der  etwas  allgemeineren  Bedingung 

^  a*-»  ^  b  ^ 
genügen,  wobei  die  Strecken  ^10  =  a  und  BO  =  &  ungleich  sind, 
so  nimmt  man  erst  x  =  a^,  y  =:  hrf  und  wendet  dann  die  vorige 
Formel  an;  man  erhält  auf  diesem  Wege 

/  j  f{x,y)dxdy 


5) 


1         1 


,  &s(l-.e»)]s(l  •^i^)dsdt 


Als  gelegentliche  Anwendung  geben  wir  die  Cubatur  eines  cylin- 


Fig.  85. 


drischen  Volumens  tou  folgender 
Entstehung  (Fig.  85).  Die  Basis 
werde  von  einer  Parabel  AB  be- 
grenzt, deren  Brennpunkt  0  und 
deren  Scheitel  B  sein  möge,  worin 
also  OB  =  5,  0A  =  26  ist; 
die  obere  Begrenzungsfläche  des 
Volumens  sei  ein  Umdrehung a- 
paraboloid  vierten  Grades,  nämlicli 

^  =  *«(««+ y«), 

welches  entsteht,  wenn  eine  mit 
dem  Parameter  h  eonstruirte  Pa- 
rabel am  ihre  Scheiteltangeute 
rotirt     Es  ist  dann 


V  =Vh  r  f^  x^  +  y^dxdy 

0      0 

i     1 


d.  h, 


=  2b^Vbk  f  fVsVl  +<^«0   \'i^dsdl 


II 
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10 


§.  99. 
Die  Complanation  der  Fläohen. 

Um  auf  einer  durch  die  Gleichung  B  =  jP(x,  y)  hestimmten 
Fläche  ein  begrenztes  Stück  zu  erhalten,  denken  wir  uns  in  der 
Ebene  x  y  zwei  zur  y-Achse  parallele  Gerade  und  zwei  beliebige  Cur- 
ven  gezogen,  welche  mit  jenen  Parallelen  zusammen  ein  gemischt- 
liniges  Viereck  bilden  (Fig.  86).     Dieses  Viereck  betrachten  wir  als 

^   Fig.  86. 

z 


y 


.'» 


/ 


N. 


die  Ilorizcntalprojection   eines  Fl&chenstückes,  dessen  Inhalt  8  be» 
stimmt  werden  soll. 

Lassen  wir  x  um  dx^  y  um  dy  wachsen,  so  können  wir  das  aus 
dx  und  dy  construirte  Rechteck  als  Horizontalprojection  eines  un- 
endlich kleinen  Flächenstflckes  6  ansehen;  letzteres  ist  ein  krumm- 
linig begrenztes  Viereck,  dessen  Ecken  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 
Wegen  der  unendlichen  Abnahme  des  6  lässt  sich  aber  dieses  Fl&chen- 
element  so  betrachten,  als  läge  es  auf  der  durch  den  Punkt  xyz  ge- 
henden Berührungsebene  der  Fläche,  und  zwar  beträgt  der  hierbei 
begangene  Fehler  nur  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnungen. 
Nennen  wir  für  den  Augenblick  ^k  den  Neigungswinkel  der  Tangen- 
tialebene (oder  der  Ebene  des  6)  gegen  die  xy- Ebene,  so  haben  wir 

dxdy 


öcos^  s=  dxdy  oder  6  = 


— •• 


eoBß 


30* 
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Zufolge  des  Satzes,  dass  der  Winkel  Ewischen  Ewei  Ebenen  mit  dem 

Winkel  zwischen  den  Normaleii  auf  jenen  Ebenen  übereinkommt,  ist 

fi  nichts  Anderes  als  der  Winkel,  welchen  die  im  Punkte  xyM  et- 

richtete  Normale  der  Fl&che  mit  der  i^Achse  einschliesst,  also  nad 

§.  27,  Nro.  6) 

1 
C08II  =  easvg  = 


V-  +  Oi)' + ö' 


Das  Flftchenelement  6  bestimmt  sich  mithin  durch  die  Gleichnng 

6 


und  die  Summe  aller  dieser  Flächenelemente  giebt  die  ganze  Fl&che 

8,    Bilden  wir  zunächst  die  Summe  aller  Ton  y  =i  LNo  =  Po^^ 

y  =  LNi  =  Y  liegenden  Elemente,  für  welche  x  constant  bleibt,  so 

bedeutet  das  Integral 

r 


/V'  +  ö'+frf)'-^' 


den  Inhalt  eines  bandfSrmigen  Streifens,  welcher  das  Rechteck  aus  den 
Seiten  dx  und  ^o^^i  =  Y  —  ^o  ^^^  Horizontalprojection  hat;  die 
Summe  aller  derartigen  von  x  =  OLo  =  ar«  bis  x  =^  OLi  =^  X 
liegenden  Streifen  giebt  die  ganze  Flache 

Einige  Beispiele  mögen  den  Gebrauch  dieser  allgemeinen  Com- 
planationsformel  zeigen. 

a.  Das  elliptische  Paraboloid.  Die  Oleicfaong  der 
Fl&che  ist 

'        2a  ^  25' 
mithin 

d0 X     dßf y  ^ 

dx~'a'   dy~T'* 
als  Horisontalprojection  nehmen  wir  den  Quadranten  der  aus  den 
Halbparametem  a  und  b  construirten  Ellipse;  es  ist  dann 
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Durch  Anwendung  der  Formel  9)  in  §.  97  erhalten  wir 
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w    1 


8 


7 


Fig.  87. 


VT+7irdddr  =  "^^l~^Kb. 


b.  Der  elliptische  Kegel. 
In  Fig.  87  sei  OC  =  c  die  Höhe 
des  Kegels,  ÄCB  seine  elliptische 
Basis  mit  den  Halbachsen  ÄC  =  a^ 
JBO  =  b;  die  Coordinatenebene  xy 
möge  parallel  zur  Ebene  ABC 
durch  die  Spitze  0  gehen.  Die 
Gleichung  der  Fläche  ist  dann 

und  wenn  zur  Abkürzung 


V^T 


a 


a,  7 =  ß 


gesetzt  wirdy  so  findet  sich 


■^  \dxJ  "^  \dyj  —  /xy  ^  /y y 

Die  Horizontalprojection  des  Mantelquadranten  AOBA  ist  eine  aus 
den  Halbachsen  a  und  h  construirte  Ellipse,  daher 


s  = 


dx  dy 


\  ®'  +  (i)' 


Nach  Formel  9)  in  §.  97  ergiebt  sich 


Jw    1 

8=ah  J     fVa^m^e  +  /J«s»n»ö 


rc^Odr 


0         0 


mithin  f&r  de^  ganzen  Mantel 
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\n  

M=  \Vah  .  4   I  Va^ahcos^d  +  ß^ahsin^ddd. 

0 

Hierin  liegt  der  geometrische  Satz,  dasB  der  Kegelmantel  dieeelbe 

Fläche  besitzt  wie  der  Mantel  eines  Gylinders,  dessen  Hdhe  =  |ya^ 

und  dessen  Basis  eine  aus  den  Halbachsen  a  yah  und  ß  Vab  coq* 
struirte  Ellipse  ist. 

0.  Das  dreiachsige  Ellipsoid.  Die  Halbachsen  der 
Fläche  mögen  a,  5,  c  heissen,  es  sei  ferner  a^h'^c  und  zur  Ab- 
kürzung    

=«.    — =/». 

Aus  der  Gleichung  der  Fläche  nämlich 


findet  man 


=^V^-&'-{ü 


Verstehen  wir  unter  8  die  Fläche  eines  ellipsoidischen  Octanten, 
so  ist  die  Horizontalprojection  von  8  ein  Ellipsenquadrant  mit  den 
Halbachsen  a  und  b,  mithin 


8=ffdxdy     y 


-  m  -  m' 


[•-©•-(i)"i 


Durch  Anwendung  von  Formel  9)  in  §.  97,  wobei  zur  Abkürzung 
sein  möge,  ei'giebt  sich  sofort 

dO  J  y  1  _  y,     rrfr, 

0  0 

Statt  r  führen  wir  eine  neue  Yariabele  u  em  mittekt  der  Substitutios 

1  —  r« 


woraus 


r«  = 


1  —  «>r«  ~  ***' 
1  —  «»  ,  (1  —  ti^udu 


1  —  8»U« 


(1   —  5«lf«)> 
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folgt;  wir  eriialten 


J-       1 


8=  ah    I  de  f    ^~^V'd 


(1  —  s'^u^y 

0  0^  ' 

oder  auch,  wenn  die  Reihenfolge  der  Integrationen  umgekehrt  und 
filr  s*  sein  Werth  gesetzt  wird, 


S  = 


al    hu  f     (l-«')^'Q  +  (l-/»^)^n«fl         ^g 
^       J  [(1  — a8tt«)co5«Ö  +  (1— /J«u«)«»»ö]« 


Unter  Anwendung  der  leicht  entwickelbaren  Formeln 


0 


J 


»in^OdO  « 


(m  C08^  ö  +  n  «n*  ö)*       4  n  V^mn 


folgt  schliesslich 

1 


0 

Man  kann  dieser  Formel  noch  eine  andere  Gestalt  verleihen, 
wenn  man  die  identische  Gleichung  beachtet 

Ml  ^  ^*^'  t  I     Hl  ^  ""  ^'  j  jg 

<♦!       V(l— a2u>)(l— /J2i*»)i     J  l       V(l-a»u»)(l-/J»tt«)iu>' 

welche  durch  Differentiation  leicht  zu  prüfen  ist;  es  ergiebt  sich 
8  =  \nah  \l  +     hl~, LzJH I^Jl. 

Nach  §.  74  hat  es  keine  Schwierigkeit,  dieses  Integral  auf  Tersohie- 
dene  Weise  in  «unendliche  Reihen  zu  yerwandeln« 

d.  Die  Schraubenfläche.  Die  Gleichung  dieser  Fl&obe 
ist  bekanntlich  fär  den  Fall ,  dass  die  Achse  der  Fl&che  zur  jT^ Achse 
genommen  wird 

i  =r  tan  — 
X  e 
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oder,  wenn  man  sich  auf  den  Quadranten  der  ersten  Windung  be- 
schränkt, 


Hieraus  folgt 


X 


B 


-fjy 


1  + 


c« 


und  in  Polarcoordinaten 

8 


«»  +  y 


^dxdy 


Als  Horizontalprojection  des  zu  bestimmenden  Fl&chenstückes 
nehmen  wir  ein  gemischtliniges  Viereck  begrenzt  von  zwei  mit  den 
Radien  fo,  r\  beschriebenen  Kreisen  und  von  den  zwei  Bndien,  welche 
mit  der  a;- Achse  die  gegebenen  Winkel  Q^  und  Oi  einschliessen;  es 
ist  dann 


(^0     ''0 


+  T^äBdr 


und  nach  AusfOhmng  der  Integrationen 


S = I  (..  -  9.)  j„  V3T^- r.y5+T+ .»>  (^±^|if  j  • 


§.  100. 
GomplanationBformel  fCLr  Polarcoordinaten« 

Statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  Oü  =  aR,  LN=y^  NP=g 
benutzt  man  nicht  selten  raumliche  Polarcoordinaten,  indem  man  den 
Radiusvector  OF  =  r«  den  Winkel  FOX  =s  0  und  den  Winkel 
zwischen  den  beiden  Ebenen  xy  und  LOP  n&mlioh  Z.NLP  =  o 
mittelst  der  Formeln 
1)  x  =  rcasOi  y  =  ratfidcaso,  e  s=  rsinOamm 

Fig.  88.  jj^  Rechnung  bringt  (Fig.  88).     Nach 

IZ  Substitution  dieser  Werthe  erh&lt  man 

aus  der  ürsprfknglicheti  Fl&chenglei- 
chung  B  =/(«,  y)  die  Polargleichung 
derselben  Fläche,  und  wenn  man  diese 
Oleichung  nach  r  auflöst^  so  ist  das  Re* 
-^     sultat  von  der  Form 

r  =  F(ö,  «); 
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darin  sind  0  und  m  die  neuen  nnabli&ngigen  Yariabelen.  Bezeichnen 
wir  för  den  Augenblick  wie  folgt 

and  wenden  die  allgemeine  Kegel  für  die  Substitution  neuer  Yaria- 
belen auf  die  Complanationsformel 

S=   /  J  q)ix,  y)dxdy 
an,  80  id;  bei  den  neuen  unabhängigen  Yariabelen  0  und  m 

Hier  kommt  ee  nur  noch  darauf  an,  den  Werth  von  tp  in  Polarcoor- 
dinaien  auszudrücken,  also  die  partiellen  Differentialquotienten  von 
i  zu  entfernen  und  dafür  die  partiellen  Differentialquotienten  von  r 
einzuführen.     Dies  geschieht  auf  folgende  Weise. 

Da  B  eine  Function  von  x  und  y  war,  mithin  auch  von  0  und  cd 
abhängt,  so  ist 

^  _d£  dx    ,    8f  2y 
dO~  dxdO  ^  dy'dO' 
^_d£  dx^   .d£  dy 
da  ~  dx'doD  "*"  dy'do)' 
Diese  Oleichungen  liefern  die  Werthe  der  beiden  Unbekannten 

r-  und  ^ ;  setzt  man  nämlioh  zur  Abkürzung 

dy   dB        8y   dB _ 

8if  8£  _  8£  8ä  _ 


10  findet  man 


mithin 


dx  8g.  _  8£  dy ^ 

dO'dm       80*80""' 

dB L      dB__  M 

dx~       N'    dy~        N' 


V.    .    /8A'  •    /d^y       VX»  ^  M^  +  N^ 
^  +  te;  +  \d-y)  =  — N 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  geht  die  Formel  4)  über  in 
5)  fif  =  ffVl'^  +  ^^  +  J^dOdo). 
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Die  Differentiation  der  Gleichnngen  1)  giebt  femer,  wenn  man 
immer  beachtet,  dass  r  von  0  und  es  abh&ngt, 

-  rsinO, 


dx       dr      ^ 


dx        dr       ^ 


g^  =  fg^smö  +  rcosO\co8(Oj    ^  =  f  —  coso  —  rstnojsintf, 


dß      (dr  .   ^   .  A    .  dB      /dr   .        ,  \  -   a 

und  mittelst  derselben  erhält  man 

Jlf  =  —  r  Ko^cosfl  —  rsinSSsinBcosGi  —  — sinol, 

i«  +  jf.  +  iv'  =  •"  Ddö)* + '1 «"'''  +  (l§)1  • 

Die  Formal  5)  gewinnt  hiernach  folgende  Gestalt 

8: 


6) 


//^!"+a5)V'»+(f:)'''"- 


dabei  sind,  wie  immer,  die  Integrationsgrenzen  aus  der  Begrenzung 
des  gegebenen  Flächenstückes  herzuleiten. 

Beispiebweis  betrachten  wir  eine  Fläche  von  folgender  Ent- 
stehungsweise. In  der  Ebene  ye  sei  eine  Lemniscate  constmirt 
(Fig.  89),  deren  Halbachse  Oul  =  a  den  rechten  Winkel  FOZ  hal- 


Fig.  89. 


biren  möge;  man  legt  femer  Ebe- 
nen wie  z.B.  XOUt  und  XOUi^ 
welche  die  o?- Achse  in  sich  ent- 
halten und  die  Lemniscate  in  (7q, 
Ui  etc.  schneiden;  in  jeder  dieser 
Ebenen  nimmt  man  die  betreffende 
Lemni8catensehne(Orro,  OUieic) 
zum  Durchmesser  eines  Kreises 
und  denkt  sich  durch  die  stetige 
Folge  dieser  Kreise  die  Fläche 
erzeugt.  Als  Gleichung  der  leta» 
teren  findet  man  in  reohtwinkli- 
gen  Coordinaten 

(««  + y« +  **)'  =  2  a«yf, 


für  Polarcoordinaten.  475 

woraus  augenblicklich  erhellt,  dass  die  Oomplanation  in  reohtwiukli* 
gen  Goordinaten  zn  ausserordentlichen  Weitläufigkeiten  fuhren  würde; 
^Agegen  ist  bei  Polarcoordinaten  sehr  einfach 

r  =  asind  V  sin  2  a, 

asinO 


Kl"  +  fF')'|-'  +  (li)'  = 


/  \dÜ/  )  \da/         Y sin  2(0 

Verstehen  wir  unter  8  den  Sector  der  Fläche,  welcher  einerseits 
von  zwei,  zu  den  Neigungswinkeln  XOUq  =  (Oq  und  XOUi  =  Oi 
gehörenden  Halbkreisen  0  Dq  Vq  und  0  Di  Fi ,  anderseits  von  dem 
Lemniscatenbogen  Uq  üi  begrenzt  wird,  so  haben  wir  a  von  Ct>o  ^^ 
O],  0  Ton  0  bis  l^r  auszudehnen;  dies  giebt 

8=  a^  /     Isin^ededa  =  J«o»(cii  —  ©e). 

Für  Oq  =  0,  coi  =\n  erhält  man  den  Inhalt  des  in  der  Figui- 
angegebenen  vierten  Theiles  der  Fläche;  der  Inhalt  der  ganzen  Fläche 
ist  demnach  =  In^a^, 


§.  101. 
Die  dreifiMlien  Integrale. 

Sowie  ein  Doppelintegral  den  Grenzwerth  einer  Doppelsumme 
bildet,  so  soll  auch  das  dreifache  Integral 

X   r    £ 

1)  w  =fff^(^^  y.  ^)  ^«  ^y  ^' 

X«       Po      gQ 

als  Grenzwerth  der  dreifachen  Summe  gelten,  welche  entsteht,  wenn 
man  in  dem  Producte  F(a;,  y,  B)Az^yjdB  den  unabhängigen  Yaria- 
beln  x^  jf,  B  alle  zwischen  den  Grenzen  x^  und  X,  yo  ^^^  ^t  ^o  °°<^ 
2  liegenden  Werthe  giebt,  und  nachher  alle  erhaltenen  Producte  unter 
der  Voraussetzung  addirt,  dass  ^x,  dy,  Az  gleichzeitig  gegen  die 
Null  convergiren. 

Nicht  selten  gestatten  diese  Operationen  eine  geometrische  Au^ 
tassung.    Betrachtet  man  i.  B.  in  dem  Integrale 

X     T     z 

W=fJJdxdydg 

^      ¥9       f 
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X,  pt  z  als  rechtwinklige  Goordinaten  eines  Punktes  P  (Fig.  90),  so 

pi^  9Q^  bedeutet  das  Prodnctdx 

dydM  den  Körperinhalt 
eiues  Parallelepipedes 
dessen  drei  in  einer  £cke 
zusammenstoBsende  ISiKar 
tenela;,dy,  ({jffsind;  dem- 
nach ist  W  die  Summe 
einer  unendlichen  Menge 
solcherVolumenelemente, 
mithin  selbst  ein  Yolu- 
men,  welches  auf  folgende 
Weise  entsteht.  Denken 
wir  uns  zwei  Flächen 
construirt,  deren  Glei- 
chungen e^  =  ^  («,  y) 
und  Z  =  V{x^  y)  sein  mögen,  und  summiren  erst  alle  von  g  =  e^ 
e'=-Z  vertical  aneinander  gereihten  Elemente,  so  giebt  der  Ausdruck 

z 


/ 


dxdydß  =  dxdy{Z  —  g^) 


*0 


den  Inhalt  eines  Parallelepipedes,  dessen  Horizontalqüerschnitt  dxdy 
unendlich  klein,  und  dessen  Höhe  yon  endlicher  Länge  =  Po-^i 
=  Z  —  5o  ist.     Auf  das  noch  übrige  Doppelintegral 

AT  X    r  X    r 

W  =J  J  (Z  --  e^)dxdy=J  j  Zdxdy  —  /  j g^dxdy 

können  die  Betrachtungen  des  §.  95  angewendet  werden ;  sie  zeigen, 
dass  If^ein  Volumen  bedeutet,  welches  dieselbe  Horizontalprojection 
besitzt  wie  jenes  in  §.  95,  und  das  ausserdem  zwischen  den  zwei 
vorhin  erwähnten  Flächen  lieg^ 

Eine  ähnliche  Anschauungsweise  gestattet  das  allgemeinere  Inte- 
gral 1),  nur  muss  man  sich  jedesYolumenelemente^rreiydjer  mit  einem 
veränderlichen  Factor  F(x,  y,  g)  multiplicirt  denken.  Besonders  klar 
wird  dies,  wenn  man  die  mechanischen  Begriffe  von  Masse  und 
Dichtigkeit  zu  Hülfe  nimmt.  Bei  einem  durchaus  homogenen 
Körper  gilt  nämlich  die  Regel,  dass  die  Masse  gleich  ist  dem  Producte 
aus  Dichtigkeit  und  Volumen;  ändert  sich  aber  die  Dichtigkeit  von 
Punkt  zu  Punkt,  in  welchem  Falle  sie  eine  gegebene  Function  von 
x^  y^  g  darstellt,  so  darf  jene  Regel  nicht  mehr  för  ein  endliohes  Stück 
des  Körpers  angewendet  werden,  wohl  aber  für  ein  unendlich  kleines; 
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denn  je  kleiner  ein  Eörperstückist,  um  bo  eher  kann  es  als  homogen 
gelten.  Bezeichnet  demnach  F{x^  y,  e)  die  im  Punkte  xye  vorhan- 
dene Dichtigkeit ,  so  iet  F{x^  y,  e)  dx  dy  dz  die  Masse  des  an  jenem 
Puikte  hefindlichen  Körperelementes  d.  h.  kurz  das  Massenelement; 
die  Summe  aller  nach  den  drei  Dimensionen  des  Raumes  vertheilten 
Massenelemente  ist  die  Gesammtmasse  =  TT.  Dividirt^man  endlich 
W  durch  das  Volumen  F  desselben  Körpers,  so  erh&lt  man  seine 
mittlere  Dichtigkeit. 

In  allen  Fällen,  wo  die  erste,  auf  e  bezügliche  Integration  ge- 
radezu ausführbar  ist,  reducirt  sich  das  dreifache  Integral  von  selbst 
auf  ein  doppeltes,  dessen  weitere  Behandlung  den  bereits  entwickel- 
ten Regeln  unterliegt;  demnach  bedarf  nur  der  entgegengesetzte  Fall 
einer  Auseinandersetzung. 

Das  dreifache  Integral  W  lässt  sich  ansehen  als  bestehend  aur 
einem  Doppelintegr^e  nach  s  und  y  nebst  einem  darauf  folgenden 
einfachen  Integrale  nach  «\  reducirt  man  mittelst  irgend  einer  der 
früheren  Methoden  das  Doppelintegral  zu  einem  einfachen  Integrale, 
so  giebt  dieses  mit  der  letzten  Integration  zusammen  wieder  ein 
Doppelintegral,  dessen  Reduction  von  Neuem  zu  yersuchen  ist.  Auf 
diesem  Grundgedanken  beruht  die  folgende  Aenderung  des  Coordi- 
natensystemes. 

Denkt  man  sich  den  Radiusvector  OF  =  r  auf  die  Ebene  ys 
projicirt  (Fig.  91)  imd  setzt  die  entstehende  Projection    OQ  =  u^ 

ferner  Z:  TO^  =  c»,  so  kann 
man  fi},  ti,  x  als  sogenannte 
cylindrische  Coordinaten 
des  Punktes  F  ansehen,  und  der 
üebergang  von  den  rechtwinkli- 
gen zu  den  cylindrischen  Coordi- 
naten geschieht  mittelst  der  Glei- 
chungen 

x  =  x^  y=ucoscßy  0  =  usinc9. 

Das  in  Beziehung  auf  y  und  0  ge- 
nommene Doppelintegral  wird  nun 
wie  früher  dadurch  transformirti 
dass  man  .für  y  und  Sf  die  obigen 
Werthe  und  dydz  =  udmdu  setzt;  dies  giebt 

2)  ff  jF{x,  y,  e)  dx  dy  dz 


Fig.  91. 


/// 


J^(f,  u(;osa),tisin  d)dx .  u  dto  du* 
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Ferner  lässt  sich  das  dreifache  Integral  rechter  Hand  ab  Dop- 
pelintegral nach  X  und  u  nebst  einem  einfachen  Integral  nach  fi)  an* 
sehen,  und  in  dem  ersteren 

X  =  rcoßdi  u  =  rsinO 
sabsiitoiren«     Für  die  ursprünglichen  Coordinaten  hat  man  jettt 

x  =  rcosd,    y  ^=  rsin0ccs€9t    ß  =  rsindsina^ 
mithin  sind  r,  d,  odie  räumlichen  Polarcoordinaten  des  Punktes 
P.    An  die  Stelle  von  dxdu  tritt  nun  rdOdir  und  so  wird  aus  Kro.  2) 

3)  fff^^^'  ^'  *^  äxdydz 

=  11  j  F(rcosO,  rsinOcosea,  r$ind8in(o)r^8inOd(adOdr. 

Dieselbe  Formel  kann  man  auch  direct  erhalt-en,  wenn  man  r, 
Of  o  um  ihre  Differentiale  wachsen  lasst  und  beachtet,  dass  das  neae 
Volnmeneleroent  die  Form  eines  einem  Kugelgewölbe  entnommenen 
Gewölbsteines  besitzt.  Die  drei  Dimensionen  des  Yolumenelementes 
sind  nämlich 

PPi  =  dr,    PP^  =  rdd,    PP3  =  LP-do  =  rsinOda 

mithin  ist  der  Inhalt  des  Volumenelementes 

PPi  .PPj.PP^=  r» sin ÜdrdOdG}. 

Hieraus  folgt  für  das  Massenelement  der  Werth 

F(rco80^  rsinOcasa,  rsin08inco)r^sinOdiodOdr^ 

und  die  Summe  aller  Massenelemente  giebt  wieder  W  übereinstimmend 
mit  Formel  3). 

Selbstverständlich  sind  in  jedem  Falle  die  Integrationsgrenxen 
für  die  neaen  Coordinaten  mittelst  der  gegebenen  Begrenzung  des 
Körpers  sbu  bestimmen.     Das  folgende  Beispiel  wird  dies  erläutern. 

Das  zu  reducirende  dreifache  Integral  sei 

dxdyde 


« =fffv^ 


+  y»  +  *» 

und  darin  mögen  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  x,  p^  r 
beziehen,  welche  der  Bedingung 


(f )■  +  (I)'  +  (t)' 


<  1 


genügen;  mit  anderen  Worten,  man  sucht  die  Masse  von  dem  Octan* 
ten  eines  mit  den  Halbachsen  a,  b,  c  beschriebenen  Ellipsoides,  wor^ 
in  die  Dichtigkeit  an  der  Stelle  xyg  durch 

1 1^ 

Vx^  +  p^  +-  ß^  "  ^ 
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ausgedrückt  wird,  welches  demnach  ans  einer  stetigen  Folge  homo« 
gener  concentrischer  Eugelschaalen  besteht.  In  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  ist  znfolge  der  angegebenen  Integrationsbedingong 

//  /  Vx'  +  y'  +  **' 

da  man  aber  augenblicklich  übersieht,  dass  die  Rechnung  ziemlich 
complicirt  wird,  so  ist  der  Gebrauch  von  Pokrcoordinaten  räthlich. 
Bei  diesen  hat  man 

Q  =  f  f  frsinddGiäOdr, 

wo  noch  die  Integrationsgrenzen  zu  bestimmen  sind.  Integriren  wir 
zuerst  in  Beziehung  auf  r  d.  h.  summiren  wir  alle  in  gerader  Linie 
vom  Mittelpunkte  bis  zur  Oberfläche  des  Ellipsoides  liegenden  Mas- 
senelemente, so  fängt  r  mit  r  =  0  an  und  hört  bei  einem  der  Ober- 
fläche des  Ellipsoides  zugehörigen  Werthe  r  =  B  auf.  Der  letztere 
bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  die  Gleichung  der  Fläche  inPolar- 
coordinaten  umsetzt;  sie  lautet  dann 

/B  cos  ft Y        /B  sin  0  cos  o  V        /B  sin  Q  sin  oV  _ 

und  giebt 


B  = 


\/  /cosßY    I    /stn  0  sin  ctV        /sin  0  sin  oV 


Femer  müssen,  um  den  Octanten  des  Körpers  zu  erhalten,  0  und 
GH  von  0  bis  1 3r  ausgedehnt  werden,  und  es  ist  daher 


1«         l*r 

2»       jTT      jj 


C=/      /     frsinßdmdOdr. 

0  0  0 

Durch  Ausführung  der  ersten  Integration  und  Substitution  des 
Werthes  von  B  ergiebt  sich 

In    In 

Q_ir     r sin  0  da  dÜ 

^~V     J  /cosO\^    ,    /sinßcosoy  ,    /sinÜsincDy' 

•     "  {-!-)  +  (— T-J  +(—7-; 

Wegen  der  vier  constanten  Integrationsgrenzen  kann  die  Reihen- 
folge der  Integrationen  ohne  Weitei^s  umgekehrt  werden;  setzt  man 
hierbei  zur  Abkürzung 
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80  erhält  man 

In  \n  In 

Q  =  i  fsinede  I' ^ .—  - 1  /!!♦'*''*  * 


-4 


1  /  fcoa'*e    ,   8in*0\/cos*e   ,    sm'ßV 


oder,  wenn  cosd  =  i  Bubstituirt  wird, 


'  +  '-^'')  (•  +  ^'•) 


Bas  Integral  gestaltet  sich  noch  etwas  eleganter,  wenn  man  die 
£xcentricitäten  des  Ellipsoides  in  Rechnong  bringt  Unter  der  Yor- 
aussetzung  a  >>  b  >>  c  sei  nämlich  zur  Abkürzung 

S^  =  ^'    — T— =  >"' 

es  wird  dann 


«=i"Vi7(rr 


Im  Falle  eines  Rotationsellipsoides  lässt  sich  auch  diese  Inte- 
gration leicht  ausfahren. 


§.  102. 
Substitation  neuer  Variabelen  in  dreifachen  Integralen. 

Die  Aufgabe,  womit  wir  uns  im  Folgenden  beschäftigen,  ist  ana- 
log der  in  §.  98  gelösten  und  betrifft  die  Umwandlung,  welche  das 
dreifache  Integral 

1)  w=r  ff^(^^  y.  ^)  ^^  ^y  ^^ 

erleidet,  wenn  statt  der  ursprünglichen  Yariabelen  fl?,  y,  g  drei  neue 
Yariabele  r,  s,  t  eingeführt  werden,  welche  mit  jenen  durch  Gleichun- 
gen von  der  Form 
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verbanden  sind.  Um  diese  Sabstitutionen  nAoh  einander  vorsoneli- 
meo,  denken  wir  uns  die  Oleichongen  2)  durch  drei  andere  ersetst, 
nämlich 

die  erste  derselben  ist  einerlei  mit  der  ersten  Gleichong  in  Nro.  2); 
die  sweite  entsteht,  wenn  r  aus  den  beiden  Gleichungen  o;  =  qp  (r,  8,  ^) 
und  y  =  ^(r,s,Q  eliminirt  wird;  die  driite  ist  das  Resultat  der  Eli* 
mination  von  r  und  8  aus  allen  drei  ursprünglichen  Gleichungen. 
Statt  der  Variabelen  e  führen  wir  die  Yariabele  t  mittelst  der  Glei* 
chnng  ß  =  Xi  {x^y^t)  ein  und  nennen  cur  Abkürzung  Fi  (x,y^t)  das- 
jenige, was  bei  dieser  Substitution  aus  Fip^y^z)  wird;  dies  giebt 

Da  sich  aber  im  Allgemeinen  die  Form  von  Xi  (^»S^tO  nicht  an- 

geben  lässt,  so  muss  der  Differentialquotient  -^  =  •^.  aus  den  ur- 

Ot  0% 

sprünglichen  Gleichungen  2)  entwickelt  werden,  indem  man  letztere 

mit  der  Rücksicht  differenzirt,  dass  jetzt  %  und  y  als  constant  gelten, 

and  nachher,  dr  und  ds  eliminirt.    Es  ist  zufolge  dieser  Bemerkungen 

»  =  11''  +  T."  +  If ''• 

ond  wenn  zur  Abkürzung 

'^dAda'dt      dt' da)' 
d<p  di>       da  dil> 
dr    ds        da    dr 

gesetzt  wird,  so  giebt  die  Elimination  ron  dr  und  ds 

dt  ^=  -^  dB  oder  dir  =  -7  df, 
H  M 

mithin  nach  Nro.  4) 

SehlOmilch,  Analyiii.  I.  81 
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Um  zweitens  stait  y  die  neae  Variabele  8  einzofUiren,  benntsen 
wir  die  Substitation  y  s=  ^i  (s,  S|  Q  und  nennen  F^  (d?, «,  t)  daqenige, 
waa  hierbei  ans  Ff  {Xitf^i)  wird^  annäohst  haben  wir: 

Dabei  ist  noch  -^  =  -J^  ans  den  Gleichungen  2)  herzuleiten; 

Ü8  08 

es  geschieht  dies,  wenn  man  die  beiden  ersten  jener  Gleichungen 
differenzirt,  dabei  x  und  i  als  Constanten  betrachtet  und  dt  eliminirt. 
Hiemach  ist 

"      0  =  If  ^' +  Ü^'. 

und  wenn  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird,  so  findet  sich 

ds  =  -r^dy    oder    dtf  =  -jrds 
M  Jj 

mithin  aus  Nro.  6) 

W=fffFi(x,8,{)j^dxd8di. 

Endlich  fUiren  wir  statt  x  die  neue  Variabele  s  ein  mittelst  der 
Substitution  x  =  9>(r,8,0  und  nennen  Js(r,  s,  Q  daqenige,  was 
hierbei  aus  F%  (x^  s,  i)  wird.  Da  gleichzeitig  8  und  t  als  Gonstanten 
zu  betrachten  sind,  so  ist  einfach 


mithin 


d«  =  -^dr  =  Ldr 
dr 

W  — f  f  fFz{r,8,t)Ndrd8dU 


Beachtet  man  noch,  dass  Fz{r^89t)  nichts  Anderes  sem  kann,  als 
was  unmittelbar  durch  Einführung  von  9>(r,s,0,  ^{r^8^i\  %{r^8^(i 
entstehen  wOrde^  so  hat  man  die  allgemeine  Formel 

7)   fff^f^^^  y»  ^)  ^^  ^y  ^'  ^fff^^"^'  *•  ^  ^^"^  ^^  ^^' 

worin  9>,  ^,  %  aus  Kro.  2)  und  N  aus  Nro.  5)  einzusetzen  sind« 

Zu  demselben  Resultate  führt  auch  eine  geometrische  Betrach- 
tung.   Denken  wir  uns  n&mlich  o;,  y,  5  als  die  ursprOngliohen,  r,  s,  I 
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als  neue  Coordinaten  eines  Punktes  P  im  Raome,  so  dienen  die 
Gleichungen  2)  sum  Uebergange  von  dem  ersten  sum  zweiten  Coor- 
dinateniysteme.  Es  sei  femer  J^  («,  y,  m)  die  Dichtigkeit  an  der 
Stelle  «f  #;  es  ist  dann  die  Dichtigkeit  an  der  Stelle  rst  durch 

SU  heaeiohBen,  wofür  wir  kuns  F(qp,^,  j)  sdireiben.-  Um  ntm  in 
beiden  Coordinatensystemen  das  dreifache  Integral  W  als  Masse  eines 
Körpers  zu  betrachten,  kommt  es  nur  noch  auf  die  Bestimmung  des 
neuen  Vokimenelementes  an,  welches  statt  des  iriüieren  dxdfßds  in 
setsen  irt.  Letzteres  war  ein  Parallelepiped,  dessen  acht  Ecken  fol- 
gende Coordinaten  hatten: 

«.y.*;    «  +  dx,ff,£;    »,y  +  dy,£\    x,y,»  +  d$\ 
X  4-  dx^y  +  dyye\    x  +  dx,y,B  +  dB\   x,y  +  dy,e  +  dz\ 

X  -\'  dx,   y  +  dy,    ä  +  dß\ 
in  gleicher  Weise  ist  das  neue  Yolumenelement  ein  schiefes  Parallele- 
piped, dessen  Ecken  P,  Pi,  P3,  Pj  n.  s.  w.  die  Coordinaten 

r,s,<;    r  +  dr,5,<;    r,s  -f  dB,t\    r^s^i  +  d*  u.  s.  w. 

besitzen,  und  dessen  Inhalt,  wegen  der  unendlichen  Kleinheit  seiner 
Dimensionen,  als  das  Sechsfache  der  Pyramide  PPiP^Pt  angesehen 
werden  darf.  Legen  wir  durch  P  ein  Coordinatensystem  parallel  zu 
dem  ersten  und  bezeichnen  wir  die  neuen  rechtwinkligen  Coordinaten 
von  Pi,  Pa,  Pa  mit  liiJiCi,  {ji|iCa,  fei^stsi  ßo  ist  der  sechsfache  In- 
halt Yon  PP1P2P3,  also  das  Yolumenelement 

=  li(ibfs  —  %E«)  +  1^1  (Cafe  —  fjfe)  +  titf»fl»  —  itn%)' 
Femer  hat  man  in  Beziehung  auf  das  ursprüngliche  Coordinaten* 
System  {|  =  «i  —  x  oder,  weil  der  Punkt  Pi  durch  alleinige  Aen- 
derung  dee  r  ans  dem  Punkte  P  hergeleitet  wurde, 

ebenso 

&  =  — de.     fi,=—dt,     tz^Ji^t. 

In  den  neuen  Coordinaten  r,  s,  t  ausgedrückt  ist  also  das  Volu- 

menelemeiit  _  ^ 

31* 
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[drKds'dt       dt'ds)  "^  drKda'dt       dt' ds) 

^dr\ds  dt     dt  dJr' 

=  Ndr^adt, 
wof«m  Biaii  a^y,«  durch  fp,M>,%  enetst    Das  MaaaaneteineBt  wird 
hiernach 

F{ip,i>,i:iNdrdsdt, 

und  die  Samme  aller  Maasenelemeiite,  d.  h.  das  drnfache  Integral 


/// 


F{q>,i>,%)Ndrdsdt 


giebt  dieselbe  Masse  wie  Yorhin,  wenn  die  Iniegrationsgrenzen  fUr 
r,s,^  entsprechend  der  Begrenzung  des  Körpers  gew&hlt  werden. 
Als  Beispiel  diene  das  Integral 


8) 


W 


-ff/n 


dx  dy  dgf 


worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven,  der  Bedingung 
9)  0<x  +  y  +  e<h 

genügenden  x,  y,  £  beziehen  mögen.  Der  Punkt  xy£  bleibt  dann 
innerhalb  einer  Pyramide,  welche  von  den  Coordinatenebenen  und  von 
einer  vierten  Ebene  begrenzt  wird,  die  auf  jeder  Goordinatenachse  die 
Strecke  h  abschneidet.    Wir  betrachten  nun  den  Punkt  zyje  oder  F  in 


Fig.  92. 


Fig.  92  als  Durcli- 
schnitt  von  drei 
Hülfsebenen,  wel- 
che auf  folgende 
Weise  entstehen. 
Erstens  legen  wir 
durch  Peine  Ebene 
parallel  zu  der  vor- 
hin erwähnten  vier- 
ten Ebene  und  nen- 
nen r  jeden  ihrer 
gleichen  Achsenab- 
schnitte; die  Glei- 
chung dieser  Ebene 
ist 

und  in  der  Figur  OB  =  n    Zweitens  legen  wir  durch  P  und  dureh 
den  Goordinatenanfang  eine  Ebene,  welche  mit  den  Ebenen  x^  und 
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o^ir  gleiche  Neigungswinkel  bildet,  und  nennen  6  jeden  der  Winkel 
X0S,XOS'\  die  Gleichung  der  Ebene  Sf  OS'  ist  dann 

y  +•  jBT  =  xtanö, 

£ndlich  legen  wir  eine  Ebene  durch  P  und  die  x-Achse  und  be- 
leichnen  mit  r  den  Neigungswinkel  zwischen  der  neuen  Ebene  12  OT 
Qttd  der  xy-Ebene;  dies  giebt 

g  =  yUmt. 

Insofern  die  drei  Grössen  r,  6,  x  die  Lage  des  Punktes  P 
unzweideutig  bestimmen,  können  sie  als  neue  Coordinaten  desselben 
gelten,  und  wenn  man  mittelst  der  vorigen  drei  Gleichungen  o?,  y,  e 
durch  r,  6^  x  ausdrückt,  so  erhält  man  folgende  Formeln  zum  Ueber- 
gange  von  dem  einen  Coordinatensystem  zum  andern: 


X  = 


1  -f  tanö' 


r  tan  6  r  tan  ö  tan  r 


(1  +  tanö){l  +  tanx)'  (1  +  tanö){l  -f-  tanz) 

Zur  Abkürzung  sei 

1  +,  tonö       *'     1  +  tont         ' 

ei  ist  dann  einfacher 

X  =  rs,    y  =  r(l  —  8)t,    e  =  r(l  —  s)(l  —  f), 

und  nun  mögen  r,  tf,  ^  als  neue  Coordinaten  von  P  betrachtet  werden. 
Die  vorstehenden  Gleichungen  sind  von  der  in  Nro.  2)  angegebenen 
Form  und  würden,  wenn  man  die  Substitutionen  nach  einander  vor- 
nehmen wollte,  durch 


^  ^Ki  -  s)     ^  ^  y(i  —  Q 


x  =  rs.    y_         ^         ,    .  ^ 

zu  ersetzen  sein;  man  erhält  in  jedem  Falle 

/(r)r«(l— s)<ir<fscf« 


W 


=SIh 


Damit  der  Punkt  P,  vom  Goordinatenanfange  ausgehend,  alle 
innerhalb  des  Körpers  liegenden  Stellen  betrete,  muss  r  von  0  bis 
A,  6  von  l^r  bis  0,  mithin  s  von  0  bis  1,  und  r  von  \  n  bis  0,  also  i 
von  0  bis  1  ausgedehnt  werden.     Setzt  man  noch  zur  Abkürzung 

il  =  1  +  ar«  +  yr(l  -  «),    -B  =  (^  -  y)r(l  ~  »), 
so  ist 
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AI  1 

W=J'rV(r)ärf(l  -  »ä.J'^^^L^, 

h  1 

0  0  \  1  ^ 

Indem  man  femer  die  Abktkraungen 

1  +  ar  =  o,    (a  —  /J)  r  =  fc,    (a  ---  y)^  ^==  ^ 
benutzt,  erhAlt  man 

il  +  J9  =  a  —  ft  (1  —  s),    A  =  a  —  c  (1  —  a), 

2il  +  B  =  2a  —  (6  4-  c)  (1  —  «). 
und  das  auf  s  beaügliche  Integral  wird  dann 

(1  —  g)  [2 g  —  (b  +  c)  (1  —  syida 
,     [«-*  (1  ~  «)?[«- c  (1  -«)]« 

Durch  EinftÜming  von  1  —  a  :=  u  geht  dasselbe  Aber  in 

1 
u[2a  —  (^  +  c)u]du 


ß 


f 


(a  —  6u)«  (a  —  cw)« 


~  ft  —  Cj/  i(a  —  61*)«       (a  —  Cf*)«r**  ""  a(a  ~  6)  (a  —  c)' 


mithin  ist 


V  a(a  —  h)  (a  —  c) 


0 

Ans  8),  9)  nnd  10)  folgt  nun  yermftge  der  Werthe  ron  o»  ft,  e, 

V(«>  y  +  g)dxd^dM 


///' 
-A 


(1  4-  o»  +  /Jy  +  y«)« 
ry(r)dr 


+  ar)  (1  +  ^r)  (1  +  yr) 

und  damit  ist  das  dreifache  Integral  auf  ein  einfaches  redueirt  ohnd 
Beeinträchtigung  der  wiUkOrlichen  Function  /. 

Die  hier  auseinander  gesetzten  Methoden  sind  anch  auf  Tiei^ 
und  mehrfache  Integrale  anwendbar,  wie  im  zweiten  Bande  gezeigt 
werden  soll. 


Cap.  XYIL 

Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  zwei 

Variabelen. 

§.  103. 

Grundbegriffe;  Trennimg  der  Variabelen« 

Die  Usherigeu  Integrationen ,  mochten  sie  nun  ein-  oder  melir- 
ÜRche  sein,  bezogen  sich  immer  auf  entwickelte  Differentiale,  d.  h.  aof 
Prodncte  von  der  Form  f(x)dx  oder  f{x^y)dxdjf  xl  s.  w.,  worin/ 
eine  bekannte  Function  der  gerade  vorhandenen  Variabelen  bedeu- 
tete. Sehr  h&ufig  ist  aber  nicht  unmittelbar  der  Diflferentialquotient 
einer  Function,  sondern  nur  eine  Gleichung  zwischen  ihm  und  der 
Function  gegeben,  und  dann  kommt  es  darauf  an,  aus  dieser  Glei- 
chung die  Natur  der  Function  zu  bestimmen.  So  l&sst  sich  z.  B. 
die  Frage  nach  dexjenijD^en  Function  y  von  x  stellen,  welche  ihrem 

dy 
Differentialquotienten  gleich,  für  die  also  -^  =  ^  ist;  ebenso  kann 

dx 

man  die  Gleichung  der  Gurve  suchen,  worin  an  jedem  Punkte  die 

Subtangente  gleich  der  doppelten Abscisse,  mithin  y  =  ^istu.8.w. 

dx      ^x 

Aüe  derartigen  Gleichungen  zwischen  einer  unbekannten  Function 
und  einem  oder  mehreren  ihrer  Differentialquotienten  heissen  Diffe- 
rentialgleichungen; die  Aufgabe  ist  jederzeit,  sie  zu  integriren, 
d.  h.  aus  der  Differentialgleichung  eine  weitere  Gleichung,  die  soge- 
nannte Integralgleichung,  abzuleiten,  in  der  keine  Differentiale, 
sondern  nur  die  ursprünglichen  Yariabelen  und  etwaige  Constanten 
Torkpmmen. 

Gewöhnlich  classificirt  man  die  Differentialgleichungen  nach  der 
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OrdnttDg  des  höchsten  vorkommenden  Bifferentialquotienten ,  inden: 
man  sagt,  dass  die  Differentialgleichung  von  der  nten  Ordnung  sei, 
wenn  der  höchste  in  ihr  enthaltene  Differentialquotient  von  der  nten 
Ordnung  ist.  Das  allgemeine  Schema  der  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  zwischen  zwei  Yariabelen  x  und  y  ist  demnach 

oder,  wenn  man  sich  die  Gleichung  auf  3^  redncirt  denkt, 

ax 

2)  If  =  -  fM  «der  9'(a^y)el«  +  *(«,»)rfy=0. 

Bevor  wir  die  Integration  der  Differentialgleichungen  n&her 
betrachten ,  wollen  wir  erst  einen  Blick  auf  die  geometrische  Bedeu- 
tung dieser  Operation  werfen.  Sehen  wir  in  einer  Gleichung  von 
der  Form 

8)  g  =  xM 

X  und  y  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes  an,  so  ist  swar 
die  Natur  der  Gurve  noch  nicht  bekannt,  auf  welcher  sich  derselbe 
befindet,  man  kennt  aber  die  Richtung  der  Tangente  an  dieser  Linie, 
denn  die  Gleichung  3)  giebt  tanz  =  x(iP,y),  wo  r  den  Winkel  zwi- 
schen der  Abscissenadise  und  der  Tangente  am  Punkte  xy  beseich- 
net.  Geben  wir  dem  x  und  y  zwei  willkürliche  Anfangswerthe  x^=^Xq 
und  y  =  yQ,  so  lässt  sich  die  Tangente  vermöge  der  Gleichung 
tanto  =  ;|^(Aro,yo)'con8truiren;  auf  dieser  nehmen  wir  nahe  an  ^3110 
einen  zweiten  Punkt  o^i  j(i  und  betrachten  das  zwischen  x^yQ  und  d^yi 
liegende  Stück  der  Tangente,  welches  fo  heissen  möge,  als  näherungs- 
weise  zusammenfallend  mit  der  Curve.  Von  diesem  zweiten  Curven- 
punkte  Xiyi  ausgehend,  können  wir  die  vorige  Gonstruction  wieder- 
holen, also  tanti  =  x(xi,yi)  bestimmen,  die  Tangente  ziehen,  auf 
ihr  ein  Stück  ti  abschneiden  und  damit  zu  einem  dritten  Punkte  x^y^ 
gelangen  u.  s.  f.  Das  so  construirte  Polygon  schliesst  sich  der  ge- 
suchten Gurve  offenbar  um  so  genauer  an ,  je  kleiner  seine  Seiten  <oi 
^1,  f)  etc.  sind,  und  man  ersieht  hieraus  die  Möglichkeit  einer  zwar 
n&herungsweisen  aber  bis  zu  jedem  beliebigen  Genauigkeitsgrade  ver- 
iblgbaren  Integration  der  gegebenen  Differentialgleichung.  Man  be- 
merkt zugleich  eine  gewisse  Unbestimmtheit,  welche  in  der  Lösung 
der  Aufgabe  liegt  Da  nämlich  der  erste  Punkt  Xoyo  wiUkürlieh 
bleibt,  so  giebt  es  nicht  eine,  sondern  unendlich  viele  Curven  mit  der 
in  Nro.  8)  veriangten Eigenschaft;  diese  Gurven  sind  im  Allgemeineii 
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von  denelben  Nainr  und  nur  Terschieden  in  der  Lage  oder  in  den 
BimenBionen.    So  s.  B.  gentkgt  der  an&ngs  erw&hnten  Differential- 

gleiohnog  —  =  ^  jede  Gleichung  von  der  Form  y•=:^f'k%^  wo  'k 

belieUg  bleibi,  d.  L  in  Jeder  Parabel  ist  die  Sahtangente  der  doppel- 
ten AbscisBe  gleich. 

Auch  analytisch  begreift  sich  das  Yorkonmen  einer  willkürlichen 
Conatante  leicht,  wenn  man  die  Differentialgleichung  entstehen  lässt. 
Differenxirt  man  nämlich  eine  Gleichung  von  der  Form 

worin  h  eine  Constante  bezeichnet,  so  folgt 

und  wenn  k  ans  beiden  Gleichungen  eliminirt  wird,  so  entsteht  eine 

dy  , 

neue  Gleichung  iwischen  o?,  y  und  t^,  d.  h.  eine  Differentialgleichung; 

dx 

letstere   bleibt  dieselbe,  welchen   Werth  man  auch  dem  h  ertheilt 

haben  mdge.     Umgekehrt  ist  F(x^y,h)  =  0  die  su  Grande  liegende 

Integralgleichnng;  soll  dieselbe  allgemein  sein,  so  muss  darin,  wie 

vorher,  die  willkürliche  Constante k  vorkommen ;  ausserdem  würde 

man  nur  eine  specieUe  oder,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  eine  parti- 

culäre  Auflösung  der   Differentialgleichung    haben.     In   manchen 

FftUen  existirt  noch  eine  ganz  besondere,  die  sogenannte  singulare 

Auflösung;  wie  dieselbe  entsteht,  wird  sich  in  §.  108  zeigen. 

Die  Integration  einer  Differentialgleichung  gelingt  immer,  wenn 

sich  eine  Trennung  der  Variabelen  vornehmen  lässt,  d.h. wenn 

man  die  Differentialgleichung  auf  die  Form 

4)  Xdx  +  Ydy  =  0 

bringen  kann ,  wo  Z  eine  Function  von  x  allein  und  Y  eine  Func- 
tion von  y  allein  bedeutet.  Das  allgemeine  Integral  wird  nämlich 
in  diesem  Falle: 

6)  jXdx  +  jYdy  —  Canst.  =  0; 

man  überzeugt  sich  hiervon  sehr  leicht,  wenn  man  die  linke  Seite 
einstweilen  mit/(a?,y)  bezeichnet  und  den  in  §.  10  bewiesenen  Satz 

dx  "^  8y  dx 
in  Anwendung  bringt;  es  ist  dann  ^  =  JC,  ^  =  T,  weil  in  Nro.  5) 
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die  IntegratioiiAii  so  getohelien,  als  wiren  x  und  y  von  einander  vn- 

abhftngige  Yariabele;  inan  erh&lt  folglich  Z  +  Z  3^  =  0,  was  mit 

aX 

der  Gleichung  4)  überrinetimmt 

Etwa«  allgemeiner  als  die  Di£fbrenlialgleichQng  4)  ist  die  fol- 
gende: 

6)  XiTfdx  +  XfTiaff  =  0, 

in  welcher  Xi  nnd  Xs  von  y,   Fi  und  7^  von  x  frei  sein  mögen; 

dnrch  Division  mit  X2  Tf  wird  daraus 

J  d*  +  ^  dy  =  0, 
mithin  durch  Integration: 

7)         / j  d»  4.  y j  df = cw. 

Als  geometrische  Anwendung  hierron  behandeln  wir  das  Pro- 
blem, die  Gurve  su  finden,  in  welcher  die  Subtangente  eine  gegebeiM 
Function  9>(«)  der  Absoisse  ist  Wir  haben  in  diesem  Falle  die 
Differentialgleichung 

oder,  nach  Trennung  der  Yariabelen, 

dy dx 

mithin  durch  Integration: 

Um  auf  y  au  reduciren,  setzen  wir  e^^""*^  =  C,  wo  (7  eine  neae  will- 
kflrliche  Constante  beaeichnet  nnd  erhalten 

dx 

9(x) 
y=  Ce 

als  Oleichung  der  gesuchten  Gurre. 

In  gana  ähnlicher  Weise  lässt  sich  die  Aufgabe  behandeln ,  die 

Gurven  au  finden,  bei  denen  die  Subtangente  von  der  Form  ^)J^ 

ist;  man  erhilt  als  Integralgleichung: 


f: 
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Ueberhaupt  bieten  die  Subtangenten  und  Snbnormalen  der  Cur- 
ven,  als  Fonctionen  der  AbscLssen  oder  Ordinalen  betrachtet)  eine 
liemliche  Aoswabl  solcher  leicht  sn  integrirender  Differentialgleichun* 
gen  dar. 


§.  104.  / 

Subatitaticm  einet  neuen  Variabelen. 

Wenn  sidi  die  Trennung  der  Veränderlichen  nicht  unmittelbar 
bewirken  laesi,  so  ist  es  hAufig  von  Yortheil,  statt  der  ursprünglichen 
abhängigen  Variabelen  eine  neue  Variabele  durch  Substitution  ein- 
snführen  und  damit  die  gegebene  Differentialgleichung  in  eine  an- 
dere ssu  yerwandeln;  nicht  selten  gestattet  dann  die  letstere  jene 
Sonderung  der  Veränderlichen.  Wir  wollen  einige  aUgemeine  F&lle 
dieser  Art  angeben. 

I.  Es  wprde  die  Gurve  gesucht,  in  welcher  der  Winkel,  den  die 
Tangente  am  Punkte  xff  mit  der  o;- Achse  einschliesst,  eine  gegebene 
Function  des  Winkels  zwischen  Radiusvector  und  Abscissenachse  ist, 
also  nach  der  bisherigen  Bezeichnung 

t  =  F{ß). 

Da  zufolge  der  gegebenen  Bedingung  auch  iant  eine  bestimmte 
Function  von  ton  9,  etwa 

sein  mnss,  so  hat  man  bei.  rechtwinkligen  Goordinaten  die  Differen« 
tialgleichung 

').  % = '(!)• 

welche  unAUgemwnen  keine  Sonderung  der  Variabelen  zulftssi  Setzt 
man  dagegen  ^  =  <  oder  y  =  o;^,  wo  <  eine  neue  abhängige  Varia- 
bele  beaeichnet,  so  wird  ans  Nro.  1) 

und  hier  sind  die  Variabelen  getrennt  Die  Integration  liefert  jetzt 
eine  Gleidmng  Ton  der  Form  ^(Q  =±r  Ja;  -|-  C(mst,^  und  wenn  man 

statt  i  Beinen  Werth  —  wieder  einsetzt,  so  gelangt  man  zu  der  ge- 
suchten Integralgleichung. 
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Soll  2.  B.  T  =  2  0  sein,  bo  folgt 

2  ton  0 


tant  = 


oder 


dx 


1  —  tan*  e* 


i^ 


-  ar 


die  erw&Iinte  Subetitutioii  giebt 

1  ~  t^         _  dx 

mithin  ist  durch  Integration 

U  —  1(1  + 1^)  =  J»  +  Chnsi. 


Setzt  man  Canst 


80  erhält  man 


oder 


2cy  =  a;)  +  y',  y  =  c  iVc«  —  a?'. 


Die  gesuchte  Cur^e  ist  also  ein  mit  dem  willkürlichen  Halbmesser 
c  beschriebener  Kreis,  welcher  die  Abscissenachse  im  Goordinaieo- 
anfonge  berührt. 

Oleidiungen  von  der  Form  1)  werden  homogene  Differential- 
gleichungen genannt,  weil  in  ihnen  zwei  gleichartige  Grössen,  wie 
dort  die  Tangenten  zweier  Winkel,  Torkommen.  Ein  ferneres  Bei- 
spiel hierzu  ist  folgendes* 

In  einer  auf  rechtwinklige  Goordinaten  bezogenen  unbeksanten 


Fig.  08. 


Curve  sei  OM=x,  MP=y  (Fig.  93); 
aus  M  beschreibt  man  mit  dem 
Radius  MP  einen  Kreis,  legt  an  den* 
selben  tou  0  aus  die  Tangente  O  Q, 
zieht  durch  den  Berührungspunkt  Q 
parallel  zur  a;-Achse  eine  Gerade,  welche 
die  y- Achse  in  B  schneidet,  and  ▼«■<- 
bindet  endlich  B  geradlinig  mit  P; 
man  verlangt,  dass  12 P  die  Cunro  in 
P  berühre.     Die  Construotion  giebt 
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OB  =  yiiz:i, 

X 

und  da  andererseits  bei  jeder  Corve 

OB  =  y  —  xtant 
ist,  Bo  hat  man  die  Differentialgleichung 

dx  X 

oder 


dx       X        X    Y  \x/ 


Mittelst  der  Substitution  y  =  xt  wird  hieraus 

x^  =  -^t VV^r^ oder  -  -ryJL^  =  ^ 
dx  iYl  —  t«         X 

nnd  durch  Integration 

1  +  Vi  —  i^' 


l 


(,+v^) = .(-:), 


wobei  a  eine  wiUkflrIiche  Constante  beieichnet.     Nach  Restitution 
des  Werthes  von  t  erhält  man  als  Gleichung  der  gesuchten  Gurve 

— ^        sL  =  :=-  oder  ft  =        .        , 

wonacli  dieselbe  leicht  su  construiren  ist. 

IL    Die  Sabstitntion  y  -^  xt  leistet  auch  bei  der  nicht  homo« 
genen  Differentialgleichung 

gute  Dienste;  es  wird  nämlich 

WO  nun  die  Variabelen  getrennt  sind,  so  dass  die  weitere  Rechnung 
wie  vorhin  geführt  wtfrden  kann. 

Verlangt  man  z.  B.  diejenige  Curve,  f&r  welche  die  von  der 
Tangente  am  Punkte  xy  auf  der  ^-Achse   abgeschnittene  Strecke 

=  rr**  ^%  wobei  5  eine  gegebene  Linie  bedeutet,  so  hat  man  die 

Differentialgleichung 
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dfß aj* 

oder 

dy y        *'  2^ 

di        X        b* '  y 


Nach  dem  obigen  Verfahren  giebt  diee 

^dx~       V*  t  tat  —  —    ^,  , 

femer  durch  Integration«  wenn  die  Gonstante  =  — r  geaetst  wird, 

J»  0 


??   I   ?!       a?  V  g*  —  g* 

Unter  Benutzung  eines  mit  dem  willkürlichen  Radius  a  beschriebe» 
neu  Kreises  ist  die  Curve  leicht  xu  construiren;  sie  hat  eine  ähnliche 
Gestalt  wie  die  Leniniscate. 

III.  Um  noch  eine  andere  Substitution  au  Zeigen,  betrachten 
wir  die  Differentialgleichung 

.  dp  _f(x)fp(Vx*  +  y')  —  g 

^  dx—  y 

oder 

6)  »  +  y^=/(«)9(\Ax»  +  ,t). 

Setzt  man  hier 

«•  +  y»  =  r\ 
so  folgt  durch  Differentiation 

und  ans  Nro.  6)  wird  einfacher 

7)  ^^=  -^(*) 9ir)  oder  -^  =  f(x)dx. 

wo  nun  die  Sondemng  der  \Variabelen  aosgeföhrt  ist. 

Verlangt  man  s.  B.  die  Gunre,  bei  welcher  das  von  der  Normale 
auf  der  g-Achse  abgeschnittene  StUck  in  oonstantem  Veili&ltmsse  aum 
Radiusrector  steht,  so  hat  man,  wenn  £  die  gegebene  Verh&ltnisazaihl 
bezeichnet, 
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Die  obige  SabsiitatioD  giebt 

welches  die  allgemeine  Gleiobnng  der  Kegelschnitie  ist,  wenn  ein 
Brennpunkt  zam  Coordinaienonfang  und  die  Hauptachie  aar  d^Achse 
genommen  wird. 


S.  105. 
Subatitution  aweier  neuen  Varlabelen« 

I.    Eine  ziemlich  allgemeine  nnd  häufig  Torkommeude  Differen« 
tialgleichung  ist  die  folgende 

1)  g  +  Xy  +  2«  =  0, 

worin  X  und  X^  irgendwelche  gegebene  Functionen  von  x  bedeu- 
ten. Die  Substitution  y  •=:  xt  würde  hier  zu  keinem  Resultate  füh- 
ren, man  versucht  daher  eine  allgemeinere  Substitution,  indem  man 
sich  y  als  Product  zweier  neuen  Tariabelen  u  und  v  denkt  Setzt 
man  demgemiss 

2)  »  =  «*•  55  =  *55  +  "d;' 

so  erhfilt  man  aus  Nr.  1)  die  neue  Differentiatgleichung 

Diese  ist  erfüllt,  wenn  die  noch  unbekannten  Functionen  u  und  v  den 
zwei  Bedingungen 

genügen.  Die  erste  dieser  Oleichungen  giebt  durch  Sonderung  der 
Tariabelen  und  Integration 

—  =  —  Xdx^    lu  -=1  ^  1  Xdx  -|-  A, 

oder  wenn  H  =  £  gesetzt  wird, 
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4)  u^B^-^"'. 

Aas  der  zweiten  Gleicbong  in  Nro.  3)  folgt  unter  Benatsung  des  für 

u  gefundenen  Werthes: 

6)  v=  Const.  —  -^  Jx^e^^"'  dx. 

Wegen  y  =  ut;  ist  nnn  nacb  4)  und  5),  wenn  B  .  Consf.  =  C  ge- 
setzt wird, 

6)  ,  =  (e--^"')  {c-fx,/"'  äz). 

Beispielsweis  suchen  wir  die  Corve,  bei  welcher  das  von  der 

Tangente  auf  der  y- Achse  abgeschnittene  Stack  =  Vax  —  fß  ist. 
Die  Bifferentialgleicbung  lautet  in  diesem  Falle 


oder 


j,_xl|  =  V^_y 


dy        2  I/o 


es  ist  also 

Mittelst  der  Formel  6)  erbftlt  man 

9 


= '"'(^ + /Vf '-"'''') 


oder  n»:b  Aiufthrang  der  Integration  nnd  wenn  C  =  |    ge^Ut 

y  =  j^jVax. 

Die  betreffende  Curve  ist  übrigens  mittelst  zweier  Parabeln  leicht  so 
constmiren. 

IL    Auf  die  Differentialgleichung  1)  l&sst  sich  die  folgende 

^)  -^W  ^  +  ^/W  +  ^  =  0 

zurückfahren,  worin /(ip)  eine  gegebene  Function  von  £  allein  und 
/'(z)  ihre  nach  m  genommene  Derivirte  bedeutet.     Setzt  man  nimlieb 
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8)  f{z)  =  y  mithin  f{e)  ä»  =  dy, 
80  erhalt  man  die  neue  Gleichung 

g  4-  Xy  +  X.  =  0, 

welche  ganz  mit  Nro.  1)  übereinatinunt.  Daa  Integral  von  Nr.  7) 
ist  daher  nach  6)  und  8) 

9)  f{B)  =  (e''f"'\  (c  ^Jx^J"'  dzV 

Zu  der  in  Nr.  7)  betrachteten  Form  gehört  z.  B.  die  Difforen* 
tialgleichong 

^<>>  sl  +  f '»+^''""=<'' 

ax        Ml  fit 

was  man  sogleich  bemerkt,  wenn  man  dafür  schreibt 

dx 
Hier  i8t/(ir)  =  jer"*  also  die  Integralgleichung  von  Nro.  10) 

11)  ^  =  ((?-/"')  (c  ^Jx^ef^'^'d^. 

Setzt  man  in  Nro.  10)  m  =  1  —  n  und  lAsst  (1  —  n)  X  an  die 
Stelle  von  X,  ebenso  (1  — 9»)Xo  an  die  von  X^  treten,  so  hat  man 
die  Differentialgleichung: 

12)  gl  +  X^  +  Xoi»-  =  0 
und  als  zugehörige  Integralgleichung: 

13)  ir»--  =  (c~«-->A^')  je—  (1  —  n) /'xi«^*-'^/-''''  dx\  - 

Ist  z.  B.  gegeben 

dz    ,    a       ,    ,   .        ^ 

so  findet  sich  nach  Nro.  13),  falls  a^  1  ist, 

1  —  a  • 


M  = 


c(l  —  a)««  -{-  6«' 
and  für  a  =  l 

1 


M  -^ 


xic  +  bJjr) 


Sehlflmilcb,  AufttyiU.   I.  32 
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§.  106. 
Vom  integrirenden  Taotor. 

L    AoBser  dem  Falle,  wo  die  Trennung  der  Variabelen  in  er- 
reichen ist,  giebt  es  noch  einen  zweiten,  in  welchem  eine  Differen- 
tialgleichung von  der  Form: 
1)  y>(x,y)dx  +  i>(x,y)dy  =  0 

allgemein  integrirt  werden  kann.  Erkennt  man  nftmlich  in  der  lin- 
ken Seite,  für  sich  allein  betrachtet,  da«  totale  Differential  einer 
Function /(a?,y),  ist  also 

q>{x,y)dx  +  if{x,y)äy  =^dx  •^^dy  =  df, 

80  kann  die  Gleichung  1)  nur  dann  bestehen ,  wenn  f{x^  y)  =  CansL 
ist,  und  damit  hat  man  unmittelbar  die  gesuchte  Integralgleichung. 
So  B.  B.  wird  man  der  Differentialgleichung 

xdy  -|-  ydx^=  0 

auf  der  Stelle  ansehen,  dass  sie  mit  der  Gleichung  d(xy)z=0 
einerlei  und  folglich  xy  =  Canst.  ihr  Integral  ist.  —  Soll  aber  die- 
ses Verfahren  einen  wissenschaftlichen  Werth  erhalten,  so  sind  offen- 
bar Bwei  Aufgaben  su  lösen;  man  muss  erstlich  ein  Criterium  an- 
geben, mittelst  dessen  sich  entscheiden  läset,  ob  die  linke  Seite  der 
Gleichung  1)  ein  yollstAndiges  Differential  ist  oder  nicht,  und  man 
hat  zweitens,  wenn  das  Letztere  der  Fall  sein  sollte,  die  zu  Grunde 
liegende  Function  f(x,  y)  und  damit  die  Integralgleichung  selbst  xu 
entwickeln.  Zur  liösung  dieser  Aufgaben  dienen  folgende  Erör- 
terungen. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  1),  oder  kurz  der  Ausdruck: 

*      fp,dx  -{-  i> .dy 

ist  mit  dem  totalen  Differentiale  von  /,  d.  h.  mit 

^  dx  -{-  :^  dy 
ox  dy 

jedenfalls  identisch,  wenn  die  Gleichungen 

ä5  =  9.  8^  =  * 

stattfinden ;  differenzirt  man  die  erste  derselben  partiell  in  Beziehung 
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auf  ff  und  die  zweite  partiell  in  Beziehung  auf  x^  bo  entstehen  die 
neuen  Gleichungen: 

ay  _8y     ay  _8» 

dydx        gy'   dxdy~  dx' 
deren  linke  Seiten  identisch  sind  (Formel  5  in  §.  15);  es  muss  dahef 

2)  8jP  ^  a* 

^      •  8y     "  a« 

Beb,  und  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  Ist,  so  bildet  (p.dx-\- if.äy 
das  vollständige  Differential  von  /.    Um  die  letztere  Function  zu  be- 

stimmen,  erinnern  wir  an  die  Gleichung  ^  =  9?;  aus  ihr  folgt 

ox 


=/"• 


dx  +  K, 


wo  sich  die  Integration  auf  x  allein  (bei  constant  gelassenem  y)  be- 
zieht und  K  eine  Gonstante  bezeichnet,  die  von  x  frei  ist,  demohn- 
geachtet  aber  y  enthalte;),  also  eine  Function  von  y  sein  kann.  Sie 
bestimmt  sich,  wenn  man  die  Gleichung  partiell  in  Beziehung  Auf  y 
differenzirt,  wodurch 

entsieht;  dies  muss  mit  if  einerlei  sein  und  man  hat  daher 

folglich  . 

K=C+fi>.dy-fdyß^dx. 

In  den  früheren  Werth  von/substituirt,  giebt  dies  die  Integral- 
gleichung /  =  0,  nämlich: 

3)  C  +  fv'dx  ^fi^.dy  ^Jdyß^  d«  =  0, 

worin  die  angedeuteten  Integrationen  jederzeit  partiell  auf  die  Va- 
riabele  zu 'beziehen  sind,  deren  Differential  unter  dem  Integral- 
zeichen vorkommt. 

So  ist  z.  B.  die  in  Nro.  2)  angegebene  Bedingung  bei  der  fol- 
genden Differentialgleichung  erftkllt: 

(«« +  y)da?  +  (y*  +  ir)cly=0, 

nämlich: 

32* 
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d<p  dif 

die  Aasfilhnuig  der  in  Nro.  3)  angedeoteten  Integrationen  giebt: 
Jq> .  dx  ==f(3f>  +  p)dx  =  £^  +  yx, 

Ji,.dx  =J(ir  ■¥!c)dy  =  -^^  +  XU, 

und  daher  ist  die  gesuchte  Integralgleichung: 

IL  Es  kann  auch  der  Fall  vorkommen,  dass  eine  Differeuiial- 
gleichung  zwar  durch  Differentiation  einer  Gleichung  von  der  Form 
/(^»  y)  =  Const.  entstanden  ist,  dass  aher  gleichwohl  die  Bedingung 
in  2)  unerfüllt  bleibt  Stellt  sich  nämlich  das  Differential  der  Glei- 
chung/=  ConsU  unter  die  Form: 

wo  g>,  ^  und  %  Functionen  von  x  und  y  bezeichnen,  so  wird  man 
den  gemeinschaftlichen  Factor  %  weglassen,  weil  die  rechte  Seite 
=  0,  ;|f  aber  von  Null  verschieden  ist;  in  der  nunmehrigen  Glei- 
chung  ^.dx  -^  if.dy  =  0  büdet  die  linke  Seite  kein  vollständige« 
Differential  mehr  und  daher  findet  die  Gleichung  2)  nicht  statt  Aua 

X 

der  Gleichung  —  =  C(fh8t.  z.  B.  folgt 

-  cfx  -  ^  dy  =  i  \jfdx--xdy-]  =  0, 
oder: 

ydx  —  xdy  =  0; 

in  der  ersten  Form  hat  man  linker  Hand  ein  Vollständiges  Differon- 
tial  und  in  der  That  ist  auch 

0y  dx    ' 

in  der  zweiten  Form  dagegen  iat  die  linke  Seite  durch  Terlnt  dm 
gemeinachaftUchen  Factora  -  sa  emein  nnvoUataadigen  DUFerentia] 
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geworden  und  die  Gleichung  2)  tiifift  nicht  mehr  zu.  Wenn  nun 
überhaupt  die  in  der  Differentialgleichung 

5)  (p.da  +  ip.äy  =  0 

vorkommenden  Functionen  der  Bedingung  ^  =  r—  nicht   genü- 

gen,  80  ist  doch  die  vorige  Integrationsmethode  immer  noch  anwend- 
bar, sobald  sich  der  sogenannte  integrirende  Factor  %  finden  läset, 
nach  dessen  Znsatz  die  Gleichung  5)  in  Nro.  4),  d.  h.  in  ein  vollstän- 
diges Differential  übergeht;  man  kann  nämlich  g>.2  =  9if  ^•X  =  ^i 
setzen  und  dann  mit  ^i  und  ^i  ebenso  wie  vorhin  mit  (p  und  ^* 
operiren.    Der  Factor  %  muss  aber  so  beschaffen  sein,  dass 

8(y-z)^8(»-ag) 

dy  dx 

ist;  entwickelt  man  diese  partiellen  Differentialquotienten,  so  wird : 

Die  Aufsuchung  des  integrirendeu  Factors  erheischt  demnach  selbst 
wieder  die  Integration  einer  Differentialgleichung,  und  da  letztere 
meistentheils  verwickelter  als  die  ursprüngliche  Differentialgleichung 
ist,  so  hat  man  im  Allgemeinen  keinen  sonderlichen  Gewinn  von  die- 
sem Yerfahren;  doch  schliesst  dies  nicht  aus,  dass  in  speciellen  Fällen 
die  Kenntniss  der  Gleichung  6}  von  Nutzen  sein  kann. 
Ist  z.  B.  die  gegebene  Differentialgleichung: 

7)  (Xy  +  Xo)efa?  +  dy  =  0, 

wo  X  und  2o  Functionen  von  x  aüein  bezeichnen,  so  ist  die  Glei- 
chung 6):  ^ 

man  kann  ihr  dadurch  genügen,  dass  man  sich  %  als  Function  von 
X  allein  denkt,  wodurch  ^  =  0  und 

8x  '^  X 


"=f 


fXdx 

XdXf         %  =  « 


wird«     Die  nunmehrige  Differentialgleichung 

fXdx  /X4x 

{Xy  +  Xa)e  dx  +  e        dy  =  0 
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ermilt  in  der  That  die  Bedingung  der  Integrabilit&t  (Nro.  2X  wenn 

geeetst  wird;  sagleich  ist: 

I  (p.dx  =  y  I  Xe        dx -{-   J  XqB        a«, 


fXdx 


jif.dyz=2 

fdyß^dx  =  yfxe"'dx. 

und  Bo  ergiebt  sich  ab  Integralgleichung  von  Nro.  7): 

fXdx  n      fxdx 

8)  c  +  y«        +  y  ^C^e       dx  =  0, 

sie  ist  dieselbe,  welche  auf  anderem  Wege  in  §•  105  gefunden  wurd& 


§•  107. 
BifElsrentialgleiohiingen  TerBohiedener  Grade, 

L    Wir  haben  bisher  solche  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung behandelt,  in  denen  nur  die  ersten  Potenzen  von  y  und  -/- 

dz 

Torkamen,  welche  also  rüoksichtlich  dieser  Ausdrücke  yom    ersten 

Grade,  oder,  wie  man  h&ufig  sagt,  linear  waren;  wenn  dagegen  diege- 

dy 
gebene  Differentialgleichung  höhere  Potenzen  yon  -/-  enth&lt,  so  ist 

sie  Ton  der  Form 

worin  Zj ,  2^,  •  •  •  2^~if  Z^  Functionen  von  x  und  y  beseicbnen. 
Das  lun&chst  sich  darbietende  Verfahren  zur  Integration  einer  der- 
artigen Differentialgleichung  besteht  darin,  dass  man  die  Gleiebnng 

dy 
in  Beziehung  auf  t^  als  unbekannte  auflöst,  wodurch  man  im  All- 
gemeinen n  yerschiedene  Werthe  /i,  /«,•••  /«,  s&mmtlich  Fonctioneo 
Yon  X  und  y,  erhAlt  und  nachher  die  n  Differentialgleichungen 
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anzeln  nach  den  vorigen  Methoden  integriri*    Nennen  wir 

3)    gh («.y.  Gl)  =  0,     9, (a-,y,  (^)  =  0,  •  •  •  9*(^.y.  Qi)  =  0 

die  Integralgleichungen  jener  n  Difierentialgleiohangen ,  80  iet  jede 
von  ihnen  auch  eine  Auflösnng  der  ursprünglichen  Differentialglei- 
chung, und  die  allgemeinste  LAsung  entsteht  nun  durch  das  Product 

Die  Allgemeinheit  dieser  Gleichung  wird  ühngens  nicht  heeinträch- 
tigt,  wenn  man  Ci  =  Cj  '  '  '  =  ^n  =  C^  nimmt;  denn  setzt  man 
der  Reihe  nach  jeden  einzelnen  Factor  des  obigen  Ausdruckes  =  0 
und  giebt  dem  C  alle  möglichen  Werthe,  so  erhält  C  unter  Anderem 
auch  die  Werthe  Cu  C«,  .  .  .  C«  wieder. 

Beispielsweise  sei  die  gegebene  Differentialgleichung: 

Die  beiden  einzelnen  daraus  entspringenden  Differentialgleichungen 
sind  in  diesem  Falle: 

dx  a  *    d«  a  * 

and  die  Integralgleichungen  derselben: 

das  allgemeine  Integral  ist  folglich: 

oder,  wenn  Ci  =  (^  =  (7  genommen  wird, 

6)  (V7+  Cf)»-jf  =  0. 

n.  Das  beschriebene  Verfahren  yerliert  seine  Brauchbarkeit 
wenn  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sehr  verwickelte  Aus- 
drflcke  oder  gar  nicht  angebbar  sind;  es  ist  dann  häufig  vortheil- 
haft,  die  Gleichung  1)  auf  y  oder  auf  x  zu  reduciren,  d.  h.  ihr  eine 
der  folgenden  Formen  zu  verleihen 
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7,  ,  =  »(.,g)  od«  »  =  «'(,.©. 

wobei  -^  kurz  mit  ^  beseicbnet  werden  möge,  tind  rie  in  der  neneo 
dx 

Gestalt  noch  einmal  va  differenziren. 

Ans  y  =  <t(x,yO  ergiebt  sich  auf  diese  Weise 

®>  ^-       8»       ^      83/        da?' 

d.  h.  eine  Differentialgleichung  zwischen  den  beiden  Yariabelen  x 
und  ^;  durch  Integration  folgt  daraus  eine  Gleichung  von  der  F^rm 
/(«i  J^»  C)  =  0,  welche  mit  y  =  9{x,ff)  verbunden  dienen  kann, 
um  durch  Elimination  von  ^  zu  einer  Gleichung  zwisoben  x  und  y 
zu  gelangen. 

Ist  dagegen  die  gegebene  Differentialgleichung  auf  die  Form 
X  =  V(tftt/)  gebracht»  so  wird 

,  _  8y(y.yO    .       8y(y.iO  df/' 
~       dy       ^  "^""8?       di' 

oder,  wenn  man  die  Beziehung 

^'  dx  ~  dy  dx~  dy^ 

in  Anwendung  bringt, 

10)  ^-*— 8^"+«'  ~87~d» 

Diese  Differentialgleichung  enthält  nur  jf  und  ^,  ihr  Integral  ist 
daher  von  der  Form  /(y,  j/,  (7)  =  0,  und  wenn  man  zwischen  dieser 
und  der  vorigen  Gleichung  x  =  V{y^ff)  die  Yariabele  if  eliminirt, 
so  ergiebt  sich  das  Integral  der  ursprünglichen  Differentialgleichung. 

AeispieL  Eine  Gerade  von  unveränderlicher  L&nge  a  bewege 
sich  so,  dass  der  eine  Endpunkt  auf  der  Abscissen-,  der  andere  auf 
der  Ordinatenachse  fortgleitet;  man  sucht  die  Curve,  welche  von 
jener  Geraden  während  der  ganzen  Bewegung  berührt  wird«  Nennen 
wir  X  und  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Gurvenpunktes, 
so  muss  das  zwischen  die  Coordinatenachsen  fallende  Stück  der  ao 
xy  gelegten  Tangente  constant  =  a  sein;  diese  Bemerkung  liefert 
die  Differentialgleichung: 

oder  auf  y  reducirt^ 
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Die  Differentiation  dieser  Gleichnng  giebt  nAch  beiderseitiger  He- 
bung  von  ^: 

and  daraus  folgt  entweder 

13)  -^  =  0,   oder  x  —  ,  r-' —  '^-  '  -^  =  0. 

dx  Y(i  +  y«)' 

Die  erste  Gleichung  giebt  {/=  (7  und  durch  Substitution  inNro.  11): 

y  =  Cx  -—  ,.  11  ,  , 

Vl  +  C« 

d.  h.  eine  Gerade,  was  in  der  That  richtig  ist,  da  alle  Tangenten  an 
einer  Geraden  mit  letiterer  ausammenfidlen  und  im  vorliegenden 
Falle  das  zwischen  die  Goordinatenachsen  fallende  Stück  der  Geraden 
=  a  ist.     Die  zweite  Gleichung  in  13)  liefert: 

,        K  03  —  a:» 


y  = 


i 


mithin  durch  Substitution  in  Nro.  11): 


y  =  —  I  o«  —  «»  ]«• 


Die  beiden  Integrale  der  Differentialgleichung  sind  daher: 

y  —  Crr  +  , .  =  0  und  x»  4-  ««  —  a»  =  0. 

III.    Auch  in  dem  Falle,  wo  die  gegebene  Differentialgleichung 
auf  die  homogene  Form 

u)       /•  +  J?i(|-)y'-*  +  ^«(fV"-*  +  •••• 

gebracht  werden  kann,  hat  die  Integration  meistens  keine  Schwierig- 
keiten.   Es  liegt  n&mlich  sehr  nahe,  -^  =  (  zu  setzen,  wodurch  die 

X 

Gleichang  sich  unter  die  allgemeine  Form: 

15)  /(y'.0  =  o 

stellt ,   die  man  entweder  in  Beziehung  auf  y  oder,  wenn  dies  um- 
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stftndlich  wäre,  nach  t  auflösen  kann,  wodurch  man  entweder  ^ 
=  9(0  oder  t  =  if(^  zum  Resultat  erh&lt  Andererseits  iat  we- 
gen y  =  xti 

dy  dt    ,    .      j        .  dt 

und 

dx  dt 


X  ~V^-t 
Hat  man  y^  durch  t  ausgedrückt,  so  enthält  die  rechte  Seite  nur  i, 
war  aher  t  durch  y  ausgedrückt,  so  kommt  rechter  Hand  nur  ^  Yor; 
in  jedem  Falle  sind  die  Yariabelen  gesondert  und  es  ist 

")         " = /i^,. 

oder  auch 

17)  ia,  =  _j(y_o  +  y_£^, 

und  man  wird  Yon  diesen  Gleichungen  die  erste  oder  die  iweite  be- 
nutzen, jenachdem  ^  durch  t  oder  t  durch  ^  ausgedrückt  ist.  Im 
ersten  Falle  giebt  die  Integration  ein  Resultat  von  der  Form  Ix  = 
X(t)  -|-  ConsL  und  man  braucht  nur  für  t  seinen  Werth  einzusetsen; 
im  zweiten  Falle  ist  das  Ergebniss  yon  der  Form  Ix  =  x(/)  4-  Consi. 
und  es  bedarf  noch  der  Elimination  von  ^  aus  der  vorstehenden  und 
der  ursprünglichen  Gleichung. 

Sucht  man  z.  B.  die  Curve,  deren  Bogen  s  mit  den  rechtwink- 
ligen Coordinaten  x  und  y  des  Endpunktes  durch  die  Gldchung 

s  =  V^2«y,  oder 

VT+y^dx  =  V2xy 
verbunden  ist,  so  lautet  die  Differentialgleichung: 

für  y  ^  xt  findet  sich  hieraus: 

»^— ^r=rT— •/-'-- yinrr* 

die  Gleichung  11)  wird  daher  im  vorliegenden  Falle: 

V"27—  1   „      ^    _.     .,      r      dt 


r 


ix=  f^^*  ,^L  d<=  c-ia-o-/* — ! 

^(1— 0V2<I  ^  '7(1  — 


oVü 


▼erschiedener  Grade.  507 

Hier  ist  die  noch  übrige  Integration  durch  Wegschafftuig  des  Wur- 
zelzeichens (i=:u*)  leicht  auszufahren  und  giebl: 

in  rechtwinkligen  Coordinaten  ist  daher  für  <  =  -^    die    Gleichung 

X 

der  Gurre: 

^    ~\VT+V7J   • 

wobei  6*^^=6  gesetzt  wurde.     Zur  Construction  der  Curve  wClrden 
übrigens  Polarcoordinaten  bequemer  sein. 

Für  ein  zweites  Beispiel  sei  s  =  Vmx*  +  ny',  also  durch  Dif- 
ferentiation 

V  mx^  -f- wy 
und  yermdge  der  Substitution  y  z=  xt 

^A7-py7_    fn  +  ntf/ 

Vw  +  ni» 
(m  +  ni«)  (1  +  s/>)  =  (m  +  n^yV- 
Diese  Gleichung  ist  in  jedem  Falle  leicht  auf  ^  oder  t  zu  reduoiren- 
am  einfachsten  wird  die  Sache  f ür  w  =  1,  man  findet  nämlich 

y  —  «  = r7= 

Km 

und  nach  Formel  16) 

V 


_     Vm        r      dt 
*~  Vm— 1  J  Vm  +  <« 


m—  1 

oder,  wenn  C  =:  la  gesetzt  wird,  wo  a  eine  neue  willkürliche  Ck>n- 
stante  beaeichnet 

»—1 


£ /y  +TAwag*  +  y*> 

a       \  05  y 

Ec  ist  übrigens  nicht  schwer,  die  Gleichung  auf  y  su  redndren;  ftr 
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m  =  I  s.  B.,  und  wenn  man  sur  Vereinfkchnng  f  a  an  dieStdle  Ton 
a  treten  läset,  hat  man 


8 


Vj^»  +  y%       J'=(j^-i)V^- 


§.  108. 
Die  singulären  Auflösungen  der  Differentialgleichungen. 

In  dem  Abschnitte  IL  des  vorigen  Paragraphen  begegneten  wir 
der  eigenthümlichen  Erscheinung,  dass  eine  Differentialgleichung  zwei 
Auflösungen  zuliess,  von  welchen  die  erste  eine  willkürliche  Constante 
enthielt,  die  zweite  nicht;  aus 

y  z=:  xif  — 


Vi  +  y « 
folgte  nämlich: 

^  aC  9  t  9 

y  —  i^x  —  -=====  mj^  ^^^jjj  a^  ^_  ^  =  o». 

Da  nun  das  erste  Integral  insofern  das  allgemeinere  ist,  als  es  eine 
willkürliche  Constante  C  besitzt,  so  sollte  man  erwarten,  dass  das 
zweite  Integral  für  irgend  einen  speciellen  Werth  von  C  aus  jenem 
herrorgehen  müsste;  dies  ist  aber  nicht  der  Fall  und  man  muss  da- 
her die  zweite  Auflösung  als  eine  in  ihrer  Art  einzig  dastehende  be- 
trachten. Wie  nun  eine  solche  besondere  oder  singulare  Auflösung 
einer  Differentialgleichung  mit  dem  allgemeinen  Integrale  zusammen- 
hängt, wird  aus  folgenden  Bemerkungen  erhellen,  die  wir  an  die  geo- 
metrischen Betrachtungen  in  §.  29  knüpfen. 
L  Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

i)  /(a?.y,y)  =  o, 

und  ihr  allgemeines  Integral  möge  als  bekannt  vorausgesetzt  werden, 

nämlich 

2)  F(x,y,CI)  =  0; 

man  kann  sich  dann  die  letztere  Gleichung  als  Gleichung  deijenigen 
Curve  denken,  von  welcher  jeder  Punkt  die  durch  Nro.  1)  bestimmte 
Eigenschaft  besitzt.  Die  Gleichung  3)  charakterisirt  aber  nicht  eine 
einzelne  Curve,  sondern  vielmehr  eine  ganze  Schaar  von  Gnrven« 
welche  dadurch  entstehen,  dass  man  der  wilOcüriichen  Constanten  C 
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alle  möglichen  Werthe  giebt.    Zwei  aufeinander  folgende  individuelle 
Curven  dieser  Art  lassen  sich  durch  die  beiden  Gleichungen 

oder  auch  durch  die  daraus  folgenden  Oleichungen 
3)  F(x,  y,  h)  =  0.    ^j^  =  0 

darstellen,  und  es  hat  nun  jeder  Punkt  der  einen  sowohl  als  der  an- 
deren Curve  die  Eigenschaft  1).  Dieselbe  Eigenschaft  kommt  auch 
dem  Durchschnitte  beider  Nachbarcurven  zu,  falls  ein  solcher  existirt; 
sie  gilt  endlich  auch  fttr  die  aufeinander  folgenden  Durchschnitte 
je  zweier  Nachbarcurven,  welche  entstehen,  wenn  man  dem  h  alle 
möglichen  Werthe  giebt  Nach  §.  29  heisst  dies:  wenn  der  Glei- 
chung 1)  die  Curve  F(x,y,k)  =  0  genagt,  so  genügt  jener  Glei- 
chung auch  die  einhüllende  Curve,  welche  der  stetigen  Aende- 
rung  des  k  entspricht.  Ausser  dem  allgemeinen  Integral  erhält  man 
also  noch  ein  singuläres,  wenn  man  ib  aus  den  Gleichungen  3) ,  oder 
C  aus  den  Gleichungen 

4)  ^(^.,.0=0.  ^i:|^=o 

eliminirt.  Selbstverständlich  braucht  eine  solche  singulare  Lötung 
nicht  noth wendig  zu  ezistiren ;  sie  wird  fehlen»  wenn  jene  Schaar  von 
Curven  keine  Einhüllende  besitzt 

Die  vorige  Regel  zur  Aufsuchung  des  singulSren  Iptegrales 
l&sst  sich  auch  rein  analytisch  auf  folgende  Weise  begründen.  Um 
die  Riehtigkeit  der  Gleichung  2)  zu  prüfen,  würde  man  letztere 
differenziren  and  nachher  aus  den  Gleichungen 

5)  F=0  und  —  =  —  +^^  =  0 

dx        dz        dy  dx 

die  willkürliche  Constante  C  eliminiren,  weil  G  nicht  in  Nro.  1)  vor- 
kommt. Diese  Elimination  geschieht  am  natürlichsten  so,  dass  man 
die  Gleichung  jP  =  0  nach  C  auflöst  und  den  gefundenen  Werth  in 
die  zweite  Gleichung  einsetzt  Bei  der  Auflösung  von  F  ==  0  er- 
scheint aber  ein  Resultat  von  der  Form  C7  =  9  (a?,  y)  und  daher  ist 
im  Allgemeinen  C  als  Function  von  x  und  y  anzusehen  ;  beachtet  man 
dies  bei  der  Differentiation  der  Gleichung  f  =:  0,  so  hat  man  voll- 
ständiger 

^^  dx~  dx^  dy  dx  "^  dC  dx' 

Die  Elimination  von  (7  aus  F  =  0  und  Nro.  6)  kann  aber  nur  dann 
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tu  demselben  Resultate  (Nr.  1)  fUiren  -wie  die  Elimination  Ton  C 
aas  den  Gleichoogen  5),  wenn  die  Gleichung  6)  mit  der  iweites 
Gleichung  in  5)  übereinstimmt,  d.  h.  wenn 

dF    dC       ^ 

dC 
ist     Daza  gehört  entweder  -r-  =  0  d.h.  C=  C<mst.t  wodurch  man 

dx 
auf  das  Integral  2)  aurückkommti  oder 

und  wenn  sich  hieraus  fflr  C  eine  Function  von  X  und  y  findet,  so 
giebt  deren  Substitution  in  F  =  0  eine  neue  Gleichung,  welche  ohne 
willkürliche  Constante  der  Gleichung  1)  genügt,  also  deren  singuläres 
Integral  ist.  Diese  Bemerkungen  lassen  gleichzeitig  erkennen,  dass 
eine  Differentialgleichung  nicht  mehr  als  zwei  Integrale  haben  kann, 
von  denen  eines  das  allgemeine,  und  das  andere  das  singul&re  ist. 

Als  Beispiel  diene  folgende  Aufgabe.  Man  sucht  eine  krumme 
Linie,  deren  Normale  die  mittlere  geometnsohe  Proportionale  ist 
zwischen  dem  Stücke,  welches  sie  selbst  von  der  Absdssenachse  ab- 
schneidet, und  zwischen  einer  gegebenen  Geraden  a.  Die  Differential- 
gleichung der  Curve  lautet: 

8)  yVr+yi  =  Vaix  +  yyr, 

zu  ihrer  Integration  empfiehlt  sich  das  im  vorigen  Paragraphen  unter 
Nro  n.  beschriebene  Verfahren  und  zwar  ist  ee  am  yortheilhaftesten, 
auf  X  zu  reduciren,  weil  die  Entwickelung  von  y  eine  quadratische 
Gleichung  geben  würde.    Man  hat  nun 

und  hieraus  folgt  durch  Differentiation,  indem  man  von  den  Glei- 
chungen 

dx       ^'         dx~^  dy 
Gebrauch  macht, 

(ayy - a)  j yy  ^  -f  (1  +  •»){ =0. 

Diese  Gleichung  zerföUt  in  die  zwei  nachstehenden: 
10)  y»*^-  -(!+•*).         2yy'  =  «, 
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welche  durch  TreDnang  der  Tariabelen  integrirt  werden  können.  Die 
erste  Gleichung  giebt 

J  'TTT*~J  J' 

oder  |?(1  +y*)  =  —  Zy4-  ConsL,  i.  L  wenn  Con^  =  Ik  gesetzt 
wird, 

y  y 

das  Integral  iat  demnach,  wenn  die  voratehenden  Werthe  in  die 
Gleichung  9)  substituirt  werden, 

oder  für  jk>  =  ac,  wo  nun  c  die  willkürliche  Gonstante  bezeichnet, 

11)  (Ä~c)«  +  y«  =  ac. 

Die  sweite  Gleichung  in  Nro  10)  liefert  ^  =  — ,   und  durch  Snb- 

BÜtution  in  Nr.-  9) 

12)  y«  —  a«  =  Ja«. 

nier  iat  das  erste  Integral  allgemein,  das  sweite  ein  singul&rea,  wel- 
ches man  nach  der  angezeigten  Methode  aus  jenem  ableiten  kann,  in- 
dem man 

JP(rc,y  ,c)  =  (ä  —  c)«  +  y«  —  ac  =  0 
setzt  und  c  aus  dieser  Gleichung  und  der  folgenden 

— \   --^  =  —  2(a?—  c)  —  a  =  0 
Cc 

eliminirt;  die  letztere  Gleichung  giebt  c  =  a;-}-  |a,  und  in  die  vorige 
Gleichung  eingesetzt: 

|a«-f  y«  —  a{x+\a)  =  0, 

was  mit  Nro.  12)  übereinstimmt.  Geometrisch  bedeutet  die  Glei- 
chung 11)  eine  Schaar  von  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Ab- 
Bcissenachse  liegen  und  deren  Halbmesser  sich  in  der  Weise  findem, 
daas,  wenn  e  der  Abstand  eines  Centrums  vom  Coordinatenanüange 

ist,  yac  den  zugehörigen  Halbmesser  angiebt;  alle  diese  Kreise 
werden  von  der  durch  die  Gleichung  12)  charakterisirteu  Parabel  ein- 
gehüllt. 

II.  Im  Vorigen  haben  wir  immer  das  singulare  Integral  aus  dem 
allgemeinen  Integral  hergeleitet,  dagegen  wollen  wir  nun  zeigen,  wie 
dasselbe  unmittelbar  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung  1)  eni- 
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wickelt  werden  kann.  Der  Anschaulichkeit  wegen  betrachten  wir  die 
Sache  wieder  von  der  geometrischen  Seite. 

Wenn  überhaupt  eine  einhüllende  Curve  ezistiren  soll,  sornüasen 
die  beiden  Gurven,  welche  zwei  verschiedenen  Werthen  von  Cin  Nro.  2) 
entsprechen,  einander  schneiden;  jeder  Punkt  xy  auf  irgend  einer 
durch  das  allgemeine  Integral  bestimmten  Curve  lässt  sich  demnach 
gleichzeitig  als  Punkt  einer  anderen  Curve  derselben  Art  ansehen, 
welche  zu  einem  anderen  Werthe  von  C  gehört  Der  Winkel,  unter 
dem  sich  beide  Curven  schneiden,  ist  derselbe,  wie  der  Winkel  zwi- 
schen beiden  Tangenten;  es  müssen  also  am  Punkte  xy  wenigstens  zwei 
der  Lage  nach  verschiedene  Tangenten  vorhanden  sein,  d.  h.  es  mnss 
fanr=y  mindestens  zwei  verschiedene  Werthe  haben.  Letztere  braucht 
man  nicht  aus  dem  allgemeinen  Integrale  zu  berechnen,  man  findet  sie  di- 
rect  aus  der  gegebenen  DifferentialgleichuQg/(a;,y «yO  =  0,  indem  man 
diese  nach  y  auflöst  Die  vorige  Bemerkung  zeigt  nun  augenblicklich, 
dass  eine  singulare  Lösung  nur  dann  existiren  kann,  wenn  die  gegebene 
Differentialgleichung  wenigstens  vom  zweiten  Grade  ist  Nennen  vnr 

s/=9)(«,y),        |/  =  *(«,y),        jf'  =  x(i,y)t.  .  . 
oder  kurz  (Pfi^^X  etc.  die  Wurzeln  derselben,  so  haben  wir  nach  dem 
Fundamentalsatze  der  Theorie  algebraischer  Gleichungen 

durch  partielle  Differentiation  in  Beziehung  auf  $/  folgt  hieraus 

^  =  (y~*)(y'-;ö  •  •  •  +  (y'-9)ö/-z)  •  •  • 

+  (y  — 9)0/  — ♦) 1 

und  hier  verschwindet  die  rechte  Seite  weder  für  ^  =  g)  noch  für 
y'=r^  etc.,  falls  9>,  ^,  %  ^tc  von  einander  verschieden  sind.  Anders 
wird  die  Sache,  wenn  der  Punkt  Xff  auf  der  einhüllenden  Curve  liegt 
£r  gehört  dann  drei  Curven  an,  von  denen  zwei  den  Werthen  C  und 
(7  -f-  J  C  entsprechen,  und  deren  dritte  die  einhüllende  Curve  selber 
ist;  fOr  alle  drei  hat  f/  einen  und  denselben  Werth,  folglich  müssen 
wenigstens  zwei  der  Wurzeln  9>,  ^,  %  ®^  einander  gleich  werden. 
Für  if  '=fp  erhält  man  aber 

f=^{af^<pY(sf-%) 

^  =  ö/-9)[2(y-z)--  +  (!/-9)-  +  -] 

und  hier  verschwindet  die  rechte  Seite,  sobald  ^  =:  9  genommen 
wird.  Wenn  demnach  eine  singul&re  Auflösung  vorhanden  sein  soll, 
so  müssen  die  Gleichungen 

fK^fP^tf)  =  0,  g^T =  0 
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«uammen  best^ien,  and  daraus  ergiebt  sich  das  gesuchte  Bingol&re 
btegral  durch  Elimination  von  ^. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  die  Differentialgleichung 


yy'(j-yy')  =  a«; 


deren  geometrischer  Sinn  leicht  zu  sehen  ist  Nach  dem  gewöhnlichen 
Verfahren  würde  man  dieeelbe.  mittelst  der  Substitution  ^'  =  jer 
homogen  machen  und  als  allgemeines  Integral  finden 

^  —  -  =  1 
ac        c*         * 

woraus  als  singulfires  Integral  folgt 

y4  —  4  a«Ä». 

Will  man  dagegen  das  letztere  allein  habeui  so  eliminirt  man  y  aus 
den  beiden  Gleichungen 


nnd  erh&lt  wie  oben  y^  =  4a^x\ 


M=y(v-j)=^ 


§.  109. 
Integration  durch  Versuche. 

Die  bisher  auseinandergesetzten  Methoden  zur  Integration  der 
Differentialgleichungen  zeichnen  sich  dadurch  aus,  dass  sie  der  Will- 
kür nichts  überlassen  und  wenigstens  in  vielen  Fällen  mit  Sicherheit 
zum  allgemeinen  und  dem  etwaigen  singulären  Integrale  fuhren. 
Will  aber  die  Integration  einer  Differentialgleichung  trotz  der  An- 
wendung aller  bisherigen  Mittel  nicht  gelingen,  so  muss  man  zu  an- 
deren Methoden  greifen,  deren  gemeinschaftlicher  Charakter  darin  be- 
steht, dass  die  Integralgleichung  hypothetisch  angenommen  und  ver- 
sucht wird,  ob  sie  der  Differentialgleichung  genügt.  Hauptsache^ 
dabei  ist,  die  richtige  Form  des  Integrales  zu  treffen,  und  man  wird 
sich  bei  dieser  Wahl  am  besten  durch  Analogieen  leiten  lassen,  in- 
dem maa  die  Differentialgleichung  mit  solchen  Differentialgleichungen 
vergleicht,  die  von  ähnlicher  Form  und  deren  Integrale  bekannt  sind; 

SebUmiUh,  AniOjiis.  I.  33 
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68  ist  dann  immer  su  erwarten,  dass  auch  das  Integral  nngefthr  die> 
selbe  Form  haben  werde,  wie  jenes  bekannte  Integral. 

Dieses  indirecte  Verfahren  ist  a.  B.  anwendbar  auf  die  Diffe- 
rentialgleichung : 

1)  ^^  ,  ^V  _  0 

in  welcher  zwar  die  Yariabelen  gesondert  sind,  die  Integration  aber 
gleichwohl  umständlich  werden  würde,  um  eine  Andeutung  flber 
die  Form  des  Integrales  su  erhalten,  betrachten  wir  vorerst  den  spe- 
ciellen  Fall : 

dx 
2) 


Vi  —  «*       V  1  —  y» 
hier  ist  die  Integration  sehr  leicht  und  giebt 

3)  arcsinx  -f-  arcsiny  =  Const. 

Die  Gleichung  scheint  von  transcendenter  Form  zu  sein,  ist  es  aber  in 
der  That  nicht;  die  Summe  zweier  Bögen  macht  n&mlich  wieder 
einen  Bogen  aus,  und  ist  fi  dessen  Sinus,  so  kann  Const.  =  arcsmfi 
gesetzt  werden ,  wo  fi  die  neue  wiUkärliche  Gonstante  bezeichnet 
Statt  der  Oleichnng  aresin  x  -f-  arc^  y  =  aresm  f»  Ifisat  sich 
schreiben 

sin(are8fnrp  +  arcsiny)  =  fi, 
wo  man  linker  Hand  die  bekannte  Formel   flQr  sin  (« -|-  r)  in  An- 
wendung bringen  und  die  Gleichungen  sinu  =  ^,  co8a  =  V  1  — «'. 
sinv  =  y^  casv  z=  Vi  —  y*  berücksichtigen  muss.    Das  gesuchte 
Integral  ist  demnach 

4)  «V  1  —  y«  +  y  V'l  —  ««  =  f*. 

Will  man  es  in  rationaler  Form,  wenigstens  in  Beziehung  auf  x  und 
y,  dargestellt  sehen,  so  kann  dies  durch  folgende  kleine  Rechnung 
bewerksteUigt  werden;  es  ist: 

^«  =  a:«  +  j^»  —  2x^y^  +  2xy  Vi  —  «»  V l  —  y\ 

5)  ^1  _  (flpi  +  y»)  =  2xy  {V  1  -  X»  VT^^^  -  xy}. 
Femer  hat  man  aus  der  ersten  Gleichung: 

1  —  fi«  =  (l— ««)(1— y2)-.2«yVl  —«»Vi  — y»  +  «Vi 
wo  die  rechte  Seite  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  daher: 

Vi  — /A»  =  Vi  —  ««  Vi  —  y»—  «y. 
Durch  Substitution  dieses  Ausdruckes  in  die  Qleiehung  0)  wird  leta- 
lere rational,  nftmlich: 
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«*  +  y'  +  2V1  —  fi«a?y  —  fi«  =  0, 
oder  för  fi*  =  Y 

ß)  ^C^^  +  y*)  +  2V"A(A-l)a?y  —1  =  0. 

Das  Integral  der  Differentialgleichung  2)  ist  demnach  eine  in  Be* 
siehcmg  auf  x  und  p  rationale  und  symmetrische  Function  zweiten 
Grades. 

Kehren  wir  nun  su  der  allgemeineren  Gleichung  1)  zurück,  so 
liegt  die  Vermuthung  nahe,  dass  ihr  Integral  eine  symmetrische 
Function  vierten  Grades  sein  werde,  also  von  der  Form: 
7)  f(x,y)  =  ^»V  +  B(x^  +  y«)  +  2  Cojy  -  1  =  0, 
worin  die  Coeflicienten  Ä^  B,  G  vor  der  Hand  noch  unbestimmt 
bleiben  mögen«  Um  zu  versuchen,  ob  die  vorstehende  Form  der 
Difierentialgleichun^ genügt,  geben  wir/(a;,y)  die  beiden  Gestalten: 
f=(Äp^  +  B)x^  +  2Cy.z  +  {By^  —  1)  =  Tä»  +  2  Ti a?  +  F,. 

/=(4aJ«  +  -B)y»+2Cfa;.y  +  (jBfl:«  — l)  =  Xy»  +  2Xiy  +  ^«. 
worin  y,  Fl,  Fs,  X,  Xi,  Xt  zur  Abkürzung  dienen,  und  entwickeln 
die  beiden  partiellen  Differentialqaotienten 

g  =  2(F«+F0,        |^  =  2(Zy  +  Z,).    ^ 

Substituiren  wir  sie  in  die  ans  der  Gleichung  f(x,y)  =  0  folgende 
Differentialgleich  ung 


so  wird 


oder 


ox  Of 


(Tx  +  r,)  dx  +  (Xy  +  Xi)dg  =  0, 


'**  iL-.=  o. 


®^  xy  +  Zi  "^  r«  +  r, 

Die  iweite  Form  /  =  Xy*  +  2  Xi  y  +  Xt  =:  0  giebt  ferner,  wenn 
man  sie  als  quadratische  G-Ieiohong  behandelt, 

Xy  +  .Xi  =  VXi»  -  XX, 
ebenao  die  erate  Form 

r«  4-  Ti  =  VTi*  -  TT, 
und  indem  man  diese  Werthe  in  Nro  8)  snbBtitairt,  erh&It  man 

'  Vx,»  —  XX,     V  r,"  —  rr, 

33i* 
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als  die  Differentialgleiobang,  welcher  die  in  Nro  7)  gemachte  Annahme 
genügt  Die^  GleichoDg  7)  würde  nun  das  Integral  der  urspröng« 
liehen  DüFerentialgleichung  sein,  wenn  die  Gleichungen  1)  and  9)  iden- 
tisch wären.  Vermöge  der  Werthe  von  X,  Xu  Xj,  T,  ri,  Yi  hat 
man  statt  Nro.  9)  zu  setzen 

dx  dy  _^ 

y  1  -\ B~  y    ^ B — y    "^^ 

woraus  durch  Vergleiohung  mit  der  Differentialgleichung 

10)  ^^ £f ==+__£l=_  =  o 

folgende  Bedingungen  hervorgehen: 

11)  A  —  B^  +  C^  =  Ba,    A  =  —  &. 

Hier  lassen  sich  zwei  der  Goefficienten  bestimmen ,  etwa  A  =  —  b, 

C  =  VJ5*  +  5«  +  &,  der  dritte  {B)  bleibt  unbestimmt  und  ist  die 
Integrationsconstante.  Diese  Untersuchung  zeigt,  dass  in  der  That 
die  Gleichung 

12)  Ax'^y^  +  JB(Ä«  +  y«)  +  2  Cxy  —1=0 

das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  10)  darstellt,  so- 
bald die  Goefficienten  A^  B^  C  den  in  11)  ausgesprochenen  Bedin- 
gungen genügen;  letztere  sind  auch  jederzeit  erfüllbar,  da  man  s.  B. 
B  immer  so  gross  wählen  kann,  dass  C  reell  wird. 

Ausser  der  obigen  rationalen  Form  ist  noch  die  irrationale  Form 
des  Integrales  von  Wichtigkeit;  man  erhält  sie  auf  folgendem  Wege. 
Sei  1  -^  ax"^  -f-  5^^  =  /(^),  so  hat  man  nach  dem  Früheren 

y  r  jD 

=  Vb  V7(^ 

oder  umgekehrt 

Vermöge  der  Werthe  von  X,  Xi ,  Y,  Yi  findet  man  hieraus  sehr 
leicht 

d.  1.,  wenn  man  nach  Nr.  12)  1  —  Ax'^y^  für  J?(«»  +  y>)  +  2  C  jcy 
schreibt. 
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oder  endUch,  weil  ^  ssr  —  h  und  B  eine  beliebige  Cronstante  wnr, 

1  —  hx^y^ 
Diese  Iniegralgleicbong  iet  för  die  Differentialgleicbung  10)  dasselbe, 
was  die  Gleichung  4)  in  Beziehung  auf  die  Differentialgleichung  2); 
in  der  That  werden  beide  füra=  —  1,^  =  0  identisch. 

Dasselbe  indirecte  Verfahren  der  Integration  durch  Versuche 
ist  auch  auf  die  allgemeinere  Differentialgleichung 

dx dp 

Vao+ai«+Ö2Ä*+a3««+a4a;<       V  ao+aj  y+o,  y^+ai  y^+üi  tf* ' 

und  auf  manche  ihr  ähnliche  anwendbar,  doch  werden  die  Entwicke- 
Inngen  zu  weitläufig,  als  das«  sie  hier  Platz  finden  könnten. 


§.  110. 
Integration  durdh  Beihen. 

Der  vorigen  Methode  insofern  Ahnlich,  als  sie  gleichfalls  auf 
Voraussetzungen  beruht,  ist  die  Integration  durch  Reihen;  sie  gründet 
sich  auf  die  einfache  Bemerkung,  dass  das  Integral  y  =  ip(jc)  einer 
Differentialgleichung  F(x^y,^  =  0  in  vielen  Fällen  eine  mittelst 
der  Theoreme  von  Taylor  oder  Mac  Laurin  in  Potenzenreihen 
verwandelbare  Function  sein  wird,  und  dass  es  daher  auch  möglich 
sein  musB,  von  der  Differentialgleichung  aus  zu  derselben  Reihe  zu 
gelangen.  Dies  geschieht  auf  folgende  Weise.  Dem  Theoreme  von 
Taylor  zufolge  ist,  wenn  überhaupt  eine  Reihe  fOr  ip  (x)  existirt, 

1)        y(a;)==y(^)  +  ^(«i,)*Il2>  +  <(a%)^^^*  + 


WO  Xq  einen  beliebigen  Specialwerth  von  x  bezeichnet.  Denken  wir 
uns  die  Differentialgleichung  F(x^y^ff)  auf  y'  =  q/{x)  reducirt,  in- 
dem wir 

•  =  9'(«)=/i(«.y) 
setzen,  so  führt  die  suecessive  Differentiation  dieser  Qleichung^u  Ana- 
drücken von  folgender  Form: 
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fOr  dp  =  0^  werden  diese  Oleichangen  bu 

2)        q>'(xo)  =/i(a^.M))»         SP^C^b)  =/>(«6iyo)  n.  ■•  w, 
in  welchen  p^  den  individuellen  Werth  def  y  beaeichnet,   der  dem 
Werthe  x  =  o^o  entspricht.     Dorch  Substitution  der  unter  Nro.  2) 
bemerkten  Ausdrücke  in  Nro«  1)  folgt  nun 

8)        »  =  y.  +  /i  (a\. . Jte)  *-=^  +/,  {xo  ,9o)  ^f^^' 

4-/»(*b.»i>)^-;^ +  ••••. 

und  wenn  die  Reihe  rechter  Hand  convergirt,  so  ist  die  AuflSsung 

Bul&ssig;  dagegen  würde  die  Divergenz  der  Reihe  ein  Zeichen  sein, 

dass  y  einer  Potenzenreihe  nicht  gleich  sein  kann. 
Die  gegebene  Dififerenzialgleichung  sei  &  B.  - 

4)  ip'(x)  =  3/  =  1  +  Ä(y  -  4 

so  liefert  die  sucoessive  Differentiation 

ip"(x)  =  y"  =  A(y  -  1)  =  A«öf-«), 
ip'''(x)  =  f'  =  X^(f/  -  1)  =  k^isf-^x) 

a.  8.  w. , 

und  fttp  «  =  an,,    y  =  yb> 

9'(«.)  =  1  +  A(j*-«b), 

9)'»(a%)  =  A«(y,  -av,) 
u.  8.  w.; 
mithin  ist  das  gesuchte  Integral: 

+    1.2.8    (*-**»)•+••••• 
oder  auch 

»  =  «  +  (y.-^)  ji  +  i^ +^!^=|5£  +  . . .]. 

Die  eingeklammerte  Reihe   convergirt  immer  und  Ifiast  sich  leicht 
Bummiren,  dies  giebt: 

y  =  «  +  ö^s  —  «b)  «*<*-•*>=  X  +  öf^)  — a^)e"»'»e^. 
d.  ii  wenn  der  oonstante  Faetor  mit  C  besexohnet  wiid, 
ö)  y  =  «  +  Oe*». 

was  man  auoh  direot  leicht  finden  könnte. 
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Statt  der  Taylor'Bchen  Reihe  benntat  man  häufig  den  Mao 
L  aar  in 'sehen  Satz  (d.  h.  man  setst  re^  =  0),  in  welchem  Falle  p 
die  Form  ^o  +  Äi»  -{-  Ä^x'^  -{-  etc.  erhftlt;  die  Coeffioienten  lassen 
sich  entweder  wie  vorhin  oder  kiirzer  dadurch  bestimmen,  dass  man 
die  für  jf  angenommene  Form  in  die  gegebene  Gleichung  substituirt 
und  wie  im  vorigen  Paragraphen  die  resultirende  Gleichung  zu  einer 
identischen  macht.     Sei  z.  B, 

die  gegebene  DifTerentialgleichnn^f  und  f{x)  eine  Function  von  der 
Form  00  -|~  ^  ^  4*  ^1  ^'  4*  etc.,  so  giebt  die  Annahme 

7)  y  =  A  -|-  Ai»  +  -4,««  -f-  AtX^  -|-  .  .  .  . 

statt  der  Gleichung  6)  die  folgende : 

liii  +  il«  +  (2^  +  2ÄAi)x-{- (3 ^  4-  2AAi  +  ili»)aj«  +  ... 

=       öo4"         ^*  "f"  flja;'   +••••, 

welche  offenbar  richtig  ist,  wenn  beiderseits  sfi^  x^^  x'^  u.  s.  w.  die- 
selben Coefficienten  besitzen;  man  findet  daraus  der  Reihe  nach: 

8)*     jii=ao  — -A«,    -A,  =  J(ai  — 2aoil  +  2wd«)u.  B.  w., 

d.  hi  die  Werthe  aller  Coefficienten  mit  Ausnahme  von  A^  welcher 
unbestimmt  bleibt  und  die  Integrationsconstante  ist. 

Das  obige  Verfahren  beruht  auf  der  stillschweigenden  Voraus- 
Setzung,  dass  die  der%Di£Perentialgleichung  F(x,y  ,^  =  0  genü- 
gende Function  ^  =  9  (^)  in  eine  Reihe  von  der  Form  A^  -\-  AiX 
4-  ilf  o;'  -f-  etc.  verwandelbar  sei ,  es  wird  daher  in  allen  den  FäUen 
unrichtig,  wo  jene  Voraussetzung  nicht  zutrifit  Die  Rechnung  zeigt 
dies  immer  von  selbst  an  und  nöthigt  dann  zu  einer  anderen  An« 
nähme.    Ist  s.  B. 

9)  y»  =  2  -  J 

X 

die  gegebene  auf  gewöhnlichem  Wege  leicht  integrable  Differential- 
gleidiong,  so  iQhrt  die  Supposition  y  ^=  An  -^  AiX  -{-  A^x^  -|-  eta 
lu  der  Gleichung 

Ai  +  2A^x  +  8  Jif ««  + 


• .  •  • 


X 


welche  nur  durch  die  Werthe  ilo  =  0»  ili  e=5  1,  ^i  =  As ••  ••  ss  0 
au  befriedigen  ist  Dies  giebt  y  =  dß,  d.  h.  dn  particulftres  In- 
tegral, weil  keine  willkürliche  Constante  vorkommt.    Um  dass  all* 


520         Gap.  XVII.  §.  HO.   Integration  durch  Reihen. 

gemeine  Integral  su  finden,  machen  wir  die  allgemeinere  YoranB- 
setsang 

10)  y  =  ilflrf*  +AiÄ^+i+il3«^  +  *+  ••••, 
welche  die  folgende  Gleichung  liefert: 

fiiia^-*+  (A  +  *l)  ^1^+-  (M+2)il,a^+»  H 

Dieser  kann  man  durch  fi  =  —  1  genügen;  sie  wird  dann: 
—  -  +  A,  +  2AiX  +  2A«*  H 

=  2  —  -; A^  —  ilaa;  —  il|X«  —  ••••, 

X^  X 

und  es  folgen  daraus  für  A^  A^,  A^  etc.  die  Werthe: 

Ai=0,      A,  =  1,      Aj  =  A^"  =  0^ 
wfthrend  A  unbestimmt  bleibt     Das  gesuchte  Integral  ist  demnach 

11)  y  =  i  +  «. 

Der  allgemeineren  Voraussetzung  10)  wird  man  sich  überhaupt 
in  vielen  der  Fälle  bedienen,  wo  die  erste  Form  der  Potenseni^ihe 
unrichtig  wird. 

Weiter  noch  reicht  man  oft  mit  der  Annahme,  dass  y  der  Quo- 
tient zweier  Reihen  Ton  der  Form  10)  sei,  und  es  kann  dabei  ein 
doppelter  Vortheil  gewonnen  werden*  Man  findet  n&mlich  h&ofig, 
dasB  eine  an  sich  ziemlich  einfache  Function  bei  der  Verwandlung  in 
eine  Reihe  sehr  zusammengesetzte  Coef&cienten  liefert,  w&hrend  sie, 
als  Quotient  zweier  Reihen  betrachtet,  viel  weniger  complicirt  er- 
scheint    So  sind  z.  B.  in  der  Gleichung 

ianx  =  AiX  -\'  Ä^x^  -f-  A^x^  +  •••• 

die  Grössen  Ai,  A9,  ii^, . .  •.  yon  sehr  verwickelter  Zusammensetzung, 
wfthrend  die  Coefificienten  in 

8inx       hiX  —  ^«'  +  65«*  —  ••• 

tanx  = =  — • — 

C08X        Oq  —  i^x^-^-a^x^  —  •••• 

nach  einem  Äusserst  einfachen  Gesetze  fortschreiten.  Dazu  kommt 
noch  der  wesentliche  Umstand,  dass  die  zweite  Form  von  tanx  för 
alle  dP,  die  erste  dagegen  nur  fär  solche x  gilt,  welche  zwischen — \x 
und  -f-  l^r  liegen.  Um  das  in  solchen  F&llen  eintretende  Ver- 
£shren  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  wollen  wir  die  Dtffereniaat 
gleichung 

12)  ^  +  yt  =  lx 
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behandehi,  welche  den  directen  Methoden  Trotz  hieten  und,  auf  die* 
selbe  Weise  wie  Nro.  6)  integrirt,  eine  Rdhe  von  nicht  abersehbarem 
Bildungsgesetse  liefern  würde.  Beseichnen  wir  mit  qp  (x)  und  ^  (v ) 
swei  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihen  und  setzen 

so  geht  die  Gleichung  12)  in  die  folgende  über 

9'(x)        9(xy—q>(x)if'(x)  _  . 

*(x)  ■*■  i,(x)^  -"""^ 

and  diese  wird  sehr  einfach,  wenn  wir  q>(x)  =  ^'(x)  setzen;  wir  er- 
halten nämlich: 

^^  =  kx  oder  *"(«)  =  Ixifix). 

Die  weitere  Annahme 

if(x)  ^=:  A^  +  AiX  +  ÄiX*  +  -^8 *•  4- ' •  •• 

giebt  nun  durch  Substitution  in  die  vorige  Oleiohung: 

1.2ii,  +  2.BÄaX  +  B.^Ä^x^  +  4.6A^x^  H 

=  A^Xx  +  AtXx^  +  A^Xx^  H , 

und  daraus  folgen  für  die  Coefficienten  die  Werthe: 

Ai  =  A^  =::  As  =  All  •••  =  Ö» 


2.3^*         -^  —  2.3.6.6'        ^        2.3.5.6.8.9' 
A.-     ^    A  A    -_i!_         vi    -  ^* 


3.4     *•        ^        3,4.6.7'  '"       3.4.6.7.9.10' 

welche  nach  einem  leicht  zu  erkennnenden  Gesetze  fortschreiten;  A^ 
und  Ax  bleiben  vor  der  Hand  noch  unbestimmt.  Führen  wir  zur 
Abkürzung  folgende  Beieiehnungen  ein: 

^2.8^2.3.6.6^2.3.5.6.8.9^ 


F= « +  ^  +  .-^^^ + ..::;,.  +•-. 


Xx^  A«a?y  A»ag^o 

3.4  "^  3.4.6.7  ■*■  3.4,6.7.9.10 

wo  XJ  und  F  die  Summen  Iweier  jederzeit  convergirender  Reihen 

sind,  so  haben  wir 

*(»)  =  i«or+  AxV 

i^{x)=A^xr  \  ÄiT 
und  der  Werth  Ton  y  =  9'(^)*l('(^)  =  lf^(^):i('(^)  i«^-' 
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_  A^V  ■{-  Air 

oder  endlicb,  wenn  der  Quotient  Äi :  A^  mit  C  beamdinet  wird, 

...  c  +  er 

Auf  die  allgemeinere  sogenaniiie  Riccati*Bche  GleichiiDg 
lissl  rieh  deaielbe  Yerfiihren  mit  gleichem  Natsen  anwenden. 


Gap.  XYIII. 

Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen  zwischen 

zwei  Variabelen* 

§.  111. 

DifTerentialgleiohungen  Bweiter  Ordnung;  einflaehBte  Formen. 

Eine  DiflPerentialgleichuDg  sweiter  Ordnung  zwischen  zwei  Ya- 
riabelen  x  und  |f  hat  im  Allgemeinen  die  Form : 

oder,  auf  den  zweiten  Differentialquotienten  reducirti 

«        s =/('•'•  s> 

and  ^e  Ai^gabe  ist  wie  früher,  y  als  Function  von  x  zu  bestimmen. 
Den  Sinn  dieses  Problemes  kann  man  sich  auf  ähnliche  Weise  yer- 
deutliehen,  wie  es  in  §.  103  bei  den  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  geschah.  Man  betrachte  nftmlioh  x  und  y  als  rechtwink- 
lige Coordinaten  eines  Curvenpunktes,  mithin  -r^  als    die  Tangente 

aX 

des  Winkels,  welchen  das  Cnrrenelement  ds  mit  der  Absoissenachse 

bildet,  und  beachte,  dass  mittelst  der  zweiten  Gleidiung  r-^  einen 

ax^ 

dff 
bestimmten  Werth  erhält,  sobald  o?,  y,  und  ^  gegeben  sind;  die 

Constmetion  der  fraglichen  Cunre  geschieht  dann  auf  folgende  Weise. 
Man  gehe  Ton  einrai  beliebigen  Punkte  x^  y^  aus,  wähle  den  ent- 

spreehenden  Werth  von  j^  ssz  y^  gleichHalls  willkürlich,  etwa  =  yQ^ 
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und  berechne  den  zugehörigen  WerÜ^von  —-5  =-  y",  welcher  j^" 

heisien  möge ;  ist  nun  y  z=  tp{x)  die  Oleichung  der  gesuchten  Gurre, 
80  gelten  für  unendlich  kleine  d  die  Beziehungen 


y(a?4-d)  —  tp{x)  _     ,    , 
* — j =  9>  («;, 

y(x+2d)  —  2y(a;  +  a)  +  y(a^_ 


<(^). 


oder 


9(0:+  d)  =  9(2;)  +  «9  W» 
9(a;  +  2d)  =  2  9)(»  +  a)  —  9(«) +  *'<(«) 
und  sie  dienen,  um  aus  tp{x)^  V'(^)f  9^'(^)  ^®^  Reihe  nach  9>(x^-d) 
und  9  (o?  -f-  2  d)  abzuleiten.  In  unserem  Falle  sind  (fSoc  x  =  x^  jene 
Werthe  in  der  That  bekannt,  man  kann  also,  von  dem  Punkte  x^fo 
ausgehend,  zwei  neue  unendlich  naheliegende  Punkte  Xiyi  und  x^yj 
bestimmen  und  zwar  sind  die  Abscissen  derselben: 

Xi  =  Xq  +  8,        x^  =  Xo  +  2d, 
und  die  Ordiuaten: 

yi  =  ^0  +  yoif     y«  =  —  yo  +  2yi  4-ys"*'- 

Betrachtet  man  jetzt  ^ys  als  neuen  Ausgangspunkt,  so  lassen  sich 
wiederum  zwei  neue  Punkte  o^ys,  x^y^  bestimmen  u.  s.  w.  Man  ei^ 
sieht  aus  dieser  Gonstruction,  dass  die  gegebene  Differentialgleichiing 
das  gemeinschaftliche  Merkmal  einer  unendlichen  Menge  von  gleich- 
urtigen  Curven  enthält ;  sie  bestimmt  jede  dieser  Cunren  yollstftndig, 
sobald  ein  Punkt  Xoy^  der  letzteren  und  die  Richtung  der  Tangente 
in  diesem  Punkte,  d.  h.  y^  gegeben  oder  willkfirlich  angenommen 
ist.  Im  Allgemeinen  bleiben  zwei  Grössen  in  der  Bestimmung  Ton 
y  beliebig,  d.  h.  das  allgemeine  Integral  einer  Differentialg^eiehiing 
zweiter  Ordnung  enthält  zwei  Integrationsconstanten.  Dies  ist  «och 
analytisch  leicht  einzusehen.  Eine  Gleichung  zwischen  x^  y,  y  ^  y' 
wfirde  durch  einmalige  Integration  zu  einer  Gleichung  zwischen  x,  y,  y^ 
d.  h.  zu  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  werden ,  welche 
nach  den  frOheren  Methoden  zu  integriren  ist;  auf  jeden  Fall  bedarf 
es  im  Ganzen  zweier  Integrationen,  deren  jede  eine  willkürliche  Cod* 
staute  mit  sieh  bringt,  und  demnach  muss  daa  gesuchte  y  reo  der 
Form  9>(a;,(7,Ci)  sein*).    Diese  Bemerkung    deutet  zugl^ch    den 


*)  Eine  Ausnahme  erleidet  die  obige  Behauptang  in  dem  FaUe, 
man  entweder  bei  der  ersten  oder  bei  der  «weiten  £titegration  statt  des 
allgemeinen  Integrals  das  singulare  Integral  nimmt.    In  jedem  qwäeWm 
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Weg  an,  der  bei  der  Integration  der  Differentialgleiclinngen  zweiter 
Ordnung  meistentheilfl  eingeacUagen  werden  musa,  wie  man  aua  den 
naehherigen  Beiapielen  aehen  wird. 

Wir  betrachten  zuerst  die  einfachsten  Formen  der  Differential- 
gleichung 2),  bei  welchen  zugleich  die  Integration  voUat&ndig  aua- 
flOhrbar  iat. 

Erste  Form.  Die  rechte  Seite  von  Nro  2)  enthalte  x  allein 
sei  kurz  f(x)  =  X,  mithin 

••'  ö=^ 

Die  Gleichung  ist  identisch  mit  —^  r=  X,  woraus 

folgt;  die  zweite  Integration  liefert  ebenso  leidht 

y  =  Jdx  jXdx  +  C»  +  Gl. 

Eine  bequemere  Form  erhält  das  Integral  durch  die  Bemerkung,  dasa 
bei  theilweiser  Integration 

I xXdx  =  X  fxdx  —  I dx  I Xdx 

iat,  mithin  das  Doppelintegral  als  Differenz  zweier  einfacheren  Aus- 
drucke angesehen  werden  kann;  dies  giebt: 

4)  y  =  x  fxd'x  —   CxXdx  +  Cx  +  d. 

Zweite  Form.    Der  zweite  Differentialquotient  von  y  sei  als 
Function  von  y  allein  gegeben,  nftmlich, 

Hier  kann  man  statt  der  linken  Seite  den  ^sdruck 

dx        dy   dx        dy 
eintreten  l|9!0Pi  ^uid  es  sind  in  der  nunmehrigen  Gleichung 


Falle  lassen  sich  die  so  entstehenden  lingalären  Integrale  der  Diffbrential- 
gleicbung  ohne  wesentliche  Schwierigkeit  entwickeln,  indem  man  bei 
der  betreffenden  Integration  die  Lehren  des  §.108  in  Anwendung  bringt; 
ebendeswegen  werden  wir  in  den  folgenden  Untersnchungen  den.  sin- 
gnlären  Integralen  keine  besondere  Aufmerksamkeit  mehr  widmen. 
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y  —:=  Y  oder  ydy  =  Tay 

die  Yariabelen  gesondert    Daa  erste  Integral  der  GleichaDg  6)  ist 
daher 

Jy  «  =  Cmst.  -hf^dy  oder  y  =V  C  +  2/Ydy. 

VermAge  des  Werthes  von  y  erk&It  man  daraus 


V  C  +  2/Ydif 
und  dnrcli  nochmalige  Integration 

6)  x  =  /*,,        ^^  +  C 

Ein  f&r  tpUere  Untenocbnngen  nicht  nnwichtigeB  Beispid  Inl* 
det  die  Differentialgleiohang 

Hier  ist  2/r4iy  =  k^y^  mitbin  das  voUstindige  Integral 

um  auf  y  zu  redueiren,  bilde  man  daraus  die  Oleicbnng: 

nnd  qnadrire  dieselbe;  man  findet  sehr  leicht 

y  =  j|e*(i^ci)_  cfg-*<i^^)^ 

d.  i.  wenn  man  zur  Abkürzung  die  constanten  Factoren 

setzt,  wo  nun  Ä  und  B  ebenso  willkOrliche  Constanten  wie  früher 
C  und  Ci  sind,  # 

8)  y  =  Ae^'  +  Äe-*'. 

Ist  dagegen  die  Di£Ferentialgleichung  gegeben 

9)  £^  =  -  *V. 
SO  erbau  man  2/Tdy  =  —  Ä*y*;  femer 

und  umgekehrt 
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Vc 

y  =  1^  «in»(«-Ci), 

oder,  wenn  man  auflöst  und  die  Comrtanten  ftndert« 

10)  y  z=z  Ai  coskx  +  B\  9inJ6X. 

Dieaea  Resultat  hätte  sieb  übrigens  ans  dem  vorigen  dadurch  herleiten 

lassen,  dass  man  Jt  V —  1  =  "ki  an  die  Stdle  von  h  treten  fiesa,  die 
Gleichung 

ei***  :=  cosJtx  ±  f atnib« 

benutate  und  suletat  A  -\-  B  =  Ai^iA^-B)  %  =^Bi  aetste^. 

Dritt«  Form.  Die  Differentialgleichnng  enthalte  nur  den 
ersten  und  zweiten  DifferentialquotienteB  der  Unbekannten^  es  sei 
also 

In  der  zweiten  Gestalt  sind  die  Variablen  leicht  au  trennen,  nämlich 


*)  Auf  das  oben  entwickelte  Integral  der  Differentialgleichung 

g  =  ay,  a  =  ±i» 

lässt  sich  das  der  folgenden  (nicht  rar  zweiten  Form  gehöroiden)  Glei- 
chung 

sm*üökf^ren«    Giebt  man  ihr  nämlich  die  Gestalt: 

y^'  z=z  ay  ■]-  hx  '\'  e 
and  differemdit  sweimal,  so  wird: 

Diese  Gleichung  summt  mit  der  ersten  überein  und  ihr  Integral  ist  bei 
podtiTen  a  =^  •\-  hh 

^'  =  Af^'  +  Br-*% 
und  bei  negatiTcn  a  zzx  —  h^i 

y^  SS  AiCO$hx  +  Bi Hnkx. 
Andererseits  folgt  aus  y"  =^  ay  +  hx  -^  e  umgekehrt: 

und  indem  man  den  Werth  Ton  y^*  substatnirt,  ergiebt  sich  y.  —  Wäre 
die  CUeichong  allgemeiner  y^  s=  ay  +  V'(^)»  >o  würde  dieser  Kunstgziff 
nichts  helfen,  sondern  ein  anderes  Verfahren  eintreten  müssen,  welches 
in  §.  118  auseinsndergesetct  ist 
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12)  d*=i^dso«=/^j4G 
Um  femer  y  su  finden,  hat  man 

13)  dy  =  rfds  =  y'^,  folglich  y  =  f^  +  Q. 

Die  Integralformeln  in  12)  und  13)  geben  z  und  y  anegedrUekt 
durch  die  dritte  Yariabele  ^;  eliminirt  man  diese  ans  beiden  Gl«- 
chungen,  so  bleibt  eine  Gleichung  zwischen  x^  y^  C,  Ci  übrig,  welche 
das  allgemeine  Integral  ist. 

Aof  eine  Gleichung  von  der  Form  11)  fahrt  z.B.  das  geometri- 
ache  Problem:  aus  einer  gegebenen  Relation  zwischen  dem  Krfim- 
mungshalbmesser.p  eines  Cunrenpunktes  xy  und  zwischen  dem  Winkel 
T,  welchen  dieser  Krämmongshalbmesser  mit  den  Ordinatenaehae 
bildet,  die  Gleichung  der  Garve  in  rechtwinkligen  Coordinaten  ab- 
suleiten.    Ist  nämlich  (f  =  F(t)   die  gegebene  Beziehung,  so  hat 

wegen  tant  =  y  und  p  =  (1  -^rtf^r*^ 

oder  umgekehrt: 

^        FXardan^* 
mithin  nach  den  Formeln  12)  und  13): 

Betrachtet  man  nicht  y,  sondern  ardanj^  =  r  als  unabhängige  Va> 
nabele,  setzt  also  ^  =  tonr,  so  gewinnen  die  obigen  Oleichnngeii 
die  symmetrische  Gestalt: 


(1  +  y")» 


('=/ 


H)  \         ^^ 

y  =  I  F(t)8inTdt  +  S, 

and  man  kann  am  Ende,  wenn  es  sonst  mdglioh  ist,  t  eliminiren. 
FOr  if  :=s  kaecT  s.  B.  ergiebt  sich  x  =s=  kt  -^  A,  y  =s  kltßct  -f* ^ 
oder: 
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fi  -^  B  =  klsee  — =: — 

als  Gleichung  der  gesuchten  Gurve. 

Eine  ähnliche  Aufgabe  ist:  die  Gleichung  einer  Gorve  in  recht- 
winkligen Coordinaten  zu  finden,  wenn  der  von  einem  festen  Punkte 
ab  gerechnete  Bogen  s  eine  gegebene  Function  des  Winkels  r  sein 
soll,  den  die  Tangente  am  Endpunkte  des  Bogens  mit  der  «-Achse 
einschliesst.     Aus  der  gegebenen  Gleichung  a  =  9(r)  folgt  hier 

mithin  ist  die  Sache  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe  wenn  man  F  durch 
9'  ersetzt,  nämlich 


15) 


x=  I  <p'(t)co8xdi  +  -4, 
y  =  /  ip'(t)8inTdt  +  Ä 


Beispielsweise  erhält  man  für  s  =:  ^k cos x: 

X  —  Ä  =:  k(2r  —  stn2r),    y  —  5  =  —  kc082t^ 

and  wenn  man  2  t  =  o},  x  —  Ä  =^  i,  B  —  y  =  ^  setzt,  so  lehren 
die  Formeln  7)  und  8)  auf  S.  95,  dass  die  gesuchte  Cnrve  eine  Cy- 
doide  mit  k  als  Halbmesser  des  erzeugenden  Kreises  ist 


§.  112. 
Fortsetzung  und  Schluss. 

Vierte  Form.    In  der  Differentialgleichung  mögen  nur  x, 

dy  d*v 

3-  und  -r-^  vorkommen,  sie  sei  also: 

dx  dx^ 

Oiebt  man  ihr  die  Gestalt 

so  enthält  sie  nur  die  beiden  Yariabelen  x  und  f/  und  ist  in  Bezie- 
hung auf  y^  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung;  man  findet 
daraus  $/  und  zwar  in  der  Form 

SohlOmilch,  Analjvit.  I.  «. . 
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3)  y'  =  -^  =  q>{x\  mithin  y  ^=  I  (pixjdx-}-  Const. 

Dieses  Verfahren  passt  z.  B.  auf  das  geometrische  Problem,  die 
Gurve  zu  finden,  in  welcher  der  Krümmungshalbmesser  eine  yorge- 
schriebene  Function  der  zugehörigen  Abscisse  ist,  etwa  g  =  ^*(x) 
Die  Differentialgleichung  lautet  hier: 

— -?? —  =  ww, 

oder,  auf  j/'  reducirt, 

dy^(i+y)i 

dx  ^  (x)    ' 

was  mit  Nro.  1)  übereinstimmt.  Die  Trennung  der  Variabelen  giebt 

*e?y'  dx 

(1  4-  2/2)1  ~  W) 
Durch  Integration  folgt  hieraus 

wo  X  zur  Abkürzung  eingeführt  ist;  man  hat  nan  weiter 


dx       Yl  —  (X  +  Q» 
also  bei  nochmaliger  Integration 

tf  =  /  -j —    — dx  +  Gl. 

So  liefert  z.  B.  9  =  —  folgende  Werthe: 


t/  Va:'  —  (Ca;  — a)« 


x'         ^~J  Yx'i  —  (Ca;  — a)' 

die  noch  übrige  Integration  ist  leicht  auszufahren  und  giebt  yerschie- 
dene  Gurven,  jenachdem  man  die  willkürliche  Constante  der  Einheit 
gleich,  oder  kleiner  oder  grösser  wählt  Im  ersten  Falle  erhält  man 
eine  algebraische  Curve,  nämlich 


y^l(x-2a)Y^^-^+  Ci 


im  zweiten  Falle  ist  die  Curve  logarithmischer  Natur,  im  letzten  Falle 
hängt  sie  yon  der  Function  aresin  ab. 
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Fanfte  Form,     Die  gegebene  Differentialgleichung  enthalte 

dy  d^y 
nur  tf ,  -r-,  -r-:  nach  dem  Schema 
dx  dx* 

Läset  man,  wie  es  schon  früher  geschah, 

dx        dy  dx        dy 

An  die  Stelle  von  y**  treteo,  so  nimmt  die  Gleichung  folgende  Ge* 
stalt  an: 

and  iet  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  den  bei- 
den Variabelen  y  und  ^ ;  man  findet  daraus 

6)  y'  =  ^  =  ,p(j,), 

mithin  bei  Trennung  der  Variabelen  und  Integration 

7)  x  =  f-^^  +  Const. 

Nach  dieser  Methode  lässt  sich  s.  £.  das  geometrische  Problem 
losen:  die  Curve  zu  finden,  in  welcher  der  Krümmungshalbmesser 
eine  gegebene  Function  der  zugehörigen  Ordinate  ist,  etwa  (  =  l(^  Q^). 
Die  Differentialgleichung  lautet  nämlich 

formell  übereinstimmend  mit  Nro.  '4).     Kaoh  dem  angeseigten  Ver- 
fahren wird 

^A^      __    Ay 
und  durch  Integration 

WO  Y  «ur  Abkürzung  dient     Der  Werth  von  \f  ist  jetzt 


.  _  \^1  -  (r+  Oy  ^  Ay 
^  ~         Y  +  C  Ax* 


+ 
mithin  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve: 
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+  C 


~J  Vi^ 


äff  +  Ol. 


(r+co« 

Das  Resultat  hat  mit  dem  der  Torigen  geometrischen  Aufgabe  viel 
Aehnlichkeit;  in  der  That  sind  beide  Probleme  nicht  wesentlich  ver- 
schieden,  da  man  nur  o;  mit  ^  und  entsprechend  X  mit  Y  zu  ver- 
tauschen braucht,  um  das  eine  aus  dem  anderen  abzuleiten. 

Als  zweite  geometrische  Anwendung  diene  die  Bestimmung  der 
Curven,  in  welchen  der  Krümmungshalbmesser  mit  der  zugehörigen 
Normale  in  gegebenem  constanten  VerhältniEse  steht*  Aus  der  ge- 
nannten Bedingung  folgt  unmittelbar,  wenn  1  :  (i  jenes  Verhilt- 
niss  ist, 

oder 

Die  Substitution  yf'  =  y'  -^  giebt  bei  Sonderung  der  Yariabelen 

y'^y'  _  ,,  dy 

TT7'~^  y' 

femer  durch  Integration,  wenn  die  Constante  mit  (ilh  beseidinet 
wird, 


endlich: 


Man  findet  mittelst  dieser  Formel  sehr  leicht,  däss  die  Curre  für  fi 
=  —  1  ein  Kreis,  f ar  ^  ±=:  -f  I  ein^  Kettenlinie,  für  p  =  —  \  eine 
Cycloide  und  für  fi  =  -f-  i  ^^^^  Parabel  ist. 

Das  Analogon  zur  vorigen  Aufgabe  bildet  die  Frage  nach  den- 
jenigen Curven,  bei  welchen  der  Krümmungsradius  in  oonztantem 
Yerhftltnisse  zur  Polamormale  (P  W  in  Fig.  26  auf  S.  102)  ztehl 
Bezeichnet  wieder  1 :  fi  das  gegebene  Verhaltniss«  so  ist  die  zu  ioie- 
grirende  Differentialgleichung 


-h  2r'«  —  rr' 


oder 
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rr^'  ^  (1  —  ^)r3  +  (2  —  fi)r'«. 
Die  Subfititution 

giebt 

57  =  0-*»)^  + (2 -F)-- 

Diese  Gleichung  ist  homogen;  wir  setzen  daher 

—  =  tt  oder  r'  ==  ra 

r 

woraus  folgt 

r  T-  =  (1  —  fi) 

Durch  Sonderung  der  Yariabelen  und  Integration  findet  sich 

1  +  t*«  =  Cr^-^f^ 
d.  i«  vermöge  des  Werthes  von  u 

-  +  h  Q' = o--'- 

Nach  wiederholter  Trennung  der  Yariabelen  und  Integration  folgt 

dr  ^ 


/: 


rVCr^-^f^  —  1 
worin  y  die  willkürliche  Constante  bedeutet  Mit  Hülfe  der  Substi- 
tution Cr^'^^M'  =  1  -|-  t;'  ist  die  angedeutete  Integration  leicht  auB- 
znführen ;  setzt  man  dabei  zur  Abkürzung  ft  —  1  =r  m,  so  erhält  man 

—  —  arctanv  =:  6  -^  y 
m 

und  schliesslich  als  Polargleichung  der  gesuchten  Curve 

f«  =:  a*»»  cosm  (ö  —  y), 

wobei  a^  für  C  geschrieben  wurde.     Im  Falle  ft  =  2  ist  die  Gurve 
ein  Kreis,  für  fi  =  3  eine  Lemniscate,  für  fi  r=:  |  eine  Cardioide. 

Als  letztes  Beispiel  für  dieses  Verfahren  diene  die  Behandlung 
der  Aufgabe:  die  Gleichung  der  Curve  zu  finden,  deren  Bögen  pro- 
portional den  an  die  Endpunkte  derselben  gelegten  Tangenten  sind« 
Rechnen  wir  den  Bogen  a  von  einem  Punkto  aus,  dessen  Absoisse  Xq 
ist,  und  bezeichnen  wir  mit  1 :  fi  das  Yerhältniss  des  Bogens  zur  Tan- 
gente, so  lautet  die  Bedingungsgleichung:  * 
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aus  ihr  folgt  durch  Differentiation  und  Reduction  auf  ^' 

und  mittelst  der  für  y'  angegebenen  Substitution 

dy       ^       *^'         y 
Die  Sondernog  der  Yariabelen  giebt  weiter 

und  die  Integration  dieser  Gleichung,  wenn  die  lutegrationsconstantc 
mit* —  (1  — fi)7&  bezeichnet  wird, 

oder: 

Der  Werth  von  y,  durch  y  ausgedrückt,  ist  demnach: 

_  y^"^  _  dy 

mithin  die  Gleichung  der  gesuchten  Curre: 


=AV(ir"- 


1  +  0. 


Die  Integrationsconstanten  a  und  b  bestimmen  sich  im  speciellen 
Falle  durch  die  zwei  Bedingungen,  dass  s=0  werden  muss,  wenn  % 
gleich  der  Absdsse  des  Bogenanfanges  genommen  wird,  und  dass 
die  Gurre  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  soll.  Die  Gleichung 
der  gesuchten  Gurre  ist  übrigens  für  ft  =  |  algebraisch  und  swar: 

in  allen  übrigen  Fftllen  aber  transcendent. 


§.  113. 
Bie  linearen  Differentlalglei6hungen  swalter  Ordnung. 

Unter  einer  linearen   Differentialgleichung  versteht    man  wie 
früher  eine  solche ,  in  der  iBowohl  y   als  die  Differentialquotienten 
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(lieber  Function  nur  in  der  ersten  Potenz  vorkommen^  demnach  ist 
die  Gleichung 

worin  Xi,  X;  und  X  als  Functionen  von  x  allein  angesehen  werden, 
(las  allgemeine  Schema  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung. 

Wir  betrachten  vorläufig  den  speciellen  Fair,  wo  X  =  0  ist; 
die  einfachere  Gleichung 

inag  dann  die  reducirte  Di£Perentialgleicfanng  heissen. 

Kennt  man   zwei  von   einander  verschiedene  particuläre  Inte- 
grale derselben,  etwa  jfi  nnd  jfj,  so  ist  fttr  diese  gleichzeitig 

und  wenn  man  die  erste  Gleichung  mit  einer  willkürlichon  Gonstan« 
ten  C|,  die  zweite  mit  einer  anderen  willkürlichen  Gonstanten  C^ 
roultiplicirt,  so  kann  man  die  Summe  beider  Producto  in  folgender 
Form  darstellen 

5S^ +  ^'  Ji 

Der  Vergleich  mit  Nro.  1)  zeigt,  dass  der  allgemeinere  Ausdruck 

2)  1J  =    CiVi    +    02^2 

cbenfallfl  die  Differentialgleichung  1)  befriedigt;  er  enthält  aber  zwei 
wiUkürliche  Gonstanten,  folglich  i^t  er  das  allgemeine  Integral  von 
Nro.  1).  Mit  anderen  Worten,  aus  zwei  von  einander  verschiedenen 
particulären  Integralen  der  reducirten  Differentialgleichung  lässt  sieh 
deren  allgemeines  Integral  nach  Formel  2)  zusammensetzen.  —  Diese 
Regel  verliert  ihre  Gültigkeit,  wenn  y-i  =  yi  ist;  dann  wird  nämlich 
jf  =  (d  +  C2)yi,  und  da  hier  Ci  -}"  Q  eine  einzige  willkürliche 
Constante  ausmacht,  so  hat  man  nur  ein  neues  particuläres  Integral. 
Wie  man  sich  in  solchen  Fällen  helfen  kani^,  werden  die  folgenden 
Beispiele  zeigen. 
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I.    Die  gegebene  Differentialgleichimg  sei 

Nach  Analogie  der  Gleichung  7)  in  §•  111  versuchen  wir,  ob  die 

Exponentialgrösse 

4)  y  =  c**, 

worin  A  einen  vorläufig  unbeBtimmten  oonstanten  Factor  bedeutet, 
der  Gleichung  3)  genügen  kann.  Die  Substitution  von  4)  in  3) 
giebt  nun 

und  diese  Gleichung  ist  für  jedes  x  richtig,  wenn  fiir  X  eine  Wurzel 
der  quadratischen  Gleichung 

Ö)  A«  +  aA  +  l)  =  0 

genommen  wird.  Bezeichnen  wir  die  beiden  Wurzeln  dieser  Glei> 
ohung  mit  Ai  und  A^,  so  haben  wir  zwei  particulare  Integrale 

welche  im  Allgemeinen  von  einander  verschieden  sind«  Das  allge- 
meine Integral  der  Differentialgleichung  3)  ist  daher 

j  Ai=i(-a4-ya»-45),    A,  =  i(- a^Va»-46). 

Um  den  Ausnahmefall  Ai  =  A^  zu  discutiren,  bezeichnen  wir 
die  Differenz  A3  **-  A^  mit  ff,  woraus  A9  =  Aj  -f-  ^  folgt,  und  haben 
unter  der  Benutzung  der  Exponentialreihe 

setze»  wir  scob 

Ci  +  ft  =  C,     QÄ=  C, 
oder,  was  auf  Dasselbe  hinauskommt, 

so  haben  wir  auch 

7)  y  =  e^*(0+  er«  +  }  OSx  + 1 C«»ä«  +  .-.). 

Für  ff  =  0  wird  Ai  =  A^  und  wenn  man  den  neuen  Constanten 

C  und  (Nirgend  welche  endliche  Werthe  beilegt,  so  werden  zwar  die 

früheren  Constanten  Ci  und  C^  unendlich  gross,  aber  dies  hindert 

die  Rechnung  nicht,  da  Ca  und  C3  jeden  beliebigen  Werth  haben 

können.     Aus  Nro.  7)  folgt  nun  für  ff  =  0 
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8)  y  =  cX,x(cr+(rx), 

and  dieses  Integral  der  Gleichung  3)  ist  allgemein. 

Wenn  die  quadratische  Hülfsgleichung  5)  zwei  complexe  Wurseln 
Ai  =  a  +  f /},    Ai  =  o  —  iß 
besitzt,  so  verwandelt  sich  die  Formel  6)  in 

y=  Ci€^* (eosßx  ■}-  isinßx)  -f-  Cie^*(co8ßx — isinßx)\ 
für  Ci  +  Ca  =  il  und  i(Gi  —  C^)  =  B  wird  hieraus 

9)  y  =  e^*(Äcosßx  -{-  Bsinßx), 

Damit  sind  alle  möglichen  Fälle  erledigt 
IL    Die  Differentialgleichung 

10)  ^^.£^    +    Ay=0 

^  dx^  ^  x  dx^  »'-^ 

lässt  sich  nach  einem  ähnlichen  Verfahren  integriren.     Setzt  man 
nämlich  yersuchsweis 

11)  y  =  Ä^. 
so  erhält  man 

und  diese  Gleichung  ist  allgemein  richtig,  wenn  fitr  fc  eine  Wurzel 
der  quadratischen  Gleichung 

12)  fi«  +  (a  — l)fi  +  6  =  0 

genommen  wird.     Nennen  wir  f4  und  fi)  diese  beiden  Wurzeln,  so 
sind  nach  Nro.  11) 

yi  =  as^i  und  yj  =  xf** 

zwei  particuläre  Integrale  der  Differentialgleichung  10),  mithin  ist 
das  allgemeine  Integral 

13)  y  =  CixH^  +  Ciaa"«. 

Um  den  Ausnahmefall  fti  =  f4  zu  erörtern,  setzen  wir  wie  frü- 
her iif  =  iii  -\-  d  und  erhalten 

y  =  aa"i(Ci  + Qe«^") 

=  iö"i[Ci  +  Q  +  C,dlx  +  |C| ««(!«)» +  •••] 

odeTi  wenn  neue  Constanten  C  und  Cf  mittelst  der  Gleichungen 

ri  n       ^     r  i? 

Li  —  o  —  -r-,    O2  —  -j 

eingeführt  werden, 

y  =  xMi[C+  Crix+\(?d(lx)*  +  '''l 
Für  d  ==  0  wird  f4  =  /I2  und 
14)  y  =  aa"i(0+C?««). 
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Sind  endlich  fi^  und  ^  complexe  Zahlen,  etwa 

f*i  =  «  +  «^.    <*«  =  «—  iß^ 
BO  geht  die  Gleichung  13)  über  in 

y=CiX^lcos(ßlx)'{'isin(ßlxy]  -|-  C2!Kf[co8(ßlx)'-isin(ßlx)l 

oder,  wenn  Ci  '\-  0%  =  A,  i(Clx —  C^)  =  ^  gesetzt  wii-d, 

15)  y  =  a"lÄC08(ßJx)  +  B$in(ßlx)l 

§.  114. 

Zusammenhang  zwischen  den  beiden  particulären 

Integralen. 

Wie  im  vorigen  Paragraphen  mögen  yi  und  y»  zwei  von  einan- 
der verschiedene  particuläre  Integrale  der  reducirten  DifFereutial- 
gleichung 

bezeichnen,  so  dass 

2)  y  =  CiPi  +  C^y^ 

das  allgemeine  Integral  von  1)  darstellt.  Da  'yi  und  ^2  eine  und 
dieselbe  Gleichung  1)  befriedigen,  so  lässt  sich  erwarten,  dass  zwi- 
schen yi  und  y^  ein  gewisser  Zusammenhang  stattfinden  wird;  man 
erkennt  ihn  auf  folgendem  Wege. 

Es  sei  Y  eine  bekannte  Function ,  welche  die  Differentialglei- 
chung befriedigt,  d.  h.  ein  particuläres  Integral  derselben,  so  kann 
man  sich  denken,  dass  das  andere  die  Form  Ye  habe,  wo  g  der  Quo- 
tient beider  Particularintegrale ,  mithin  eine  noch  unbekannte  Func- 
tion von  X  ist.  Die  Substitution  y  =  Ye  giebt  nun  statt  der  Glei- 
chung 1)  die  folgende 

_  d«ir    .    ^  dY  de    .    d^Y 


^  dx* 

^      dx  dx^ 

d«»  ' 

+  3:.(r 

dB       dY 
dx        dx 

•) 

+  x,r5  = 

=  0. 

oder  in 

anderer  Anordnung 

dU 
difl 

+  (x.r+2 

dT\de 
dx)  dx 

fd^Y 

■  +  ^'  d« 

+  x,r)*  = 

0; 

beiden  particularen  lutegraleD.  539 

nach  der  gemachten  YoraosBetzung  verschwindet  hier  der  Coefficient 
von  g  imd  es  bleibt,  wenn  der  Differentialquotient  von  g  mit  /  be- 
zeichnet wird, 

Diese  Differentialgleichung  kann  durch  Sondernog  der  Yariabelen 
leicht  integrirt  werden,  nämlich : 

Inf  =  —  21Y—   fxidx, 
femer  durch  Rückgang  auf  s^  und  g 

^  —  L  e-At-' 


g 


—  r^ 

~J  r« 


.-Ai<i- 


Setzt  man  nunmehr  T  und  Yg  an  die  Stelle  der  beiden  particularen 
Integrale  yi  und  y^  in  die  Formel  2),  so  ist 

3)  y  =  rjCi  +  C|/^c-A-«(. 

Das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  1)  lässt  sich  also 
jederzeit  entwickeln,  wenn  man  nur  eines  ihrer  particularen  Integrale 
anzugeben  weiss.  Zur  Aufsuchung  dieses  letzteren  giebt  es  zwar 
keine  allgemeine  Regel,  doch  aber  ein  Hülfsmittel,  nämlich  die  Sub- 
stitution von  Reihen,  deren  Anwendung  hier  ganz  dieselbe  ist,  wie 
bei  den  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

Beispiel  1.     Die  gegebene  Differentialgleichung  sei: 

*^  dx^  ^  X  dx  ^      ^         * 

und  behufs  der  Auffindung  eines  particularen  Integrales: 
y  =  Ao  +  ÄiX  +  Ä^x'^  +  Ä^x^  -|-  .  .  .  ., 

wodurch  man  statt  der  Gleichung  4)  die  folgende  erhält: 
^^  +  (6ii2  -h  ÄMe)  +  (12^  +  &«^i)« 

X 

+  (20-44  +  *' ^2)«»  +  ••••. 
au8  dieser  ergeben  sich  fOr  die  Coefficienten  folgende  Worthe: 

^,  =  0,    il«  =  -  ?,   ^s  =  0.    ^4  =  +     ** 


6  '   ^*  '       *  •    6.20* 


•  •  •  • 
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und  es  ist  daher  : 

^  =  ^M^ "  r:^  + 1.2.3.4.5  — )• 

Dieser  Ausdruck  läest  yermuthen,  daas 

Aq  sinkx       ,    .  -    ,       V        sinkx 

tf  =  —- . und  einfacher  Y  = 

^  *  Ä  X 

ein  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  sein  werde,  was 
sich  in  der  That  bestätigt^  wenn  man  F  für  ^  in  Nro.  4)  subetituirt 
Der  Formel  3)  zufolge  ist  nun  das  allgemeine  Integral: 

sinkx  { ^    .    ^     /'  x^dx 

y  = 


h+'^y^«-!- 


X 

sinkx  i^       ^  cotkx 

oder  endlich,  indem  man  (7s  =  —  C^k  setzt: 

^.  Cacoskx  +  Ci  sinkx 

5)  y  = 

Beispiel  2.     Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

6)  0-(*»  +  3)y  =  O. 

und  hypothetisch: 

y  =  il^  +  AiX  +  AoX*  -f  A^x*  4- 

Durch  Substitution  dieses  Werthes  bestimmen  sich  die  Coefficienten 
ÄftÄ^^A^  etc.  leicht,  Aq  und  Äi  bleiben  unbestimmt  und  man  hat: 

y  =  Aa\i  +lx*A ^^x^A ^ —  ««  +  ••••! 

y        -^  1^  T^i*  ^  2.3.4      ^2.4.6.6       ^        J 

+  Ä,  \x  +  lx^+  2^  «^  +  gTjTg  ^'  +  -f 

Dies  ist  schon  das  allgemeine  Integral  von  6),  aber  es  steht  insofern 
unter  einer  ungünstigen  Form,  als  man  das  Bildungsgesetz  der  Coef- 
ficienten  erster  Reihe  nicht  übersieht.  Die  zweite  Reihe  dagegen 
scheint  einfacher  gebildet  und  mit 

« j  1 + i(i*')  +  i7ä  ^*'^*  + "  •  •  *!  = '^^ 

identisch  zu  sein;  in  der  That  genügt  der  Ausdruck  xe*  der  Difft^ 
rentialgleichung  6)  und  kann  demnach  für  Y  genommen  werden ;  die 
Formel  3)  giebt  nun : 

7)  y  =  *eJ"J0i  + Ol /^  «-*•!• 
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8.  115. 
Die  Variation  der  Constaaten. 


Um  die  allgemeine  Differentialgleicliang 

zu  integriren,  gehen  wir  von  der  Yerrnnthang  aus,  dass  ihr  Integral 
von  ähnlicher  Form  sein  werde  wie  das  Integral  der  redadrten  Dif- 
ferentialgleichung 

wir  versuchen  daher,  ob  die  Gleichung  1)  durch  die  Annahme 

3)  y  =  «iyi  +  «jy« 

hefi-iedigt  wird ,  wenn  y\  und  y^  die  beiden  particulären  Integrale 
der  reducirten  Differentialgleichung  2)  und  Ui,  u^  zwei  unbekannte 
Functionen  von  x  bezeichnen. 
Aus  Nro.  3)  folgt  zunftchst 

dx~^  dx  '^  ^  d» 
dui  dttq 

dieser  Ausdruck  vereinfacht  sich,  wenn  «i  und  u^  der  Bedingung 

unterworfen  werden ;  es  bleibt  nämlich 

Wir  differenziren  diese  Gleichung  noch  einmal  und  subotituiren  die 
Werthe  von  y,  y'  und  y  in  die  Gleichung  1);  dadaroh  nimmt  letz- 
tere  diu  folgende  Form  an: 


dx    dx         dx    dx  *' 
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Der  Voraussetzung  nach  genügten  pi  und  y%  der  Differentialgleichung 
2),  daher  verschwinden  die  mit  Ui  und  u^  multiplicirten  Glieder,  und 
als  zweite  Bedingung  für  Ui  und  u^  bleibt 
5)  c?y,  dut        dy^  du^  _  ^ 

dx    dx         dx    dx 


Aus  den 

Gleichungen  4) 

dui 
dx 

dUi 

dx 

und  5)  findet  man: 
_            Xy, 

dy\ 

dyt 

dx 

dPi 
dx 

oder  kürzer,  wenn  man  den  Differentialquotienten  einer  gebrochenen 
Function  —  mit  1  —  I  bezeichnet. 


Q 
du\  X  du^  X 

Ix 


-fei'"';  4^1 

Durch  Integration  folgen  hieraus  die  Werthe  von  tf|  und  Uf^ 
nach  Formel  3)  endlich  ist 

^\  (  r  Xdx      ,    ^  )    ,         [   r  Xdx      ,    ^ 

das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  8). 

Beispiel  1.     Bildet  man  aus  der  Differentialgleichung 

^  dx^  ^  X  dx  ^       ^ 

zunächst  die  reducirte  Differentialgleichung 

welche  mit  der  unter  Nro.  4)  in  §.  114  betrachteten  identisch  ist, 
so  sind 

coskx      ,  sinlcx 

yi  =  — — -  und  ya  =  — -— 

X  X 

die  particnlftren  Integrale  der  letzteren;  die  Formel  6)  giebt  nun 
8)  y^^\c,^\fx^lcxdx\^^\c,^\fxcosl.sas\ 
als  allgemeines  Integral  von  Nro.  ?)• 
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Beispiel  2.     Die  gegebene  DifiTerentialglcichung  sei 

mithin  die  entsprechende  redncirte  Gleichung 

dx^        X  dx       x^ 

Als  particuläres  Integral  derselben  findet  man  x  und  als  allge- 
meines CiÄ  +  C2XIX,  mithin  ffi  =s  x^  y^  =  xlx  und  nach  For- 
mel 6) 

10)  y  =  x\Ci^  JxXlxdx]  +  xlx  ICi  4-  fxdx] 

als  allgemeines  Integral  der  Dififerentialgleiohung  9). 


§.  116. 
Homogene  Differentialgleichuiigen  zweiter  Ordnung. 

Eine   Differentialgleichung   zweiter  Ordnung   wird    homogen 
genannt,  wenn  sie  unter  der  Form 

enthalten  ist,  wobei  zur  Abkürzung 

gesetzt  werden  möge. 

Um  sie  zu  integriren,  benutzen  wir  die  Substitution 

3)  -  =  <  oder  y  =  xt 

X 

und  erbalten  zunächst  aus  Nr.  1)  mit  Rücksicht  auf  Nr.  2) 

4)  a  -  -^— 

Einerseits  ist  nun  durch  Differentiation  von  y  =:=  xi 

5)  dy  =  tdx  +  xdt, 

andererseits  hat  man  (nach  Nr.  2)  dy  =  pdx  mithin  durch  Ver- 
gleicbung  beider  Ausdrücke  von  dy 
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Femer  ergiebt  sich  ans  der  Gleichung  dp  =  gdx  durch  SabBtitation 
des  Werthes  von  q  ans  Nr.  4) 

ä,=EMa»    oder    ^=     '^ 


X  X        F(p,t) 

dx 
Die  Gleichsetznog  der  beiden  für  —  erhaltenen  Aosdrücke  f&hrt  sa 

X  .  , 

folgender,  zwischen  p  und  t  bestehender  Differentialgleichung 
7x  dp  _  F(p,t) 

die  man  auf  irgend  eine  Art  zn  integriren  suchen  muss.     Hierbei 
können  zwei  Fälle  unterschieden  werden. 

Wenn  man  durch  Integration  der  Differentialgleichung  7)  sa 
einem  Resultate  von  der  Form 

8)  1>=  9(0  d.i.  ^  =  9(0 

gelangt  ist,  so  hat  man  zufolge  des  in  Nr.  5)  angegebenen  Werthes 
von  dy 

<  +  «  1^  =  9(0; 

diese  neue  Differentialgleichung  giebt  durch  Integration 

worin  nach  ausgeführter  Integration  nur  noch  f  =  —  zu  setzen  ist 

Lässt  sich  das  Integral  der  Differentialgleichung  7)  nicht  in 
der  Form  8),  wohl  aber  in  der  umgekehrten  Form 

10)  t  =  tip) 

darstellen,  so  ist  nach  Nr.  6) 

dx        i^(p)dp        l        1  1  -  t'(p)] 


X        p  —  tip)        \p  —  *(p)        P  —  *(p) 
mithin  durch  Integration 


dp 


'(j) = /f^)  -•^-  ♦"»• 


woraus  X  als  Function  von  p,  etwa 
11)  Ü  =  X(P) 
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entipotnman  werden  kann.    Ferner  ist  y  =  fl$i  d.  )l 

12)  y^«*(p), 

und  wenn  nun  p  ans  den  Gleichungen  11)  und  12)  eliminirt  wird» 
80  ergiebt  sich  die  gesuchte  Integralgleichung» 

Als  beachtenswerth  ist  noch  der  specielle  Fall  herronuhebeUi 
wo  die  Gleichung  1)  die  Form  hat 

">     T-s-/(f:Ä)«^'«-K?)- 

Die  Differentialgleichung  7)   wird   dann   homogen  und  l&sst  sidl 
mittelst  der  gewöhnlichen  Substitution 

•^  =  1»  oder  p  =  ^1« 

integriren.     Man  erh&lt  sunftchst 

dt  _    (tf  —  \)du 

<  ~/(t«)+tt  —  «• 

.      .  ♦  y 

und  durch  Integration  und  Substitution  von  i  =  — 

»)         "(9 = " + /Ä^f^.- 

Filier  ist  nach  Nr.  6)  und  dem  Yorigen 

1  (ii  —  l)du 


dx 

1 

dt 

X 

P 

1 

t 

i 

f#— 1     /(u)  +.  M  —  «« 


und  durch  Integration 

15)  lx  =  A-\-  Cttt^ i- 

Addirt  man  hierzu  die  Gleichung  14),  so  folgt 

16)  z,  =  ^  +  h/:  7  ^^'"  ,; 

J  /(«)  +  t«  —  tt« 

die  beiden  letzten  Gleichungen,  aus  denen  möglicherweise  u  eliminirt 
werden  kann,  enthalten  die  Tollst&ndige  Lösung  der  Aufgabe. 

Beispiel  1.     Die  Differentialgleichung  sei 

")      'B=«©*-ig+(ä)' 

oder 

a««  — «p  +  p« 

«fl  = 1 ; 

BohlOmileh,  Analy«!«.  L  35 
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der  Gleichung  7)  entaprioht  dann  die  homogene  Differentialglaidiung 

.,  -f+(f)' 

dt-        p_  • 

1 

ab  deren  Integral  rieh  ergiebt 

p  =  t  +  tVC  +  2aU. 

Nach  Nr.  9)  ist  nun 

dt  VO  4-  2aU 


l 


O-fj 


VC+  2alt  .« 

oder  zufolge  des  Werthes  von  t  und  für  Zc  =  —  Oi 

führt  man  statt  der  GonBtanten  C  und  Oi  swei  neue  Constanten  A 
und  P  ein  mittelst  der  Gleichongen 

^=-^ — ^  =  Ä,   Ci«-i  =  ir, 

80  erhj&lt  man  als  Integral  von  Kr.  17) 

18)  ly  =  Ä  +  Blx  +  |«G«)». 

Beispiel  2.    Der  Differentialgleichang  17)  ähnlich  aber  etwma 
allgemeiner  ist  die  folgende 

deren  Integration  genau  in  derselben  Weise  bewirkt  werden  kaan 
Im  Fall  ß  -^  l  von  Nnll  verschieden  ist,  erhält  man 

20)  ly  =  Ä  +  Bx'^ß  -  :r^  Ix,  /»  J  -  1. 

für  /}  =  —  1  dagegen  kommt  man  auf  das  vorige  Beispiel  lurück. 
Beispiel  3.     Handelt  es  sich  um  die  Integration  der  Differen- 
tialgleichung 

worin  y  ^  1  s^ii^  niöge,  so  hat  man  die  dreiF&lle  in  unterscheiden, 
ob  der  Ausdruck 

«(1  -  y)  +  i(i  +  Ä* 

positiv,  Nnll  oder  negativ  ist.     Im  ersten  Falle  sei  lur  AbkünuD^ 
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als  Integral  Ton  Nr.  21)  ergiebt  sich  dann 

22)  y  =  x^^''^^(Äa^  +  5«-^. 
Im  aweiten  Falle  findet  man 

23)  y  =  x^^'^^iÄ  +  Blx%  A  =±  0. 
Im  dritten  Falle  sei  zur  Abkürzang 

,i=ya(y-l)-l(l  +/J)t| 
das  Integral  von  Nr.  21)  ist  dann  folgendes 

24)  y  =  x^^'^^  [äcobQiIx)  +  BsinQilx)]* 

§.  117. 
Kichtlineare  Differentidigleichiingen  sweiter  Ordnung. 

Wenn  eine  Di£ferentialgleichnng  zweiter  Ordnung  weder  linear 
ist«  noch  zu  den  in  den  §§•  111,  112,-114  und  116  betrachteten 
Gleichangsformen  gehört,  so  hat  man  nur  wenig  Mittel  zn  ihrer 
Integration.  Das  nächstliegende  ist  offenbar,  durch  Substitution 
neuer  Yariabelen  eine  der  firüheren  Formen  herbeizuführen;  um  abe^ 
zahlreicher  Versuche  überhoben  zu  sein  und  eine  möglichst  vortheil- 
hafte  Substitution  rasch  zu  finden,  kann  man  sich  der  Methode  der 
Variation  der  Constanten  bedienen.  Letztere  besteht  immer  darin, 
dass  man  die  Differentialgleichung  vorerst  durch  Weglassung  eines 
ihrer  Glieder  vereinfacht,  diese  specialisirte  Differentialgleichung 
integrirt  und  nun  dem  Integrale  der  allgemeinen  Differentialgleichung 
dieselbe  Form  giebt,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  man  die  Grössen, 
welche  in  dem  Integrale  der  ^ecialisirten  Differentialgleichung  als 
willkürliche  üonstanten  figurirten,  als  unbekannte  Functionen  der 
unabhängigen  Variabelen  ansieht  Eine  Anwendung  dieses  Ver- 
fahrens ist  folgende«    Die  gegebene  Differentialgleichung  sei 

>)  Ö  +  ^Ä +  '('-!)*=''• 

worin  X  und  Y  Functionen  von  x  und  y  allein  bezeichnen  mögen. 
Wäre  die  Differentialgleichung  einfacher 

so  würde  die  Integration  sehr  leicht  sein,  man  fände-  nämlich 

36* 
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worans  y  Bolbst  leicht  henuleiten  ist.  Yenuehen  wir  Dun,  ob  der  Diffe- 
rentialgleichang  genügt  werden  kann,  wenn  man  für  y' einen  Ausdroek 
von  derselben  Form  setst,  aber  an  die  Stelle  der  Integrationseonttante 
C  eine  nene  Function  §  von  x  treten  l&sst.  Mittelst  der  Substitationeii 

»)      H = "-'"■•  8 = (s  -  *')  •■^- 

verwandelt  sich  die  Gleichnng  1)  in  die  folgende 

^'    I     TT  •  — /xrf*         ^ 

di  +  ^"*      =°' 

oder,  indem  man  beachtet,  dass  die  Besiehongea 

dß dz  dy         —fzdx dy 

.    dx       dy* dx'  dx 

stattfinden, 

Da  im  Allgemeinen  ^  von  Null  verschieden  ist,  |o  musa  der 
Inhalt  der  Parenthese  gleich  Null  sein.  Dies  giebt  eine  Differ«»- 
tialgleicfaung,  deren  Integral  ist 

femer  wird  durch  Substitution  in  Nro.  2): 

hier  sind  die  Variabelen  nochmals  trennbar  und  man  gelangt  ao  sa 
dem  allgemeinen  Integrale: 

Als  geometrisches  Beispiel  diene  die  Aufgabe:  die  Gurve  au  fin- 
den, in  welcher  die  von  einer  gegebenen  Ordinate  ab  gerechnete 
Fläche  U  in  constantem  Yerhftltnisse  au  dem  Recktedce  steht,  doopcii 
eine  Seite  die  letzte  Ordinate  y  der  Flache  17,  und  dessen  aade^ 
Seite  das  harmonische  Mittel  aus  der  Absdsse  x  und  der  Subtan- 
gente  t  ist  Bexeichnen  wir  mit  ff  :  1  das  g^bene  Yerhältni«,  ao 
lautet  die  Bedingung: 

A\  TT  ^^^ 

man  hat  aber,  wenn  a  die  Abscisse  derjenigen  Ordinate  bedmftei 
von  welcher  ab  die  Fl&che  17  gerechnet  wird:    ' 


U=Jyix,   y*5j, 
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ferner  für  die  Subtangente 

'  '  dx       dx  '  dx*  * 
nach  Substitntion  der  för  y  nnd  i  aDgegebenen  Werthe  und  bei  ge- 
höriger Aoordanng  erhalt  die  Gleichnng  4)  die  folgende  Form: 


_     ,dp_dU  d^U 


dx*  ^  X  dx         TJ  \dx)  ~    • 


welche  mit  der  Gleichung  1)  übereinstimmt,  wenn  man  sieh  {7  filr  ^ 
geschrieben  denkt     Nach  Formel  3)  wird  nun 

dV 


s 


jjnf,  =  0,?»  +  C,, 


wo  die  Fälle  ji  =  \  und  f^^$  zu  unterscheiden  sind.    Der  erste 
Fall  giebt 

femer  durch  Differentiation  und  Aenderung  der  Gonstanten 

y  =  JSTac*, 
also  Parabeln«    Im  zweiten  Falle  wird 


mithin  ist  die  Gleichung  der  Cunre  von  der  ForQi 

X 

•  

Die  Gonstanten  bestimmen  sich  durdi  die  Bedingungen,  dass  ü 
mit  a  gleichzeitig  verschwindet  und  dass  die  Gurve  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  XoP9  gehen  soll.  Nimmt  man  z.  B.  fi  =  },  il=B5*, 
B  s=3  — -  &'7a»  so  sind  die  Wertlie  von  y»  i  und  Ui 


t  = 


und  diese  befriedigen  in  der  That  die  Gleichung  4)  flOr  fft  =  |;  die 
Fläche  ü  ist  hier  von  der  Stelle  x  =  a'aus  gerechnet,  an  welcher 
die  Gurre  Tom  Negativen  zum  Positiven  übergeht 

Gehört  eine  nichtlineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
zu  keiner  der  bisher  untersuchten  Formen,  so  muss  man  zur  Inte- 
gration durch  Reihen  seine  Zuflucht  nehmen. 
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§.  118. 
Pifferentlalg^elobimgen  höherer  Ordnungen, 

Wenn  es  schon  für  die  Differentia]gleiohangen  erster  und  swoi- 
ter  Ordnung  keine  allgemeine  Integrationsmethode  giebt,  so  wird  es 
nicht  befremden,  dass  die  DifTerentialgleichangen  höherer  Ordnaogeo 
nur  selten  in  gesishlossener  Form  integrirt  werden  können.  In  der 
That  sind  es  nur  die  linearen  Differentialgleichungen,  über  deren  In- 
tegration etwas  Allgemeineres  und  zwar  das  Folgende  bekannt  ist. 

Wir  betrachten  zunächst  die  Differentialgleichung 

^y  _i_  Y  ^~^y  I  TT  ^""'y  j. 

. .  .  +  X,^i  ^  +  X»y  =  0, 

worin  Xi,  X3,  •  •  •  X«  Functionen  von  x  allein  bezeichnen  mögen. 
Kennt  man  von  dieser  Differentialgleichung  nter  Ordnung  n  particn. 
l&re  Integrale 

Vu  y«!  ys  •  •  •  '  Äi» 
so  Iftsst  sich  auch  ihr  allgemeines  Integral  finden;  dasselbe  ist  nämlich 

y  =  Ciyi  +  Cjy,  H +  Cn^mf 

wie  man  durch  Substitution  in  die  gegebene  Oleichung  leicht  prüfen 
kann.  Dabei  ist  jedoch  erforderlich ,  dass  jene  n  partioul&ren  Int^ 
grale  von  einander  verschieden  sind;  im  Gegonfalle  wörde  man  nur 
ein  neues  partioulftres  Integral  erhalten 

a.    Als  erstes  Beispiel  diene  die  Differentialgleichung 

worin  Oi,  o^,  •••  o.  constante  Coefficienten  beaeiohnen  mögen.  Setsi 
man  y  =  e^',  indem  unter  A  eine  noch  unbestimmte  Constante  be- 
griffen wird,  so  verwandelt  sich  die  Differentialgleichung  in  die  alge- 
braische  Oleichung: 

2)  A-  +  OiA— 1  +  ojA«-«  +  .•-  +  a»-iA  +  a,  =  0. 

deren  n  Wurzeln  Ai,  A^,  •  •  •  A«  heissen  mögen.  Jeder  von  den 
Ausdrücken 

e*«',   «*■*,   «*•*,  . . .  eK* 
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bildet  ein  particdftres  Integral  der  Gleichung  1);  das  allgemeine 
Integral  derselhen  ist  daher: 

Die  Formel  3)  hedarf  einer  Modifioation,  wenn  mehrere  Wnr. 
aieln  der  algebrauchen  Gleichung  3)  einander  gleich,  oder  wenn  sie 
imaginir  sind«  W&ren  s.  B»  die  Wuraeln  k^  k^%  i^  gleich,  so  setae 
man  vorerst  A,  =  A|  -}-  '*  ^s  =  ^  4"  ^  ^uid  entwickele  die  Expo- 
nentialgrÖBsen,  in  denen  d  und  e  vorkommen;  dies  giebt: 

y  =  (Ci  +  Ci  +  ft)  «***  +  (ft*  +  ft  fi)  a?^' 

+  J(ft««+ ft«*)«'e*»*+etc. 

unter  dem  „ete.**  sind  hier  alle  die  Glieder  verstanden ,  welche  die 
dritten  und  höheren  Potensen  von  d  und  8  enthalten.  Setzt  man 
Ci  -{-  (h  +  Cz  =  C,  Cid  i-  Cts  =  C,  endlich  |(Ci««  +  Q««) 
=  Cf^  und  lässt  schliesslich  d  und  €  in  Null  übergehen,  so  wird: 

y  =  (C  +  Ca?  +  Cx^)  c*»'  +  C^^^*  H +  Cie*«'. 

Man  übersieht  leicht  den  Fortgang  dieses  Ver&hrens  bei  einer 
grösseren  Anzahl  gleicher  Wurzeln«  Sind  überhaupt  k  gleiche 
Wurzeln 

Ai  =  Af  =  As  •  •  •  ^  Ajt 
in  der  Gleichung  2)  vorhanden,  so  erhAlt  das  allgemeine  Integral 
die  fblgende  Gestalt: 

4)         y  =  (0  +  Cx  +  CV  H +  <?*-»>  a^-i)e^' 

Bei  imaginftren  Wurzeln  tritt  nur  insofern  eine  Um&nderung 
ein ,  als  jede  der  entsprechenden  Exponentialgrössen  in  einen  reellen 
und  imaginftren  Theil  serfftUt;  gleichwohl  wird  dadurch  y  nicht 
nothwendig  imaginftr,  da  es  freisteht,  auch  den  willkürlichen  Gon« 
Staaten  compleze  Werthe  zu  ertheilen,  wie  es  bereits  in  §.  113  ge- 
schehen ist. 

b.  Eine  ganz  fthnliche  Behandlung  gestattet  die  Differential- 
gleichung 


•  • 


a^    •  dx       9^ 

Der  Yersueh  y  =i  xt^  führt  nftmlich  zu  der  algebraischen  Gleichung 
Uten  Grades 
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f*G»— 1)Ö*  — 2) (fi  — n  — 1) 

1+  flif*0*— 1)0*  — 2)  .  .  .  öi  — »--2) 

^^  1+  a,f*0*-l)0*-2)..  .ö*-if-.3) 

^ 

deren  Warseln  fii»  f^s»  .  .  .  f<M  heisBeit  mdgen.    Jede  der  Potenen 

«^>i  ä"«,  a;/^,  .  .  .  «A«» 

stellt  jetsst  ein  particolftres  Integral  der  Differentialgleichung  5)  dar; 
mithin  ist  das  allgemeine  Integral: 

7)  y  ==  Cixf*i  +  O^xH*  +  •  .  •  +  <JnXM». 

FOr  den  Fall  gleicher  Wursseln  tritfc  hier  eine  ähnliche  Modi- 
fication  ein,  wie  bei  dem  Torigen  Beispiele.  Enthält  nämlich  die 
Gleidiong  6)  die  k  gleichen  Wurzeln 

ft  =lh  =  lh =  (**, 

so  ist  die  Formel  7)  durch  die  folgende  zu  ersetzen 

8)  y  =  [C+Clx  + +  CC*-i)(i«)»-i]i«i*i 

-f  (i4.i»"*+i  +  Gi+,»^*+i  +  .  .  .  +  CnXf», 
wie  man  leicht  finden  wird« 

,Bei  complexen  Wurzeln  ist  jedes  pa|ticuläre  Integral  von  dar 
Form  ««+'/*  mittelst  der  Formel 

««+<^  =  af'e'ß^'  =  x^[co$(ßlx)  +  isin(ßlx)] 
in  einen  reellen  und  imaginären  Theil  zu  zerlegen. 


§.  119, 
Die  Variation  der  Ck>n8tant6n« 


I.    Wir  betrachten  noch  die  allgemeinere  DifferenÜalgleichung 


•  • 


•  • 


+  :x.-ig  +  z.,  =  z. 


und  zwar  unter  der  Voraussetzung,  dass  man  sie  in  dem  specieUen 
Falle  X  =  0  integriren  könne.  Nennen  wir  yj,  p^,  yj, . . .  y.  die 
particulären  Integrale  der  redncixten  Differentialgleichung 

55?  +  ^1  j:?rT  +  •  •  •  +  X,-.,  ^  +  iy  =  0. 
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80  Hast  sich  vemiiiUieii«  dasB  das  Integral  von  Nro.  1)  die  Form 

2)  y  =  thjfi  +  Uifh  +  •  •  •  +  «Siy» 

haben  werde ,  wo  Mi»  «s,  .  .  .  «n  noch  altbekannte  Fonetionen  von  x 
beseichneu.  Diese  Gleichung  differenziren  wir  (n  —  l)mal,  setsen 
aber  den  jedesmaligen  sweiten  Theil  des  Differentialquotienten  der 
Null  gleich;  diese  leichte  Bechnng  giebt: 

4)  £|!!l^j-^^  +  ...4.  1?i  ^  _  0 

dx  dx        dx   dx  dx  dx 

n.  s.  w.; 

(Ja--i  —  *»  daf-^   "^  ^  d«— *   -r  •••  T  w».  ^^_i  t 

^  d«»-«    d»  ■'^  d«— •    d«  ■^■"■^d«--«    d« 

endlich  bei  noohmaliger  Differentiation  : 

dx^~^  dtxf'   "^  ^  d«»   "^  *^  ^  dir» 

"^  dx— •*    da?  "^  daf-i    da?  ^  ***  "^  daf -»    da?  • 

wo  der  sweite  Th«l  mchi  gleich  Null  gesetzt  wird,  weil  noch. die 
Differentialgleichung    7)    au    erfHUen   ist.      Nach    Substitution    der 

Werthe  Ton  y,  -r^,  -—.  •  •  •  -r-^  und  mit  Beachtong  des  ümstan- 
^  dx    dx^  dx* 

des,  dass  jede  der  Functionen  yi,  y^t  •  •  •  y»  der  redudrten  Gleichung 

1)  genfigt,  verwandelt  sich  die  DifferentialgleichuDg  1)  in 

daf-»    dx  '^  dixf'-^   dx  '^        "^  d«--»    dx 

Mit  den  Gleichungen  3),  4)«  5)  etc.  susammen  hat  man  jetat 
swischen  den  n  Unbekannten 

dui     dtij    dt^  d[fi» 

dx*  dx*   dx*  '    *  dx 
die  folgenden  n  Besiehnngen: 
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difi  dui       dfi  <f%    ,  ,     dyn   du»         ^ 

da;    dx         dx   dx  ^      dx    dx 

d^  dui        ä*ih  dih    t .     d*yn  dt*,    _  ^ 

dx*  dx        dx*   d»  d«*    dx 

^~*yi  <^^i   .  ^^•^'y»  dUj  4.^Z!^^  =  0 

daf-«    dx  "^  daf-»    dx  "*"•"•  "^  efaf-«   dx 
d*-^yi  dui        cft-^'yi  du,    ,    _  _    .  d^^^Pn  du»  _  ^ 

welche  rücksichtlich  jener  ÜDbekannten  voün  ersten  Grade  sind.    Mao 

dtfi     dtt«  dfi« 

kann  demnach  -r—,  -j— ,  •  •  •  3—  jederzeit  bestimmen  und  erfailt 

dx      dx  dx 

sie  als  Functionen  von  x,  etwa 

dih  dtf«  diia 

daraus  folgen  Wif  *^f  *  *  *  ^a  selbst  und  suletat  ist  nach  Formel  2) 

6)  y  =  yi  \f%idx  +  q]  +  yi|yX2clÄ  +  ft]  + 

+  yi.[y"i.tf«+  Ci] 

das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  1). 

IL  Die  Variation  der  Gonstanten  liest  sich  auch  in  dem  Falle 
anwenden,  wo  man  nicht  alle  partiouliren  Integrale* der  redncirten 
Differentialgleichung  kennt  Sind  &  B.  nur  die  n  —  1  particnlAreD 
Integrale  ^i,  y«,  •  •  •  y«^i  bekannt,  so  setsen  wir  wiedeor 

7)  y  =  ihyi  +  u^yt  H +  fi,-iy,-i 

und  rechnen  wie  vorhin  nur  mit  dem  Unterschiede,  dassfibenlln— 1 
an  der  Stelle  von  n  steht;  dies  giebt 

di=^dr+^^d7  +  ---+*^-*  "di"* 

o\  '         di«i    ,  dUf    ,  ,  du^^x 

«I«» ""  ^   <!«»■•■   ^  d»«  "*■  '    ■  ■*"  "■"*     da»    • 

9)  £iLi«L4.^iä.j....j.  «*y— 1  ^'«^-i  _  A 

'  d»  dg   ^  d»   d»   ^         ^     d»       da    ~~    ' 

u.  s.  w« 


•  • 
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und  irann  noch  emmal  differensirt  wird, 

^•y  _  ^  **yi  I        •  «     <^y«»-i 

*»-iyi  dui    ,  ,  <^*"*y«-i  dt«,-il 


4.  Q  (^~  yi  »üi  I       I 

■^      Idaf-»  da?  "^  "^ 


dsif^        dx 
,    d^-'yi  d«tii  ,    d'-^^y,-!  d«ti,-i 

"^  daf-«    d»«  "T"  "  •  T"     <|aj»-«        da?* 
Snbstituirt  man  alle  diese  Werthe  in  die  Gleichung  1)  and  berüok- 
nchtigt,  daas  jfi,  yi»  •  •  •  y«— i  der  redacirten  Differentialgleichang 
genügen,  so  erb&It  man 

dÄ»-«    da;    ■*"  "^     d«--«        da;» 


•  •  • 


U)        {  Idaf-^   dx     *  '       d«"-*       dx 

f  ,  TT  l^~*yi  di»i  ,    d»-«y,^i  di*,_„ 

+  -^1  L^-«   "TT    + 


•  • 


fda^-"'    dx     '  dü^'^^        dx 

=  X 

Die  fi—  2  Oleicbongen  8),  9),  10)  beetimmen  die  gegenseitigen  Yer- 
hiltniBBe  der  Differentialqnotienten 

d«!     du%  diin^i 

Ix'    dx*  dx    ' 

siebt  man  den  ersten  derselben  als  bekannt  an,  so  kann  man  ans 
jenen  fi  -^  2  Oleiohungen  die  n  —  2  übrigen  Differentialqnotienten 
finden  nnd  erbilt'sie  in  der  Fonn 

to\     ^^        -   ^^    ^^  —  ^   ^^  ^«»-1  _  „      dfh 

1^)  d5"  =  ^»d;^' di"-*'»  dS"' •••"*r-*'*-->dj' 

wo  «^9  f^t  •  •*•  «w-i  bekannte  Functionen  Ton  x  sind.  Die  Snbstttih 
tion  dieeer  Werthe  in  Nro.  11)  fltbrt  an  einer  Gleichung 
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in  welcher  P  und  Q  bekannte  Functionen  yon  x  eind.  Wenn  mui 
diese  Olcichnng  allgemein  integriren  kann,  so  enthält  tH  swei  will- 
kftxiiche  Constanten,  ferner  geben  die  Oleichiingen  12)  die  Werthc 
von  tfsy  «3,  •  .  .  «M^i  mit  f»<— 2  weiteren  Constanten,  endlich  lie- 
fert Nro.  7)  das  gesnchte  y  mit  sosammen  n  willkürlichen  Constan- 
ten d.  h.  das  allgemeine  Integral  Ton  Nr.  1). 

Gans  ähnlich  gestaltet  sich  die  Bechnong,  wenn  nnr  n  —  2  par> 
ticoläre  Integrale  der  redncirten  Differentialgleiehang  bekannt  nnd; 
die  Bestimmung  der  beiden  fehlenden  Particularint^g^e  oder  dea 
allgemeinen  Integrales  fthrt  dann  auf  eine  Differentialgleichung  drit» 
ter  Ordnung.  Wie  sich  diese  Betrachtungen  weiter  fortsetaen  laaaen. 
ist  hiernach  leicht  au  ftbersehen. 


Cap.  XUL 
Differentialgleichungen  mit  mehreren  Variabelen. 

9-  120. 

Integraftion  der  Bimvltuien  Qlelohimgen  erater 

OfdBimg. 

Wenn  swischen  n  -|-  I  YttriaMoi  ds,  |ft  #,  •  •  •  a,  ^,  nnter  denen 
t  die  nnabhängige  Yerftnderliche  sein  möge,  n  Gleichungen  von  der 
Porin: 

jj  =/«(«.y.ir,...*)ete. 

bestehen  sollen,  so  müssen  o?,  y,  jt,  .  •  •  s,  als  Functionen  von  t  ge- 
dacht, daraus  entwickelbar  sein,  und  es  kommt  nun  darauf  an,  eine 
neue  Qleichnng  su  bOden,  welohe  nur  die  unabhängige  Yariabele  i 
und  eine  der  abhängigen  Yäriabelen,  etwa  ds,  enthält.    Man  gelangt 

hierzu  auf  folgendem  Wege.     Aus  der  ersten  Gleichung  —  =/%  er- 

giebt  sich  durch  Differentiation: 

di*  ~  dx  'dt  '^  dp'di  "^  *"^  ds'dt'^  dt* 
Die  angedeuteten  partiellen  Difierentiationen  in  Beaiehung  auf  or,  y, 
•  •  •  a,  ^  sind  ohne  Weiteres  ausführbar,  weil  die  Form  der  Func- 
tion/i  bekannt  ist;  f&r  die  Di£fbrentialquotienten  •^-7,  •^,  •  •  •  ^rr 

dt    dt  dt 

kann  man  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  1)  einsetsen  und  man 


^  ( 
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erhilt  80  ein  Baraltat  von  der  Fonni 

Wiederholt  man  dasselbe  Verfahren,  indem  man  die  voratehendo 
Glachmig  differenairt  und  die  Gleichungen  1)  benatzt ,  ao  ist  daa 
Ergebniss  von  der  Gestalt: 

Indem  man  auf  diese  Weise  bis  snm  nten  Dififerentialqaotienten  fort- 
geht, hat  man  die  n  Gleichungen: 

2)       ( 

|^jp:^  =  9),-.i(a?,y,  ...«,0;    -j^  =  SP«(«,y,.  ..«,0. 

Sehen  wir  für  den  AngenblidE  die  linken  Seiten  dieser  n  Gleichun- 
gen als  bekannt  an,  so  wOrden  di0  »  --^  1  ersten  Gleichungen  die- 
nen können,  um  die  n  —  1  Unbekannten  y,£,...s  durch  die  übri- 
gen vorhandenen  Grössen  auszudrücken;  diese  algebraische  Opera- 
tion giebt  Gleichungen  von  folgender  Form: 


8) 


/       dx    d*x         d^~he\ 

»  —  l!i\^t,x,  ^,  ^.  ...  jf=r)* 

_  _  /       dx   d*x         d*~'*g\ 

•  •  •  •  •  •  •  4 

_-        /         dx     d^X  ^•""^äX 

*='-^'-^V*'di'JF''"d¥=^) 


Durch  Substitution  dieser  Ausdrübke  in  die  letzte  der  Gleidinngieii 
2)  entsteht  eine  neue  Gleiehung  von  dar  Gestalt: 


^.  d^x        .A      dx    d^x         d"—*a!V 

•      •  • 

d.  h.  eine  Differential^eichung  nter  Ordnung  zwischen  x  und  f.    Aus 

dieser  bestimmt  sich  x  als  Function  von  ti  dadurch  werden  zugleich 

dx    d^x 

77'  in  ^^  b^annt,  und  die  Gleichungen  3)  fi&hren  nachher  aar 

Kenntniss  der  übrigen  abh&ngigen  Variabelen  y,  g  ...  8, 

Als  Beispiel  möge  die  Integration  der  drei  simultanen  Glei* 
chungen: 


= «@ + Jf). 
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«)      äf  =  «ö'+')' 57  =  /*(*  +  ')' ff  =  »'(*  +  *) 

Torgenommen  worden.    Man  erhält  aus  der  ersten  Gleichung 

dt* 

und  nach  Snhstituiion  der  Werthe  von  t?  und  -rr 

dt  dt 

6)  —  =  a(ß  +  y)x  +  ayy  -f  aßz\ 

die  iweite  Differentiation  und  nochmalige  Substitution  gieht 
d^x 

Aus  der  Gleichung  6)  und  der  ersten  Gleichung  in  5)  ergeben  sich 
y  und  ß,  nftmlich 

Diese  Werthe  kann  man  in  Nro.  7)  substituiren,  oder  kürzer,  man 

dx 
setzt  in  Nro.  7)  —  für  a{v  -f- »)  and  hat  so: 

at 

10)  ^  =  2«/Jyx  +  (a/l  +  ay  +  ^y)||.    ' 

Diese  lineare  Diflerentialgleiehung  dritter  Ordnung  hat  nach  §.  117,  a, 
zum  Tollständigen  Integral 

11)  X  =  Ci(^*  +  Ot^*  +  (k^U 
wo  A|,  A},  A3  die  Wuraeln  der  cnbisohen  Gleichung 

12)  A»=r  (a/J  +  ay  +  /Jy)A  +  lußy 

sind«     IKe  Formeln  8)  und  9)  liefern  y  und  #,  wenn  der  Werth  von 
X  eingesetzt  wird. 

Der  gegebenen  Entwickelung  zufolge  kommt  die  Integration 
eines  Systemes  von  n  simultanen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung im  Allgemeinen  auf  die  Integration  einer  Differentialgleichnng 
fiter  Ordnung  zurfick;*  indessen  kann  dieser  Satz  insofern  eine  Aus- 
nahme erleiden^  als  sich  bei  der  Aufstellung  der  Gleichungen  2) 
nicht  selten  schon  frdher  (d.  h.  ehe  man  die  letzte  derselben  ent» 
wickelt  hat)  Gelegenheit  zur  Bildung  einer  Gleichung  zwischen  xr 
und  t  darbietet;  diese  Differentialgleichung  ist  dann  von  niedrigerer 
als  uter  Ordnung*    Um  nachher  alle  übrigen  Yariabelen  y,  #,  •  » r 
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SU  finden,  bedarf  es  nodider  Integration  einiger  HOlfsgleicbnngen, 

dx 
welche  sieh  von  aelbst  ergeben,  wenn  man  alle  dnrch  jt,  -tt   «tc.  be- 
kannt gewordenen  Gröuen  in  die  orBprünglicfaen  Gleichangen  ein- 
setit. 

Als  Beiapiel  mögen  die  Gleichungen 

dienen,  welche  den  speciellen  Fall  a  =  /9  =  y  =  1  der  vorigen 
Aufgabe  bilden«  Die  onbische  Oleichang  13)  wird  >l*  =r  3 1  -|-  2 
und  besitat  die  Wurzeln  Ai^=2,  At  =  A3  =  —  1,  alao  swei 
gleiche  Wurseln.  Das  Integral  der  für  x  an^geetellten  Differential- 
gleichung ist  jetitt 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  Formeln*  9)  und  10)  einfiihrt^ 
so  stösst  man  auf  die  ünbequemlicUeit,  dass  ß  —  7  =  0  und 
y  =±  §  wird.  Dieser  Uebelstand  lässt  sich  swar  beseitigen ,  ist  aber 
ein  Zeichen,  dass  man  einen  Umweg  gemacht  hat*  Aus  den  Glei- 
chungen 13)  folgt  nämlich  analog  Nro.  6): 

und  hier  bietet  sich  schon  Gelegenheit  cur  Bildung  einer  Gleichung 
■wischen  i  und  x  allein,  sie  ist: 

d^x I    ^ 

— —  2«  +  ^^. 

woraus  als  YoUstftndiges  Integral 

14)  «=  Cc««+  Cen' 

hervorgeht  Zieht  man  jetst  die  erste  Gleichung  in  Nro.  13)  von 
der  sweiteta  ab,  so  ilUt «  w^g  und  es  Uaibt  die  lineare  Diffcren- 
tialgleichung 

di  ^  ^        di  ^  ö  i^c?   , 

sie  giebt: 

15)  y  =  Ce«'  +  Cte-K 

Auf  gana  gleiche  Weise  folgt  durch  Subtractien  der  eisten  Glei- 
chung in  13)  von  der  dritten  und  naohherige  Integration 

16)  #=  C^'  +  Cte-K 

Die  Weräie  von  x^  y,  b  enthalten  lusammen  vier  Gonsfanten,  mii» 
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hin  eine  zuyiel;  sab^titnirt  man  aber  die  für  »^  y,  M  gefundenen  Aug- 
drucke  in  eine  dear  Gleichungen  13),  so  ergiebt  iich  die  Bedingung: 
17)  Ci  +  Ci  +  Q  =  0, 

wodurch  die  normale  Zahl  der  Constanten  wieder  herbeigeführt  wird. 


§.  121. 
Simtiltane  Differentialgleioliungen  höherer  Ordnungen. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzte  Terfahren 
erstreckt  sich  mit  gleicher  Leichtigkeit  auch  auf  den  Fall,  wo  die 
gegebenen  simoltanen  Differentialgleichungen  yerschiedene  höhere 
Differentialquotienten  der  abhängigen  Yariabelen  x^  y,  e,  .  .  •  8  ent- 
halten.    Setzt  man  nämlich: 

dx  _    ,     d^x dx^ ,,    d^x  _  dx^' ,„ 

di-"^'  dt^-  di^^'  li^-lf  —  ^  '  — • 

^y  —  ^  ^'y-^-^  ^*y—  ^^  ^ ^*' 

dt-^'  JF-  dt-^'  dF—7i  —^ 

«•    8.    W. 

und  sieht  txf^  a/',  tT^  . . .  y',  y",  y'",  u.  s.  w.  als  neue  Tariabele  an, 
so  hat  man  wieder  Gleichungen  erster  Ordnung,  aber  mit  einer 
grosseren  Anzahl  von  Yariabelen.  Die  zwei  simultanen  Differential- 
gleichungen 2«  B.: 

*«v  dx   ,    d*if       ^        dy    ,    d^x        ^ 

lassen  sich  durch  folgende  vier  Gleichungen  ersetzen: 

dt-"^'  di-^' 

d^        ^  B     dxf       ^  . 

dt  •    dt        ^       ^* 

welche  von  der  ersten  Ordnung  sind,  dagegen  die  vier  abhängigen 
Yariabelen  x,  y^  o/,  rf  enthalten.  Um  die  erwähnte  Methode  anzu. 
wenden,  differenziren  wir  die  letzte  Gleichung  und  haben: 

Aus  dieser  und  der  vorhergehenden  Gleichung  humen  sich  y  und  ^ 
entwickeln,  namentlich  ist 

BehlOmlloh,  Aaalfili.  I.  ^^ 
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oder,  vermöge  der  Bedentnng  von  a/, 

Die  nochmalige  Differentiation  der  Gleichung  19)  gieht 

—  ^  2  -^  —  2  ar  4-  —  =  2r2x  —  arl  —  2sf  +  —  • 
dt^  dt  ^  dt  ^        ^  ^  dt 

Hier  kommt  bereits  kein  y  mehr  vor,  mithin  dient  die  vontehende 
GleichoDg  zar  Bestimmung  von  x;  man  hat  n&mlich  zufolge  der  Be- 
deatong  Ton  sf 

d^x        d^x    .    .  dx        .  ^ 

Die  zur  Integration  dieser  linearen  Differentialgleichung  gehörende 

algebraische  Gleichung  ist 

A*—  A«  +  4A—  4  =  0, 
oder  auch 

A4  —  (A  — 2)«  =  (Ä«  +  A  — 2)(A«  — A+2)  =  0. 

Die  vier  Wurzeln  derselben  sind 

Ai  =  —  2,  Aj  =  -|-  If  Aj  =  -  ■  I  A4  = 

und  daraus  ergiebt  sich  für  x  der  Werth 

x=  Ci^«'+  Cic+'+  Cz^'cos(\tVr)+  C^^'  8in(^tV7)\ 
y  findet  sich  nachher  mittelst  der  Formel  20).  —  Nicht  überflüssig 
ist  die  Bemerkung,  dass  die  Gleichungen  18)  vermöge  ihrer  symme- 
trischen Form  noch  eine  zweite  Auflösungsart  zulassen,  bei  welcher 
die  Differentialgleichung  vierter  Ordnung  veimieden  wird.  Di^ 
Summe  der  Gleichungen  18)  ist  nämlich: 

'dx    ,    dy    ,    d^x    ,    d'^y        «,     ,     v 

d.  h.  wenn  x  -{-  y  ^=z  s  gesetzt  wird: 

dB    ,    du         - 
1 =  2s. 

dt  r^  dt^ 

Hieraus  findet  sich  auf  gewöhnlichem  Wege: 

s  =  ile-"  +  B(&*. 

Wenn  man  jetzt  in  die  erste  Gleichung  von  Nro.  18)  für  y  seines 

Werth: 

y  =  $^  x  =  ilr-«*  +  Be^'  —  9 
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einföhri,  so  gelangt  man  za  der  Differentialgleichung: 

die  sich  mittelst  der  Variation  der  Constanten  leicht  integriren  l&sst; 
man  erbftlt  so  x,  dann  y  =  s  —  x. 

In  diesen  Bemerkungen  liegt  die  Hinweisung  auf  eine  Modifi- 
cation  des  allgemeinen  Verfahrens ,  welche  in  dem  Falle  eintreten 
kann,  wo  die  gegebenen  Differentialgleichungen  symmetrisch  sind 
in  Beziehnng  auf  die  abhangigen  Variabelen  dP,  y,  jr,  .  .  .;  man  er- 
leiditert  sich  nämlich  die  Integration,  wenn  man  nicht  sogleich  auf 
die  Bestimmung  yon  x,  y,  jr,  .  .  .  selbst  ausgeht,  sondern  vorerst 
ein«  symmetrische  Function  Ton  x,  jf ,  jer,  .  .  .  als  neue  Unbekannte 
einführt  und  für  diese  eine  Differentialgleichung  zu  gewinnen  sucht 
Ein  bemerkenswerthes  und  für  die  Theorie  der  Centralbewegung 
wichtiges  Beispiel  hierzu  bietet  die  Integration  der  beiden  Differen. 
tialgleichungen 

^^^    'dF~  ^  FPTy¥'  ^  V{x^  +  y^y 

Nach  dem  ursprünglichen  Verfahren  würde  man  y  der  ersten  Glei- 
chung zu  entnehmen  und  in  die  zweite  Gleichung  einzusetzen  haben, 
um  eine  Differentialgleichung  vierten  Grades  zwischen  x  und  i  zu  be- 
kommen; die  Integration  der  letzteren  ist  aber  umständlich,  und  wir 
beabsichtigen  daher  vorerst  eine  Differentialgleichung  zwischen  I  und 
der  Hülfsvariabele 

22)  r  =  Va:»-|-y« 

BU  erhalten.    Aus  den  Gleichungen  21)  folgt  nun 

die  linke  Seite  ist  ein  vollstindiger  Differentialquotient,  nämlich 

^  /   äff  dx\ 

man  hat  daher  durch  Integration  die  Gleichung 

dy  dx         . 

deren  Quadrat,  des  Folgenden  wegen,  in  nachstehender  Gestalt  da^ 
gestellt  werden  möge : 
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Andereneita  folgt  aas  den  Gleicbungen  21) 

Beide  Seiten  sind  vollständige  Differentiale;  die  linke  Sexte  ist  näm- 
lich einerlei  mit 

ond  die  rechte  Seite  gleicht  dem  Ausdrucke 

__      2k       xdx+ydy  _  ___  2ä        /2k\ 

Die  Integration  führt  daher  zu  der  Gleichung 

Suhstitoiren  wir  sie  in  Nro.  23)  und  bemerken  gleichzeitig,  daaa  dort 

iflti  Bo  geht  die  Gleichung  23)  in  die  folgende  über: 

'■(^*-')-('S)*=-- 

welche  nur  r  und  t  enthält.    Sie  ist  durch  Sonderung  der  VariabeleD 
integrabel  und  giebt  der  Reihe  nach 

r  5^  ==  V2kr  —  £r^  —  ^», 

und  umgekehrt^  wenn  tq  die  Integrationsconstante  bezeichnet, 


f  f^  — 

Eine  elegantere  Form  erhält  das  Integral  mittelst  der  Bemerkung, 
dass 

"'-»--'='1(1- i") -(!-')'( 

ist,  wodurch  man  veranlasst  wird,  Ä  und  B  durch  neue  Constanten 
a  und  £  zu  ersetzen;  für 

il»=»a(l-€«),    5  =  1 

a 

wird  nämlich 

yAj-a.,._(a-r)»] 
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Die  AusfOhning  dieser  Integration  hat  an  rieh  keine  Schwierigkeit 
und  würde  eine  Gleichung  von  der  Form  t  —  ^  =/(r)  gehen,  die 
nachher  umgekehrt  werden  musa,  weil  r  als  Function  von  t  auazu- 
dnlcken  isL  um  zu  sehen,  worauf  es  dahei  ankommt,  fähren  wir 
in  Nro.  24)  ^line  neue  Tariahele  if  ein,  indem  wir 
25)  r  =  a(l  — ecos^) 

setzen;  dadurch  wird 

Mao  hat  demnach  zuerst  die  transcendente  Gleichung 


26) 


*  —  6sini>  =  {t  —  g  ^/A 


nach  if  aufzulösen,  was  in  jedem  speciellen  Falle  durch  Versuche  und 
nachherige  Correctionen  geschehen  kann,  und  findet  daDn  r  mittelst 
der  Formel  25).   —   Es  handelt  sich  jetzt  noch  dartnu,  x  und  ^ 

selbst  zu  bestimmen.    Vermöge  der  Bedeutung  Yon  r  sind  —und — 

echte  Brüche,  deren  Qaadratsumme  die  Einheit  ausmacht;  es  liegt 

daher  nahe,  -^  :=2  cosq>^  mithin  ^  =  sintp  zu  setzen,  wo  fp  eine 

neue  Variahele  bezeichnet    Die  Substitution  der  Werthe 
27)  x=zreos^^y  -s^rsinip 

in  die  Oleiehung 


äy  dx 


verwandelt  diese  in 

—  rsmq>  |  — ramy  -^   +  coaq)  ^^ 

=  Vka(l  —  8^. 
d.  L  sehr  em&oh 

Bringt  man  r>  und  di  auf  die  rechte  Seite,  indem  man  ftr  d^  seinen 
Werth  aus  der  Gleichung  24)  einsetzti  so  wird 

<p  =  an^'f-^ 1 . 
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and  durch  Substitution  des  nachherigen  AuBdruckes  a  (1  —  ecosi^) 
fUr  r 

dt 


^  =  YlzriiJ—^ 


Diese  Integration  ist  nach  Formel  14)  in  §.  77  leicht  ausfahrbar«  in. 
dem  man  a=l,  5  =  —  €,11=:^  setst  und  nnterscheidet,  ob  der 
absolute  Werth  von  £  kleiner  oder  grösser  als  ^i®  Einheit  oder  ihr 
gleich  ist    Im  erstem  Falle,  auf  den  wir  uns  hier  beschränken,  wird 

9  =  2 arctan  {  1/     _^    tan\in  +  9ot 
wo  90  ^^0  Integrationsoonstante  ist;  es  folgt  daraus 


28) 


ton|(9  —  9o)  =  |/  Y~^  ***»  I ♦• 


Die  gegebenen  Differentialgleichungen  werden  also  auf  die  Weise 
integrirt,  dass  man  durch  Auflösung  der  Gleichung  26)  sonächst  if 
durch  i  ausdrückt,  hierauf  r  nach  der  Formel  25),  9  nach  Formel 
28) ,  endlich  x  und  y  mittelst  der  Gleichungen  27)  bestimmt ;  dabei 
bleiben  a,  s,  <o,  tp^  unbestimmt  und  sind  die  yier  Integrationsoon- 
■tauten. 


Verbesserung. 


Auf  Seite  362,  Zeile  13  bis  21  von  oben  muBs  es  heissen: 
Hiemach  ergiebt  sich  z.  B. 

r___^!L__=  2f - 

J  acosu  +  ß9mu  +  y  */  y  +  «  +  2/J^  +  (y  —  «)««' 

die  Integration   in  Beziehung  auf  t  hat  keine  Schwierigkeit  und 

liefert,  wenn  (V  ^  y  TorauBgeeetzt  und  der  Werth  t  ==  ian\u  re- 

atituirt  wird, 

du 


''>        /.- 


cosu  +  ßwnu  +  y 


2 


2 
^  +  (y  _  a)^afijf*  ^  ^'  ^^      ^  ' 

y««  +  ^«  _  ys     \^4.(y  _a)tonlf»  +V^«»  +  /J«— yV 

In  dem  speciellen  Falle  y  =  a  yerlieren  diese  Formeln  ihre  An- 
wendbarkeit; es  ist  dann 

du r     di 

a(l  +  casu)  +  ß8inu       J  »  +  ßt 

=  i  l(«  +  /JO  +  Cf  =  ^  l(a  +  ßtan\u)  +  C. 
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i/ie  Verzögerung  im  Erscheinen  des  vorliegenden  zweiten  Ban- 
des meines  Gompendiums  d.  b.  A.  ist  nicht  etwa  aus  Nachläs- 
sigkeit entstanden,  sie  ist  vielmehr  eine  absichtliche.  Vor  drei 
Jahren  nämlich,  als  schon  ein  grosser  Theil  des  Manuscriptes 
vollendet  war,  trat  eine  Reorganisation  des  hiesigen  Polytech- 
nikums ein,  welche  mir  die  angenehme  Aussicht  eröffnete,  die 
meisten  der  hier  behandelten  Gegenstände  vortragen  zu  können; 
eingedenk  des  alten  Spruches  docmdo  discitnus^  wollte  ich  diese 
Gelegenheit  zur  Probe  auf  die  praktische  Brauchbarkeit  meines 
Werkes  nicht  unbenutzt  vorübergehen  lassen  und  habe  in  der 
That  seit  jener  Zeit  die  Lehre  von  den  Functionen  complexer 
Variabelen,  die  Theorie  der  elliptischfein  Integrale  und  Func- 
tionen und  einiges  Andere  mehrmals  im  dritten  Facheurs  unseres 
Institutes  vorgetragen.  Die  Folge  davon  war  eine  ziemlich  be- 
deutende Umarbeitung  des  ersten  Entwurfes,  von  der  ich  hoffe, 
dass  sie  den  Werth  des  Buches  vergrössert  haben  möge. 

Bei  dem  ausserordentlichen  umfange,  den  namentlich  die 
vorgenannten  Theorieen  in  neuerer  Zeit  erlangt  haben,  ist  mir 
übrigens  das  Maasshalten  sehr  schwer  und  nur  dadurch  möglich 
geworden ,  dass  ich  mich  auf  das  beschränkte ,  was  bei  der  Lö- 
sung mechanischer  und  physikalischer  Probleme  hauptsächlich 
zur  Anwendung  kommt  Neue  Darstellungen  und  neue  Resul- 
tate wird  man  an  mehreren  Stellen  finden,  ebenso  eine  reich- 
liche Angabe  der  einschlagenden  Literatur.    Die  Zahlenbeispiele 
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für  die  Berechnung  elliptischer  Integrale  und  Functionen  ver- 
danke ich  der  Güte  meines  CoUegen  Herrn  Prot  0.  Fort,  des- 
sen Sicherheit  im  Zahlenrechnen  für  die  Richtigkeit  der  An- 
gaben bürgen  dürfte. 

Dresden,  im  September  1866. 

O.  Sohlömiloh. 
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zu  Theil  geworden  sind,  sowie  das  Erscheinen  einer  von  Herrn 
Dr.  Graindorge  in  Lüttich  veranstalteten  französischen Ueber- 
setzung  der  Abschnitte  über  die  elliptischen  Integrale  und  Func- 
tionen lassen  mich  vermuthen,  dass  ich  bei  der  Auswahl,  Be- 
grenzung und  Darstellung  der  gegebenen  Theorieen  ein  gewisses 
praktisches  Maass  richtig  getroffen  habe.  Es  lag  daher  keine 
Veranlassung  vor,  das  behandelte  Material  wesentlich  zu  ver- 
mehren, wohl  aber  sind  kleinere  Zusätze  uüd  Verbesserungen 
häufig  angebracht  worden.  Zugleich  benutze  ich  diese  Ge- 
legenheit, um  denjenigen  Herren,  welche  mich  mit  werthvollen 
Bemerkungen  über  die  erste  Auflage  erfreut  haben  (insbesondere 
Herrn  Dr.  Weber  für  seine  ausfuhrliche  Besprechung  im  Jahrg. 
1867  der  Heidelberger  Jahrbücher)  meinen  besten  Dank  auszu- 
sprechen. 

Dresden,  im  August  1873. 

O.  Schlömiloh. 
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DIE  ffÖHEREN 


DIFFERENTIALQUOTIENTEK 


Die  höheren  Differentialquotienten. 


Eine  ausführliche  Untersuchung  über  die  höheren  Diflterential- 
quotienten  von  Functionen  einer  einzigen  Variabelen  hat  ea  vorzugs- 
weis  mit  zwei  Fundamentalproblemen  zu  thun,  von  denen  das  eine 
die  Umkehrung  des  anderen  ist.  Setzt  man  nämlich  y  =  (p(x)  und 
bezeichnet  F(if)  •=  F[9(a:)]  kurz  mitf(x),  so  kann  man  entweder 
die  Aufgabe  stellen,  /('•)(a?)  durch  F'(y),  F''(y),  F'''(p)  etc.  auszu- 
drücken, oder  man  kann  umgekehrt  verlangen,  dass  F^*»^)  durch 
/'(^)i/"(^)>/'"(^)  ®^c-  atißgedrückt  werde,  wobei  sich  von  selbst  ver- 
steht, dass  unter  allen  Umständen  auch  (p'{x),  q>'\x),  (p"\x)  etc.  in 
die  Rechnung  eingehen  müssen.     Zufolge  der  identischen  Gleichung 

/">(^)  =  JfJ(x)  =  JfF[q>{x)\ 

ist  die  erste  Aufgabe  einerlei  mit  dem  Probleme  der  mehrmaligen 
Differentiation  einer  zusammengesetzten  Function,  von 
welchem  in  Tbl.  I.  nur  wenige  specielle  Fälle  behandelt  worden  sind. 
Die  zweite  Aufgabe  kommt  auf  die  Vertauschung  der  unabhän- 
hängigen  Variabelen  hinaus;  denn  betrachtet  man  erst  ^als  unab- 
gige  Variabele  und  führt  nachher  eine  neue  Veränderliche  x  ein,  wel- 
che  mit  y  durch  die  Gleichung  y  =  (p(x)  verbunden  ist,  so  entsteht 
die  Frage  nach   der   neuen  aus  dieser  Substitution  entspringenden 

Form  von  lfF(if)  =  F^^^Cy).    Wegen 

^t.^,  ,       ^^y)        ä-F[q>(x)]_    d^f(x) 
^f^^^-"!^—    [dq>(x)Y    ~[dipix)]- 
kann  man  auch  sagen,  dass  es  sieb  im  vorliegenden  Falle  darum  han- 
delt, eine  gegebene  Function  von  x  in  Beziehung  auf  eine  andere 
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Function  von  x,  letztere  als  iinabh&ngige  Yariabele  betrachtet,  zu 
differenziron.  Für  beide  Hauptaufgaben  werden  wir  im  Folgenden 
die  Lösungen  geben  und  daran  einige  Anwendungen  knüpfen. 

I.    Die  Differentiation  der  zusammengesetzten 

Functionen. 

Durch  mehrmalige  Differentiation  der  beiden  Gleichungen 
1)  f(x)  =  F(y),        y  =  <p{x) 

gelangt  mtm  ohne  Mühe  zu  den  Formeln 
/(x)  =  rd,)  g)'(x), 
/'(x)  =  F'd,)  <p"(x)  +  F"(i,)  tp'ixy, 

/"(x)  =  F'(y)  <p"\x)  +  SF"(if)  9'(«)  (p"ix)  +  F"'(if)  (p'(x)\ 

XL  e»  w. 
und  hieraus  schliesst  man  auf  folgendes  allgemeine  Bildungsgesets 

2)     f^^ix)  =  F'(y)Zi  +  F"(tf)x,  +  •  •  •  +  :f^-%)x«, 

worin  Xi,  X2,  .  .  .  X«  gewisse,  yorläufig  noch  unbekannte  variabele 
Factoren  bezeichnen,  die  nur  von  der  Function  9,  nicht  aber  von  F 
abhängen.  Ebendeswegen  kann  irgend  eine  passende  Specialisinuig 
von  F  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  X  dienen ;  am  besten  eignet 
sich  hierzu  die  Substitution  F(if)  =  tf*^  welche  giebt 

D>"=ny""^Zi  +  n(n— l)y""^Z2+n(n-l)(n— 2)y"~'Z,  +  .-.. 

um  die  linker  Hand  angedeutete  Differentiation  auszuführen ,  erin- 
nern wir  an  den  Satz,  dass  überhaupt 

i>X«+  P)  =  D;*(«  +  9)  mithin  DX«)  =  [D^*(«  +  9)](^„ 
ist,  dass  also  im  vorliegenden  Falle 

iry  =  Dl<p{x)'  =2);[g)(«  +  (f)]' 

sein  muss,  wenn  nach  geschehener  Differentiation  (^  =  0  gesetst  wird« 

Bei  Gebrauch  des  Abkürzungszeichens 

3)  0  =  (fix  +  Q)--  (p{x) 

ist  weiter  ip{x  +  p)  =  q)(x)  -|-  ©  =  y  +  ©  mithin  nach  dem 
Vorigen 

Ky'  =  {^'odf  +  ®)'}(o) 

und  unter  Anwendung  des  binomischen  Satzes 

n(n-l)(«-2)  .-, 

^        1.2.3       *      *■  e    m  ^ 
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Ans  der  Yergleichung  der  heideu  auf  verschiedenen  Wegen  erhalte- 
nen Werthe  von  Jfy^  folgt  nun 

Setzt  man  zur  Ahkürzung 

4)  V^  =  \P\^X)  =  [^;{<P(^  +  e)  -  «P(^)}*J(.). 

SO  hat  man  statt  der  Gleichung  2)  die  folgende: 


J 


1        WT^i.2      ^^^^  ^  1.2.3. ..n        ^^ 


Dieses  Resultat  lässt  sich  auch  durch  Induction  aus  den  drei 
anfanglichen  Formeln  för/'(a?),  f"(x),  f"\x)  ahleiten  und  nachher 
mittelst  des  Schlusses  von  n  auf  n  -\-  \  beweisen. 

Hinsichtlich  des  Werthes  von  Un  ist  noch  zu  bemerken,  dass 
er  in  entwickelterer  Form  dargestellt  werden  kann,  wenn  man 
[9>  (x  +  p)  —  9  W]*  naittelst  des  binomischen  Satzes  in  eine  Reihe 
verwandelt  und  bei  der  Differentiation  der  einzelnen  Reihenglieder 
von  dem  Satze 

Gebrauch  macht;  man  gelangt  so  zu  der  Formel: 

6)  •)    u,  =  (fc)o ify'  -  {k\tfirj-'  +  (kiyrry-' 

Die  wichtigeren  speciellen  Fälle  der  Formeln  5)  und  6)  sind 
folgende : 

Differentiation  der  Functionen  von  Potenzen. 
a.    Für  y  =  q>(x)  =  —  hat  man  nach  Nro.  4) 

X 

und  mittelst  der  bekannten  Regel  für  die  Differentiation  der  Pro- 
ducte 


*)  Unter  der  obigen  Form  ist  ük  zuerst  von  R.  Hoppe  in  dessen 
y,Theorie  der  höheren  Bifferentialquotienten"  (Leipzig,  1B45)  augegeben 
ivorden;  die  kürzere  Formel  4)  rührt  von  U.Meyer  her,  der  sie  in  Gru- 
nert's  Archiv  der  Mathematik,  Bd.  9,  mittelst  des  Taylor'schen  Satzes 
abgeleitet  hat.    Die  obige  Eutwickelung  dürfte  jedenfalls  einfacher  sein. 
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m 

üi  {--  l)"(n  —  1)  (n  —  2) fe  .  (n)^ 

1.2. 3. ..Ä~  aj"  +  * 

Ordnet  man  die  Glieder  in  umgekehrter  Folge,  indem  man  von 
der  Formel  (n)«-*  =  (n)u  Gehrauch  macht,  so  gelangt  mau  zu  dem 
Resultate 

7)  (-  !)•  J^y(i-) 

(«-!)(«- 2)  (n),Yl\    .... 
Hiernach  ist  z.  B.  für  F(y)  =  C» 

a 

(-^  l)»D"e* 

^^j(f)-+(.-.„.),(f)-'+(»-.)(-^)(..),(0""+-i- 

b.    Die  Specialisirung  y  =  q>{x)  =  x*  liefert 

^  =  (»)*)k(Ä  -.  1)  (Jfc  -  2) . . .  (2fc  -  »  +  1)  (2  x)"— , 


W 


mithin  ißt  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Summanden 

8)    VlFix')  =  (2xrF'%^)  +  ^l^^\2xr- V'-'^x^) 

n(n  —  1)  (n  ~  2)  (n  —  3)  ^p  ^^„^4  jrfa-3)(>ra) 
1  •  ^ 
1    n(»  —  1)  ....  (n  —  5)^g^^^^gy^,^_3)^^^^  ^ 

So  hat  man  z.  B.  fttr  F(y)  =  «<" 

.        ,«     X       .f,    ,    n(n-l)  .  w(H-l)(«-2)(n— 3) 

*  n(w— l)...(n— 5) 

'  +T.2.3.(4aa:2K"^'" 

Als  zweites  Beispiel  diene  die  Annahme  F(j/)  =  (1  +  ay)",  ^- 
orgiebt  sich  dann 
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jy.n  i^^i)u  —  l'(l'-^)-(i^-n+l^(2axy(  n(n-l)    1  +  a, 

(l+ax^y-f^  1    "^1.(1*— n+1)   4«« 


+  1)   4aa?2 

2 


,         n(n~l)(n~2)(n-3)       /IJ^o^^y  ] 

"^  1.2.(f*  — n  +  l)(/i  — n+2)V    4aaj»  /   "^  j 

Für  /i  =  n  +  J,  a=r  —  l  erhält  man  epecieller 


2>«(l— a;2f"^5 


^(2n  +  l)(^n--l)...3.1  ||  (n4-l)n(,i^l)l:-g» 

n+1  \/v         ^l^  2.3  0?« 

"*"  2.4.3.5        \    a;^    /        "  J 

oder  auch,  wenn  n  =  m  —  1  gßsetzt  wird, 


D^-^il-'X^f    a 


Mittelst  der  Suhstitution  a;  =  cosu,  wohei  u  einen  Bogen  des 
ersten  Quadranten  hedeuten  möge,  ist  die  eingeklammerte  Reihe  leicht 
zu  Summiren;  sie  verwandelt  sich  nämli'ch  in 

(ni)iC08^~'^usinu  —  {m)3COS^~^u8in^u 

+  (♦w)5Cos'"~"'^i*sm*w  r— ••• 

und  nach  Thl.  I,  S.  40,  Formel  15)  ist  ihre  Summe  =  sinmu  •=: 
sin(marccosx)  also 

10)  *)D"»-i(l  —  ic»)      ^  =  ^ ^ ^stn{mar(cosx). 

C.   Die  Specialisirung  y  =  <p(x)  =  yx  liefert 

oder  f ür  p  =  «r,  äg  =r  aidr, 

um  die  angedeutete  auf  r  bezügliche  Integration  ausauführenq  setzisn 
wir  zur  Abkürzung 

1^1  +  r  +  1 


*)  Dieses  Resultat  verdankt  man  Jacobi;  s.  Grelle's  Journal  für 
Mathem.  Bd.  15,  S.  1. 
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und  bemerken,  dass 

(fr   ~«    Vi  +  r        '     !._  1        *r  ~  r 

T 
mithin 

I  r  =  (r  —  r)  r' 

iBt.     Diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit   2*"-'  und  differcn7.irrn 
das  Product  (n  —  l)mal;  es  wird  dann 

und  fOr  T  =  0 

j[D— iTt-ijjo)  =  (n-  i)[D«-'(r»-»r')](«)  -  [D— '(r»-'  r')l(., 

Da  in  dieser  Gleichung  nur  die  beiden  Differentialqaotienten  D"  J' 
und  J>n— 12**— 1  vorkommen,  so  lässt  sich  der  erste  Differentialqno- 
üent  durch  den  aweiten  ausdrücken,  nftmlich 

t^^*^<'>  =  *%~-iT'^tJ-'r*-^](.)- 

Durch  (^ —  1)- malige  Anwendung  dieser  Formel  erhält  man 

d.  L  weil  der  letzte  Differentialquotient  unmittelbar  entwickelt 
den  kann 

_    (2n  — fc—  l)(2n— *—  2)...(2n  — 2ifc+  1) 


2»-i 

(- 

1)«-*1.3.6.. 

.(2n  — 

2k— 

1) 

2» 

-*+i 

Znfolge  diese«  Werthes  iet  weiter 

t 

üt 

(-  1)-* 

2"x— i* 

X»^mOmm»K 

(2n—h—\)(2n- 

-Ä— 2)...(2n 

— 2»;+l).1.3 

.5...(2fi 

1—2* 

-1) 

1.2.3....(Ä— 1)  ' 

und  wenn  man,    behufe  umgekehrter  Anordnung  der   Sammanden, 
/;  =  n  —  h  setzt,  so  wird 
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1 . 2  . 3 . . .  (n  —  Ä) 
_      (—ly       (n4-^—l)(n+^  — 2)....(2fe+l).1.3.5...(2;^— 1) 
~  2"  (VxY  ^^'  1.2.3....(n  —  Ä— 1) 

_      (—  ly       (n+fe— l)(n+^  — 2)-»(n+l)n(n— l)...(w  — ft) 
~  (2V^)'*+*'  1.2.3....Ä 

Hiernach  ergiebt  sich  folgende  Formel 

11))    i>,F(y*)— ^^^^ —  (21^;)--^^ 

(n4-l)n(n— !)(«— 2)  J^—'HV^ 
"*"  1-2  (2V^"+* 

Nimmt  man  beispielsweis  F(^)  =  (1  +  fly)*"""*f  bo  findet  man 

D»(l+a /?)*"-> 

_  (2n— l)...n    /oÜjfoV^Y"'  f.  _  n— 1  l+aVä 

(n-l)(«-2)  A+.aV^a^Y  ) 

1.2  V  2aVx   /       "■(■ 

Darin  ist  erstens 

(2n~  l)(2n  — 2)...(n  +  l)n  _  1 .2.3  .4....(2n  —  1) 
2«-i  ""  2«-il.2.3...(n  — 1) 

_  1.2.3.4...(2n-l)  _  ,    o   ß        /o*.       n 
=  2.4.6.8...(2n^2)-^-^-^--(2^-^)' 

femer  läset  sich  die  eingeklammerte  Eeihe  mittelst  des  binomischen 
Satzes  Summiren,  und  so  entsteht  die  einfachere  Gleichung 

12)     Ifil  +  « V^)«"-^  =  1.3.5..^.J2n-l)  _^  („,_iy-\ 

d.  Will  man  den  allgemeinen  Fall  y  =z  tp(x)  =  s^  betrachteut 
so  ist  es  am  zweckmässigsten,  die  Formel  6)  zu  benutzen  und  dabei 
die  Bezeichnung 


l>]  =  fAÖi  — l)(f*  — 2)...0*  — n  — 1) 
einzuführen;  man  erhält 

worin  Lk  durch  folgende  Formel  bestimmt  ist 

*)  Vom  Verfasser  zuerst  mitgetheilt  in  Crelle's  Journal,  Bd.  82, 
Seite  1. 
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Lt  =  Qo^im  -  Wi[(Ä  — 1)A]  +  (fc),[(Ä-2)A]  - 

In  den  drei  speciellen  Fällen  A  =  —  1,  A  =  2,  A  =  |  lässt  sieb 
die  für  Lt  angegebene  endliche  Reihe  sammiren ,  und  man  kommt 
dann  auf  die  unter  a,  b,  c  angegebenen  Formeln  zurück. 

Differentiation  der  Functionen  von  Exponentialgrössen. 

Für  y  =1  g?  (ä?)  =  c*  findet  man  nach  Nro.  5)  und  Nro.  6) 

13)  jfjie')^Elfr{e^  +  Ä^F"(e^)+ , 

worin  die  Coefficienten  Eu  Ik,  etc.  durch  folgende  Formel  bestimmt 

fiind 

14)  E,  =  {k\lc^  -Wi(Ä;-l)»  +  (ft),(Ä;-2)»  - 

Als  Beispiel  diene  die  Annahme 

woraus  nach  Formel  14)  auf  Seite  273,  TW.  I,  folgt 

sin  (A;  +  1)  arctan  —  I 

F(«(y)  =  (-l)*1.2.3...ft 1  ^    . 

(1  +  y-^/  -^ 

es  erg^ebt  sich  dann 

1  sin{2arclane~*) 

„^sinjd  arctan  C) 
+  ine       y(i  -f  c«')3       ' 

P   .,stw(4ardane-0    ■    

Auf  gleiche  Weiae  ISsst  sich  der  specielle  Fall 

behandeln,  wenn  man  die  Formel  15)  auf  S.  273,  TU.  I.  zu  Hülf. 

nimmt;  man  erhält 

g*  cos{2  arctan  (T^ 

lö)        ^TT^  ^  ~  ^^^  -ycTRO' 

c(?s(3arcfane""*) 
+  ^^^'     y(i+e2x)3 

TT»   p3  r — — -    -\-    •  •  •  • 

—   ^6^  VCl+C^O* 


Die  höheren  Differentialquotienten.  11 

Diese  Formeln  führen  o.  A.  zur  independenien  Bestimmnng  der 
Tangenten-  und  Secantencoefficienten.  Nach  Formel  11)  auf  S.  277, 
ThL  I,  ist  nämlich  mit  Rücksicht  auf  Nro.  32)  in  §.  50 

C  +  (T-*         1  1.2.3       ^  1.2... 5 

oder 

1 =  lLx !i_a.3    I. h x^ 

c2'-+  1         1  1.2.3       ^  1.2. ..5 

mithin,  wenn  n  irgend  eine  ungerade  Zahl  bedeutet, 

und  da  man  die  linke  Seite  nach  Formel  15)  entwickeln  kann,  so 
erhält  man  r„,  numlich 

Mittelst  desselben  Verfahrens  erhält  man  die  Secantencoefßcien- 
ten.     Nach  Formel  13)  Seite  277,  Thl.  I,  ist  zunächst 

'         =2.      ^ 


e'  +  er*         ^'  +  l 

1.2       ^  1.2.3.4  1.2.. .6       ^ 

mithin  für  gerade  n 

d.  L  unter  Anwendung  von  Nro.  16) 

18)       r„_(— 1)         2^1-^21 -^^"72^"^ J 

Durch  4ie  Formeln  13)  und  14)  erledigt  sich  zugleich  die  Diffe- 
rentiation beliebiger  Functionen  von  sinx,  cosx,  tanx,  etc.  Macht 
man  nämlich  Gebrauch  von  den  Eelationen 

cö5aj  =r ,       stnx  = -t ,  etc.      (t=K  — 1), 

so  bleibt  immer  nur  eine  Function  von  e^*  übrig,  die  sich  nach  den 
vorigen  Formeln  differenziren  lässt,  wenn  man  ix  für  rr,  mithin  idx 
für  dx  setzt. 
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Differentiation  von  Functionen  des  Logarithmus. 

# 

Die  Methode,  deren  wir  uns  hisher  zur  Bestimmung  von  JJt  he- 
dient  hahen,  passt  nicht  auf  den  Fall  j/  =  9(0;)  =  2  a;,  weil  der  n-te 
Differentialquotient  von  y^  =  (Ixy  nicht  unmittelbar  bekannt  ist. 
Wir  schlagen  daher  einen  anderen  Weg  ein. 

Differenzirt  man  FQx)  mehrmals  nach  einander,  so  bemerkt  mau 
leicht  folgendes  Bildungsgesetz 

19)  I)lF(1x)=^CoF(-^lx)-^ CiF^— »>(2a;)  +  CjF("-«>(?a?)— |, 

worin  Cq,  Ci,  Cj,  etc.  gewisse,  vorläufig  noch  unbekannte  Coefficien* 
tcn  bedeuten,  die  übrigens  unabhängig  von  x  sind.  Zu  ihrer  Be- 
stimmung dient  die  specielle  Annahme  F(i/)  =  «"*',  bei  welcher 
alle  angedeuteten  Differentiationen  ausführbar  werden,  nämlich 
D^FQx)  =  D^xr-^  =  {— l)"A(A  +  l)(A  +  2)...(A4.n— l)x-*— , 
FW(7a;)  =  (—  lyX^x-K 
Die  übrig  bleibende  Gleichung 

20)  A(A  +  l)(A  +  2)(A  +  3)....(A  +  n— 1) 

=  CoA»  +  CiA"-i  +  C2A— a  H +  Cn^iX 

giebt  zu  erkennen,  dass  man  die  CoeflQcienten  Co,  Ci,  etc.  durch  Aus- 
führung der  angedeuteten  Multiplication  in  combinatorischer  Form 
erhalten  kann;  es  findet  sich 

Co  =  1,     Gl  =  1  4-  2  +  3  H +  (n— 1), 

Ci  =  1.2  +  1.3  +  1.4  +  .--  +  l.(n—  1) 

+  2. 3  +  2. 4  +  .. -  +  2.  (n  —  1) 

+  3  .  4  H +  3  .  (n— 1) 


+  {n-2)(n-l). 

U.  8.  W. 

überhaupt  ist  Ci  die  Summe  der  Zahlen  1,  2,  3,  ...  (n —  1),  C^ 
die  Summe  der  in  ihnen  liegenden  Combinationen  zu  je  zweien  (ohne 
Wiederholungen)  wenn  jede  solche  Ambe  als  Produet  angesehen 
wird,  Gz  ist  die  auf  gleiche  Weise  gebildete  Summe  der  Tertien 
u.  8.  w.     Nennt  man,  wie  üblich,  den  Ausdruck 

A(A  +  l)(A  +  2)....(A  +  n-l) 
eine  Facultät  n-ten  Grades,  so  sind  Ci,  C3,  etc.  die  sogenannten 
Facultätencoefficienten,  welche  zum  Exponenten  n  gehören.  Wo 
die  Angabe  des  Grades  nöthig  ist,  pflegt  man 
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n  H  n  n 

Cl,         G}^         Cst  .  .  .  .    Cn— 1 

statt  Cq,  C<|,  .  .  .  Cn— I  zu  schreiben. 

Als  Beispiel  zu  Formel  19)  diene  die  Annahme  F(;y)  =  ^,  wo 
p  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  soll.     Bei  umgekehrter  Anord- 
nung der  Summanden  ergiebt  sich 
21)  I^(lx)P 

+  Gn-^sPip-l)(p-m^)^ — }• 

Ist  n  <^jp,  so  kommen  in  der  Parenthese  n  Glieder  vor;  im 
Falle  n  ^  j)  verschwinden  diejenigen  Glieder,  bei  denen  die  Anzahl 
der  gemachten  Differentiationen  mehr  als  p  beträgt,  so  dass  übrig  bleibt 

D^(Jx)P 


(-  ir-' 


a?" 


{c,-ii)(7a:)P-i-  Cn-^2Pip-l)(lx) 


P-2  + 


+  (-l)^+iC„-pi)(i>-  l)(i>-2)  .  .  .  2  .  1  [ 


DarauJs  folgt  z.  B.  für  o;  =  1,  wenn  {Ix)p  kurz  mit/(^)  bezeichnet 
wird 

22)  /<»)(1)==(— l)»+PC„-pl.2.3...p. 

Eine  Anwendung  dieser  Formel  ist  folgende.  Erhebt  man  beide 
Seiten  der  Gleichung 

1(1+5)  =  lüT   -   I««    +   1^»   _  1^    -I-   .   .  .. 
-    1    <«<    +    1, 

anf  die  p-te  Potenz,  so  erh&lt  man  ein  Resultat  von  der  Form 

P(1+5)]P 

=  ApgP  +  ^  +  1«"+*  +  ^+s«P+»  -f- 

ond  zufolge  des  Taylor'schen  Satzes  müssen  hier,  wenn  f(x)  =  (!«)', 
X  =  l,  h  =  e  gesetzt  wird,  folgende  Gleichungen  stattfinden 

.       _       /^>(1)  .  -  f'-^Hl)  „      „     ^ 

'^'—  l.i...p'     "*'  +  '  —  1.2. ..(!>+ 1)' 
Mittelst  der  Formel  22)  erhält  man  jetzt 

P+i  P+a 

P+1  (jP  +  l)(P  +  2) 

-  1  <^<  +  1. 

Hieran  werden  wir  später  die  independente  Bestimmung   der  Fäcul« 
tätencoefficienten  knüpfen. 


/ 
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t^fi'    4- 


I 


Differentiation  von  Functionen  des  i/^    /       ^ 

Die  Methode,  deren  wir  uns  bisher  zur  B^     ^        ^      • 
dient  haben,  passt  nicht  auf  den  Fall  y  =  /,  %    ^%  ^ ''^.n 
DiflFerentialquotient  von   y*  =  (7a;)*  nicl#  ^  -^ 
Wir  schlagen  daher  einen  anderen  Wegij  "%  %  % 

Differenzirt  man  F(7a;)  mehrmalf^ '^        f^'^ 
leicht  folgendes  Bildungsgesetz  ^^       "*  ^ 

19)  i);j'ax)=^{ci,F(")(?x)--      "^ 


\ 


^ 


worin  Co,  Ci,  Q,  etc.  gewiss«^     \,       ^ 
(cn  bedeuten  1  die  übrigens  k\(i        '\ 
Btimmuug  dient  die  speö^  'i  *     ^ 
alle  angedeuteten  Differp  %/^%   '%' 


DTQx) 


a, 


FWQx)  =  (—  1)»; 
Die  übrig  bleibend!      -f 
20) 


;^ 


KK  : 


%9  ^ 


r« 


giebt  zu  erker 
führung  der 
erhalten  krf 


t> 


^ 


?     'i 


i 


.  •  .  i,  ist 
-iien,  benutzen  wir  die  F(^ 


.1, 


-  Ä 


Ä   +    1 


(P) 


/«^      _  O^  —  *)  Cp -iii\^^  ^"^ 


/ 


>Aten 


.  =  (j»)*{i  -  (p-*)i  +  (p— *)i  — . . . 

.<er  lässt  sich  die  in  der  Parenthese  stehen^g  |. 
man  die  bekannte  Formel*)  ^^o 

(«)».(^)o  +  («)m-l(^)l  +  («)«-20J)2    +  —  +  f  . 

^,  =  (-  l)-*(p)*(l»  -  *  -  1)«_.  =^  X/^'s  (a— 

^V  ^  kl 

*)  Man  erbalt  sie  u.  A.  dadorcb,  dass  man  q;  \    ^S>* 

(1  -\~  sy*  und  (1  +  e)ß  mit  einander  multiplicirt    ^^ 
geltende  Reihe  für  (1+^)«+/»   direct   entwickele 
Coefficienten  von  gm  vergleicht» 


=^1» 
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^ 


<t. 


ö^  ^>^^4  durch  (» — p\  ausgedrückt  wird, 


*?^ 


v^ 


^ry         ^       ^  Ij,  etc.  und  Fj,  Fj,  etc.  hat  man  end- 


'^^    '  '.       ^         ""^^  — l-n«..    1        Wa    -J)— St^«..« 


^'^  **^  'Sl  '^atz,  dass  die  Differentiation 

''>*  "^  '  nf  die  Differentiation  der 


^    y«w^  '  zurückkommt. 


*V^*^^  '  zeigen,  wie  »ich  die 

'^.  ^"i^    'V  Xj.  -iort  nur  für  ganze 

\»  ««a»  eu  lässt.     Setzt 


\ 


*♦!  ♦ 


^- ..  X 


.ii,  Bo  ist  nach  Nro.  23) 

«izirt  und  dann  x  =  0  gesetzt  wird, 

.  /_  1).  1-2.3...»  "+* 

-^       ^  (Ä-f-l)(Ä!  +  2)...(A;  +  n)    " 

.oiel  25)  folgt  nun  für  x  =  0,  also  y  =  1,  und  unter 
•iOg  der  vorstellenden  Formel 


{D'y^ 


(«) 

•+1  m+i 


■  /_  (n)i  g.         ■     («)»  G.  1 

=  (-l)»iK»»''^^"l     1»— 1   2...(n+l)"^l)-2  3...(n  +  2)     '    j 

Klvi>(*-*>-|— -^^^  —  +       ^"^^      ^^^5 1. 

n     •    •     ilfiT  Coefficient  bestimmt,  welchen  a:"  erhält,  sobald  f^  nach 
*^*  ^        -  entwickelt  wird.    Unter  Benutzung  des  abkürzenden 
Poten»«^  ^ 

Zechen»  „  +  i  „  +  a 

f. (n -!>)»/  Wi  ^n      I        (^>i         ^" 

26)  P-  =  TXTXl      (n  +  1),  |>— l^(n  +  2),i?-2 

.ifln  folgende  Reihenentwickelung 
jjat  man  •**"      * 
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Differentiation  der  Potenzen  von  Functionen. 

Die  bisherigen  Fälle  hatten  das  Gemeinsame,  dass  die  Functioa 
y  =  (p(x^  specialisirt  wurde  und  F(j/)  willkührlich  blieb;  das  Gegen* 
stock  hierzu  bilden  die  Fälle,  wo  F{y)  specialisirt  und  y  aUgemein 
gelassen  wird.     Als  ersten  derartigen  Fall  betrachten  wir 

F(i/)  =  y^ 

und  setzen  dabei  p  als  ganz  beliebige  Zahl  voraus.  Die  Formeln 
5)  und  G)  geben  dann 

D'y  =  (P)i  U,y'-'  +  ip),  U,y'-''  +  ••'  +  (p),  uy-', 

Ut  =  (Ä),  Fi  -  Qc\  Ft_,y  +  {k),  Vt-iy*  +  •  •  •  ±  (^>.  -,  K,  y'-, 
wobei  die  Abkürzungen 

7,  =  I>y.     F,_,  =  i)>*-*  u.  s.  w. 

benutzt  worden  sind.  Substituirt  man  die  aus  dör  zweiten  Gleichung 
genommenen  Werthe  von  üi,  CZo,  .  .  .  C/j,  in  die  erste  Gleichung,  so 
kann  man  letztere  leicht  nach  Potenzen  von  y  ordnen  und  das  ResuJ- 
tat  auf  folgende  Form  bringen 

•  24)  Dy  =  Aivy-'  +  A, ry-'  +  •  •  •  +  Avy-', 

worin  irgend  einer  der  Coefficienten  Ai,  At,  .  •  •  An  ist 

Ai  =  (fc)oa>)*-(*  +  l)i(p)*  +  i  +(fc  +  2),(p)*  +  a— .±(n),_i(i<L. 
Um  diesen  Ausdruck  zu  vereinfachen,  benutzen  wir  die  Formeln 

(fc)o  =  l.    (fc  +  l),=*±J:,     (fc  +  2),  =  (*±|^f±il, 

..  p  —  k,.        ,.  Cp  — fc)(p  — Ä— 1).  , 

0')*+»  =  jr+i^p^"  (!>)*+«=   (k  +  ink+2)  ^^* 

und  erhalten 

ÄM  =  (p)ä{l  -(p-k)i  +  ip-h)2 ±(l>  — Ä)— *}. 

Hier  lässt  sich  die  in  der  Parenthese  stehende  Reihe  summiren,  wenn 
man  die  bekannte  Formel'*') 

(«)«(^)a  +  («)«-i(/3)i  +  («)m-«(^),  +  -  +  («).(/»)«  =  («  +Ä- 
für  a  =  —  1,/J=:jp  —  JCf  m  =  n  —  k  benutzt ;  es  folgt 


*)  Man  erhält  sie  u.  A.  dadurch,  dass  man  einerseits  die  Reihen  für 
(l-|-^)a  und  {i-\-e)ß  mit  einander  multiplicirt,  andererseits  die  gleich- 
geltende Reihe  für  (l-f-^)a  +  /'  direot  entwickelt  und  schliesslich  die 
Coefficienten  von  z^  vergleicht 
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oder  auch,  wenn  (n — i>)ii— *  durch  (n — p)n  ausgedrückt  wird, 

Zufolge  der  Werthe  von  Ai,  Ä2y  etc.  und  Fi,  Fj,  etc.  hat  man  end- 
lich nach  Xro.  24)  * 

25)    Dy=^(n-p).{-^/-'2)>+-^,-«J^j,'-...) 

und  es  liegt  hierin  der  hemerkenswerthe  Satz,  dass  die  Differentiation 
jeder  beliebigen  Potenz  einer  Function  auf  die  Differentiation  der 
ganzen  positiven  Potenzen  derselben  Function  zurückkommt. 

Als  Anwendung  der  Formel  25)  wollen  wir  zeigen,  wie  sich  die 
in  Nro.  23)  gegebene  Heihenentwickelung,  welche  dort  nur  fär  ganze 
positive  p  bewiesen  wurde,  auf  beliebige  jp  ausdehnen  lässt.  Setzt 
man  nämlich 

und  bezeichnet  mit  Ä;  eine  ganze  positive  Zahl,  so  ist  nach  Nro.  23) 

mithin,  wenn  ti-mal  differenzirt  und  dann  x  =  0  gesetzt  wird, 

l^^y  Mo)        ^      '^J  (Ä  +  l)(ik  +  2)...(fc4-w) 
Aus  der  Formel  25)  folgt  nun  für  ^  =  0,  also  y  =:  1,  und  unter 
Benutzung  der  vorstehenden  Formel 

= (- '  ««-rt-l-^  •  rivi) + Ä  •sJWr- j 

(-l)"jp(n~i?),f  (n)i       "ft!  Wi        U' 1 

""        1.2...W       1      (w  +  l)ii>  — 1        (n-|-2)2i)  — 2  j 

Damit  ist  der  Goefficient  bestimmt,  welchen  x^  erhält,  sobald  y^  nach 
Potenzen  von  x  entwickelt  wird.  Unter  Benutzung  des  abkürzenden 
Zeichens 

26^    p    _!>•(« -!>)■./  (»)»         '(^r.      1        (")^        "g" ) 

'"*-'""    1.2...n  1      (n+1),  p— l^(n  +  2)ii>-2  1 

hat  man  also  folgende  Keihenentwickelnng 
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27)        pli±?)y  =  i  ^  p^x  +  P^x^  —  Paa?»  + , 

welche  gleichfaUs  an  die  Bedingung  —  l  <^x  K^-^-  l  gebunden  iit 

Differentiation  der  Logarithmen  von  Functionen. 
£rtheilt  man  der  Gleichung  25)  die  Form 

und  geht  dann  zur  Grenze  für  verschwindende  p  über,  so  erhÜt  man 

28)     K^y  =  ^i^y  -  ^Kv'  +  02^.y' 

»  Die  Differentiation  des  Logarithmus  einer  Function  redncirt  ndi 
demnach  auf  die  Differentiation  der  succesnven  ganzen  positiven  Po- 
tenzen derselben  Function. 

Mittelst  der  Formel  28)  sind  z.  B.  die  höheren  Differeniialqno- 
tienten  von  IcoBX  und  Isinx  leicht  zu  entwickeln;  man  würde  n&m* 
lieh  die  Potenzen  von  cosx  und  sinx  nach  den  auf  Seite  261  des 
ersten  Theils  angegebenen  Formeln  in  Cosinus  oder  Sinus  der  Viel- 
fachen von  X  umsetzen  und  dann  die  auf  der  rechten  Seite  angedea* 
teten  Differentiationen  ausführen  *). 


IL    Die  Yertauscliung  der  unabhängigen  Variabelen. 

Aus  den  im  Anfange  des  ersten  Abschnittes  aufgestellten  Fot^ 
mein  sind  F'(y)^  ■F"(y),  F'"\^)  etc.  der  Reihe  nach  leicht  herzu» 
leiten,  n&mlich 

9'(«) 

^^>- ^fl^» • 

r"(y) 
_  y^(«)V'"('g)-3  9'(x)  ip"(x)f"{x)  +  [3  9"ix)*-  q>'ix)  qr\x)]f{x), 
—  9'(x)» 

n.  8.  w. 


*)  Die  mitgetbeilten  Anwendungen  der  allgemeinen  Formeln  6)  und 
6)  sind  meisteni  von  R.  Hoppe  in  dessen  sohon  genannter  Schrift  entr 
wickelt  worden,  zum  Theil  auf  weniger  einfache  Weiae. 
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wie  man  auch  durch  successive  Differentiationen  und  Divisionen  mit 
^'{x)  finden  kann.  Um  allgemein  F^^^iy)  zu  entwickeln,  nehmen  wir 
die  Gleichung  5)  fiir  die  Werthe  n  =  l,2,3,...nin  Anspruch 
und  eliminiren  aus  den  erhaltenen  n  Gleichungen  die  n  —  1  Func- 
tionen F'iy),  F"(»,  .  .  .  ^^"-1^^).  Dies  hat  auf  dem  folgenden 
Wege  keine  Schwierigkeit. 

Vermöge  der   Bedeutung  von   Vt  sind  die    erwähnten  n  Glei- 
chungen :        ^ 
BS 

7)2  0  7)20« 

fix)  =iii^ir'(y)+:^F'(y), 

1)3  0     '  7)8  02  7)3  03 

/"{*)  =  ^r{y)  Ar  ^F"{i,)  +  ff^F"'(y), 

7)a  0  D"  0«  D"  0« 

f 

und  darin  beziehen  sich  die  mit  D  angedeuteten  Differentiationen  auf 
die  Yariabele  p,  die  nach  Ausfuhrung  jener  Differentiationen  =  0 
zu  nehmen  ist.     Wi^  setzen  nun  abkürzend 


29)  Sl  = 


_    Q 


qp(aj  +  p)  —  (p{x)         &  • 
multipliciren  die  obigen  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  den  Factoren 
(n-l)o[2>-iÄ"](o),  (n-l)i[I>-«Ä»](o).    (n-l)2[2>«-8Ä»](o),... 

(n-l),-i[Ä"](o), 
worin  sich  die  angedeuteten  Differentiationen  gleichfalls  auf  q  bezie- 
hen, und  addiren  die  Producte.     Die  entstehende  Summe  lässt  sich 
in  folgender  Form  darstellen 

30)    (n-  l)o[2)— »Ä-Jw/C«)  +  (»-  1),[D— *ß"](o)/"(«)  +  •••• 

+  (n-l)«_x[Ä«](„/<")(«) 


■    •    .    • 


und  zwar  ist  hier 

oder 

+  (n—  1)2  [2)»i^] [!>"-«»*]  H • 

wobei  am.  Ende  ^  =  0  zu   nehmen  ist.     Man  bemerkt  nun  augen- 

Scblömilch,  Analysii.  IL  2 
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bliddich,  dass  sich  der  für  a«  gefiindene  Ausdrack  sehr  lUBammen- 
ziehen  läset,  nämlich  in 

woraas  wegen  SIS  =  q  wird 

Wendet  man  die  Regel  zur  Differentiation  der  Prodncte  an,  indem 
man  p*~^  ab  den  einen,  Ä«— *+^®'  als  den  anderen  Factor  betrach- 
tet, so  erhält  man  weiter 

a*  ==  Jfc  .  (n  —  l)4_i .  1 . 2 . 3 . . .  (Ä  —  1) [I>"-*(Ä«-*+ >  ©0](o> 
oder  {GiT  k  =  n  —  h 

Nan  ist  zufolge  der  Bedeutungen  von  0  und  Sl 

oder,  weil  sich  rechter  Hand  der  erste  Summand  gegen  den  letzten  hebt, 

mithin  durch  Substitution  in  Nro.  31) 

_-^==i-:_=-(«-l),_»_xr-f2)J+^ß*l    . 
1 . 2 .  3 . . .  (n  —  h)  L  »      ^  J(o) 

Da  im  Allgemeinen  [-D^^^^Xo)  ®^^®  bestimmte  endliche  Fonction 
von  X  bildet,  so  verschwindet  die  rechte  Seite  der  vorstebenden  Glei- 
chung in  Folge  des  Factors  9  =  0,  vorausgesetzt,  dass  h  nicht =0 
ist;  man  hat  daher 

a„-A  =  0 ,    wenn  Ä  >  0. 
Im  I^alle  %  =  0  dagegen  erhält  man  unmittelbar  aus  Kro.  31) 

i 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  30)  reducirt  sich  jetzt  auf  JP^")(y), 
und  so  ist  nun 

32)J'<">(y)=(«-l),[l>;-*Ä"]^.,/(ar)  +  («-l),[Dj-Ä"]^,^''(x) 

+  (n  -  1),[d;-'ä"](o,/"(*)  +  •  - 

Man  kann  diese  Formel,  welche  die  vollständige  Lösung  dea  ge- 
stellten Problems  enthält,  auf  doppelte  Weise  umgestalten,  je  nacb- 
dem  eine  Zosammenziehung  oder  eine  weitere  Entwickelung  dersel- 
ben wünschenswerth  ist. 
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Für  den  ersten  Zweck  dient  die  Bemerkung,  dasB 

gesetzt  werden  darf;  es  folgt  dann  aus  Nro.  32) 

and  ohne  Abkürzangen,  wenn  Flq>(xy]  =f(x)  ist, 

SS,  p*'[,(.„  =  [x,-.|(__£__)V(.+ „)L. 

oder,  wenn  a?  +  ^  =  |  gesetzt  wird, 

34,  p-'[,(«)i = [^-{(  ,(J  z ;,.)  )V(i))i,..,- 

um  ferner  die  Gleichung  32)  weiter  sa  entwickeln,  schreiben  wir 
35)     JW«)(y)  =  PafM(x)  +  (n-  l)iP,/<— ''(«) 

+  (n-l),P,/— «>(«)  + 

und  bemerken,  dass  der  Ansdruck 

mittelst  der  Formel  25)  umgestaltet  werden  kann,  wenn  die  in  lets^ 
terer  vorkommenden  Grössen  x,  y^  n,  p  der  Reihe  nach  durch  ^, 

• — f  A,  —  n  ersetzt  werden.     Hiernach  erhalten  wir  zunächst 

^,(l)-=_.,+.>,{A,(|)-VXf) 

und  für  ^  =  0 

*        ^      '*l(»»+i)»'"+*L  ApAo) 


--[Ol +■•••) 


(n  +  2)y' 

Die  Differentialquotienten  rechter  Hand  gestatten  noch  eine  Trans- 
formation; wenn  nämlich  die  identische  Gleichung 


9' 


(t)'=  -• 


worin  h  eine  ganze  positive  Zahl  bedeute  möge,  (k  -|-%)-mal  diff^ 
renzirt  und  nachher  ^  =  0  genommen  wird,  so  findet  sich 

mithin 

L  AqJU    (*+i)(Ä  +  2).-.. 


4-l)(fc  +  2);...(A;  +  Ä)' 


(•        '^ 
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Zur  Abkürzung  sei  endlich 


^^^  ^*  ~  (fc+l)(»  +  2)...(fc+*) ' 

die  für  P^  angegebene  Formel  lässt  eich  dann  in  folgender  Weise 

darstellen 

87))     i.,_-„_^[_^-^__^_^  + 

Wie  man  aus  den  Formeln  4)  und  5)  verglichen  mit  Nro.  35),  3ü) 
und  37)  ersieht,  haben  die  beiden  in  der  Einleitung  erwähnten  Fun- 
damentalprobleme mit  einander  die  Eigenthümlichkeit  gemein,  dass 
ihre  Lösungen  zuletzt  auf  die  mehrfachen  Differentiationen  der  Po- 
tenzen von  0  zurückkommen. 

Ein  bemerkenswerthes  Beispiel  zu  Formel  34)  bietet  die  An» 

nähme  q)(x)  =  — ;  man  erhalt 

X 

=  (-i)-««[i>p'{r/'(i)}i5_.,, 

d.  i. 

oder  auch,  wie  sich  u.  A.  bei  Ausführung  der  auf  der  rechten  Seite 
angedeuteten  Differentiationen  zeigt, 

JP<"'(1.)  =  (_  1)-«"  +  *2J:{*-V(x)}. 

Bezeichnet  man  F(  —  ]  =/(a;)  kurz  mit  j9,  so  kann  man  dieses  Ke» 
Bultat  in  folgender  Form  darstellen 

*)  Das  Problem  der  Vertauschung  der  unabhängigen  Variabelen  i*t 
in  allgemeiner  Auffassung  zuerst  vom  Verfasser  durch  die  Formeln  32 
bis  37)  ffelöst  worden;  sieoe  die  Sitzungsberichte  der  Königl.  sächsisch t-n 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig,  Jahrg.  1857;  oder  Zeitschnt- 
für  Mathematik  u.  Physik,  Thl.  III,  S.  §5.  Wie  man  mit  Hülfe  der 
Determinanten theorie  zu  denselben  Formeln  gelangen  kann,  ceiift: 
K  Hess  in  der  Zeitschr.  f.  Mathem.  u.  Phys.,  "Äl.  XVIL  S.  1. 

**)  Auf  anderem  Wege  ist  S.  Spitzer  zu  derselben  Formel  gelang 
und  nat  sie  zur  Reduction  gewisser  Differentialgleichungen  benutzt;  s. 
dessen  Studien  über  die  Integration  linearer  Differential- 
gleichungen (Wien  1860),  pag.  65,  Xro.  13  ). 
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Die  Differentiation  anentwickelter   Functionen. 

Wenn  zwischen  den  Variabelen  x  und  y  die  Gleichung 
39)  X  =  9(y) 

stattfindet,  so  folgt  daraus  ein  Resultat  von  der  Form 

y  =  *W, 
und  irgend  eine  Function  von  y,  etwa/(y),  ist  dann  auch  eine  Func- 
tion Yon  x^  was  durch  die  Gleichung 

/(y)  =  F{x) 

ausgedrfidLt  werden  möge.      Nach  dem   Vorigen  hat  es  nun  keine 
Schwierigkeit,  die  nach  x  genommenen    Differentialquotienten   von 
f(jß)  =  F(x)  aus  der  urspränglich  gegebenen  Gleichung  herzuleiten}^ 
68  ist  nfimlich  • 

m  =  Fix)  =  ^[^(y)], 

dX*    ~    dxf     ~   t<*9(y)]"    ~         ^^^'^' 
Man  erhält  folglich  den  geeuchten  Differe&tialquotieiiteii,  wenn  man 
in  Formel  33)  jf  an  die  Stella  von  -x  treten  iSast,  also 

Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Sache  in  dem  häufig  vorkom- 
menden Falle /(^)  =  y,  d.h.  da,  wo  es  sich  um  die  Differentialquo« 
denten  der  inversen  Function  y  =  ^(x)  handelt;  es  ist  dann 

^^^      "55^""-^    lU(y  +  p)- 9(y)/)(o/ 

Selbstverständlich  kann  man  die  auf  den  rechten  Seiten  von  Nro.  40) 
and  41)  stehenden  Ausdrücke  ebenso  wie  vorhin  weiter  entwickeln, 
wenn  man  y  statt  des  frfiheren  x  schreibt 

Transformation  der  Potenzenreihe  von  Mao  Laurin. 

Wir  gehen  von  der  bekannten  Gleichung  auB 
F(y)  =  ^  +  Ay  +  _dL.,.  +  _^y,  + 

••••  +  l.-2:t...n»"  +  ^^"^^' 
worin 

A^  =  ^(O).      Ai  =  r(0).      4i  =  F"(0) 
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ist,  und  das  Ergänz angsglied  J^m  +  i  unter  der,  auf  Seite  434  dea 
ersten  Theiles  angegebenen  Form 

0 

dargestellt  werden  kann.     Mittelst  der  Substitutionen 

y  =  if{x),      F(if)  =  Fi<p  («)]  =  m 
erhalten  wir  zunächst 

and,  wie  unmittelbar  erhellt»  liegt  hierin  die  Entwickelang  einer 
Function  f{x)  nach  Potenzen  irgend  einer  anderen  Function  9>(xV 
Zur  vollständigen  Lösung  dieser  Aufgabe  wird  es  aber  nothwendig, 
sowohl  die  Coefficienten  Äq^  -^i«  -^  etc.  als  den  Rest  iSn  +  i  darch 
f{x)  und  q)(x)  allein  auszudrücken;  dies  kann  auf  folgende  Weise 
geschehen. 

Bezeichnet  a  einen  Werth  von  der  Beschaffenheit,  dass  9>(a):^0 
'  ist,  d.  h.  bezeichnet  a  irgend  eine  reelle  oder  complexe  Wurzel  dar 
Gleichung  (p{x)  =  0,  so  hat  man  für  x  =  a 

f(a)  =  F[<p(a)]  =  FiO)  =  Ao 
oder  umgekehrt  Aq  ^=f(a).     Aus  der  allgemeinen  Formel 

ergiebt  sich  femer  tBLC  x  =  a 


oder 


— '.-((^)V(<.., 

Was  endlich  den  Best  En^i  anbetrifR;,  so  ist  zunächst 

*'+'  =  i.2...n  J  [9'(*)-«]'^+ "(••)«*« 

0 

und  daraus  wird  durch  Substitution  von  u  =  (p(t)^  wo  (  eine  neae 
Variabele  bezeichnet, 


■s 


^  +  '  =  l.2\..n  fi^V{'')-9m'F^'*»l9m9'(t)dt, 
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doch  ist  zu  bemerken ,  dass  den  frdheren  Grenzen  u  =  0,  und 
u  =  (p(x)  nur  in  dem  Falle  die  Grenzen  t  =  a  und  /  =  x  entspre- 
chen, wenn  g)(t)  yon  ^  =  a  bis  (  s=  d?  entweder  nur  wächst  oder  nur 
abnimmt,  weil  diese  Eigenschaft  bei  der  ursprünglichen  Variabelen  ü 
von  selber  stattfindet.  Setzen  wir  nun  yoraus,  dass  a  reell  sei  und 
dass  q>  (t)  die  eben  erwfthnte  Eigenschaft  besitze,  so  können  wir  auch 
F('>4-i)[qp(^)]  leicht  durch /und  (p  ausdrücken;  das  Gesammtresultat 
besteht  dann  in  folgenden  Formeln: 

42)        fix)  =  Ao  +  ^<p(x)  +  ^q>(»)^  + 

44)  ij;+,  = 

X 

Wollte  man  die  unter  Nro.  42)  angegebene  Reihe  ins  Unend- 
liche fortsetzen,  so  müsste  man  entweder  die  Bedingungen  ermitteln, 
bei  welcheu  lAmBn^i  =  0  wird  (für  n  =  oo),  oder  man  hätte  auf 
anderem  Wege  die  Grenzen  f&r  x  zu  bestimmen,  innerhalb  deren  jene 
unendliche  Reihe  convergirt  und  f(x)  zur  Summe  hat.  Es  wird  sich 
später  bei  einer  anderen  Gelegenheit  zeigen,  dass  diese  Grenzen  für 
die  Gültigkeit  der  Entwickelung  unabhängig  yon  der  Restunter- 
suchung, also  gewissermaassen  a  priori,  gefunden  werden  können, 
und  es  ist  dies  der  Grund,  warum  wir  den  Gegenstand  yorläufig 
nicht  weiter  yerfolgen.  Nur  wollen  wir  noch  zeigen,  wie  sich  die 
Formel  42)  zu  einem  anderen  speciellen  Zwecke  benutzen  lässt. 


Das  Bildungsgesetz  der  Facultätencoefficienten. 

Auf  Seite  12  wurden  die  Facultätencoefficienten  durch  combi- 
natorische  Operationen  bestimmt,  deren  Ausführung  zwar  jederzeit 
möglich,  aber  bei  einigermaaSsen  grossen  Exponenten  mit  ausser- 
ordentlichen Weitläufigkeiten  yerbunden  ist.  Es  entsteht  daher  die 
Frage,  ob  die  angegebenen  Ausdrftcke  eine  Vereinfachung  zulassen. 
Man  hat  nun  fiür  den  ersten  Ooeffieienten 

Ci  =  1  +  2  +  3 >  . .  .  +  (n-  1)  =  "^"~  ^^ 
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für  den  zweiten 

q^  =  1  .  [2  +  3  H-  4  + +  (n-  1)] 

'     +  2.  [3  4-  4  +.....  +  (n-1)] 
+  3  .  [4  + I-  (n  —  1)1 


+  (n-2)(ti  — 1) 

nnd  durch  Summirung  der  einzelnen  Horizontalreihen 

-        ,    (n  +  l)(n~2)  .  ,  (n  +  2)(n~3)  (n  +  3)(n-4) 

Ci  =  l 2 1-2 1-3 2 1 

.    /        «X  (2n  — 2).l 
+(n-2).^ ^ 

Irgend  eines  dieser  Reihenglieder  ist 

worin  g  die  Werthe  1,  2,  3,  ...  (n  —  2)  erhftH;  man  hat  daher 

C!|=ln(«-l)[l   +2  +  3  + 4-(rt  — 2)] 

—  |[1«+  2*+  3«+ +  («  —  2)»] 

-  \[l»-\-  2»+  3»+  •  •  .  ■  +  (n-2)»]. 

d.  i.  wegen  der  bekannten  Summen  dieser  Reihen  nnd  nach  geh5ri> 
ger  Znaammenaiehnng 

"        n(n  — l)(n  — 2)(3«— 1) 

^=  24 

Schon  heim  dritten  CoefQcienten  wird  dieses  Verfahren  sehr  amstftnd- 
lieh,  nnd  wir  gehen  deshalh  einen  anderen  Weg. 

In  der  unter  der  Bedingung  y^  <^\  geltenden  Formel 

p  p  +  i   t/P  +  i         p+a  i/P  +  a 

P(l  +y)]P  =  G,ifP  -  Gl  ^-r--  +  (7,  ^ 


setzen  wir 

1(1  -}-  y)  =  «    also    y  =  e*  —  1 

und  erhalten  dann  die  neue,  fürZ2>>-:c>>  —  oo  geltende  Entwi- 
ckelung 

woijn  wir  p  als  ganze  positive  Zahl  voraussetzen  wollen.     Die  n&m- 
liche  Entwickelung  muss  sich  auch  aus  Formel  42)  ergeben,  wenn 

/(«)  =  a^,     q>{x)  =  e*  —  1 
genommen  wird,  so  dass 
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-4^ /'^  _  i\©  J ^£+1 


ist.     Die  Vergleichong  beider  Entwickelungen  von  x^  giebt  erstens 

.A^  ^^^  A\  =^  ilj  ■  •  •  •  •  ^^^  iAp — 1  ——  ü| 
was  such  sonst  gleich  erhellt,  weon  man  für  e*  die  gewöhnliche  Reihe 
setzt  und  Alles  nach  Potenzen  von  x  ordnet.     Zweiten^  folgt  für 
jedes  ganye  positive  }&  inclusive  X;  =  0 

/_  ly 9lL — ^P  +  * 

^(P  +  l)(p  +  2)  .  .  .  (p  +  Ä)  ""  1  .  2  .  3  .  .  .  (d  +  Ä) 

oder 

p+*  (—  1)* 

^*  =1.2.  3... ir^»»"^* 
d.  i.  nach  Formel  43),  wobei  a  =  0  zu  nehmen  ist, 

^^        1.2.3...!)^  IVe*-!/       ^         /(o)- 

Wendet  man  rechter  Hand  die  Regel  zur  Differentiation  der  Producte 
an,  so  erhält  man 

oder,  wenn  n  statt  !>  4*  ^  ^"id  ^  für  x  geschrieben  vrird, 

45)  C.  =  (-!)*(«- 1).[7>»(^)"L. 

Der  noch  übrige  Differentialquotient  gehört  zu  der  früher  betrachte- 
ten Form 

und  kann  daher  nach  Nro.  37)  entwickelt  werden,  sobald  man 
y  =  ^{x)  =  e*  und  dann  x  =  0  setzt,  wodurch  ^  =  1  wird;  es 
ist  demgem&ss 

[-(Ä)i 

und  darin 

^*        (Jfc -I- 1)  (fc  4- 2) (Jfc+Ä)* 


ko) 
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Die  noch  angedeutete  Differentiation  ist  leicht  auszuführen,  wenn  man 
{eQ  —  1)^  mittelst  des  binomischen  Satzes  entwickelt;  dies  gieht 

_(h)oh»+^  -  (A)t(/.-l)*^•*  +  (/.>,(A-2)*t* 

*>)    VA—  ß^i)(ii^2)(k  +  3) (ft  +  A) 

mitliin  nach  Nro.  46)  und  45) 

48)     C,  =  (-  l)*+i„(„_l),(„+Ä)»{-^e,  -^^'  +  •  •  • 

Hinsichtlich  des  mit  Qa  bezeichneten  Quotienten  ist  noch  zu  be- 
merken, dass  derselbe  gleichfaUs  mit  der  Theorie  der  Facultäten  in 
gewissem  Zusammenbange  steht.  Definirt  man  nämlich  die  Facultat 
als  eine  Function  zweier  Yariabelen  ^  (der  Basis)  und  p  (des  Expo- 
nenten), welcher  die  beiden  Eigenschaften 

^(/i,0)=  1,      *Öi,l?  +  l)  =  Ö*+i')*Ö*,l>) 
zukommen'*^,  so  hat  man  einerseits  fiir|?  =  0,  l,2.,.(n  —  1) 

*(f*t  1)  =  ^*(f*,  0)  =  (i, 

*ö*,  2)  =  (ft  +  1) ^0*.  1)  =  ^(ft  +  1), 

*(f*.  3)  =  (ft  +  2)*(ft,  2)  =  (i(ii  +  l)(ii  +  2), 


^(ft.n)  =  f*(fA  +  l)(f*  +  2) (^  ^-n—  1), 

andererseits  für  i)  =  —  1,  —  2,...  —  n, 

*0*.  0)  =  (f*—  l)?(;(fi,  —  1)  oder  ^(/i,  —  1)  = r. 


^ö*,  — 1)  =  0*  — 2)i/;(fi,  —  2)oder  i(;(|[t,  —  2)  = 


1 


(/i-.l)(^-2) 


qp(^,  —  n)  = 


Ö*— l)(ft-2)...0t"n)' 
der  Gonsequenz  wegen  mnss  also  der  letztere  Ausdruck  eine  Facultat 
mit  negativem  Exponenten  heissen*     Unter  der  Beding^g  ii  "^  n 
kann  dieselbe  in  eine  nach  absteigenden  Potenzen  von  fi  frai^ehende 
Reihe  entwickelt  werden,  deren  Coefficienten  wir  nach  Analogie  mit 

— n    —n    —n 

Co,  Ci,  Cs  etc.  bezeichnen,  nämlich. 

^(^,  —  n)  =  cCf*—  +  CiV"-i  +  cC/i-»-«  +  .  .  .. 


*)  Vergleiche  die  Abhandlung  von  Grelle:  Memoire  sur  la  theorie 
des  puissances,  des  fonctions  angulaires  et  des  facultas  analytiques,  in 
Grell e's  Journal,  Bd.  7. 


Die  höheren  DifFerentialquotienteD.  27 

Für  fi  =  -y-  wird  noch  unter  der  BedinguDg  A  <;  — 


(1— A)(l  — 2A)(1  — 3A)  .  .  .(1— wA) 


und  hier  kommt  es  zunächst  auf  die  Bestimmung  der  Coefficienten 
an.  Man  gelangt  dazu  am  einfachsten,  wenn  man  von  der  identischen 
Gleichung  *) 

(— •  1)*«  1  .  2  .  3 n  .  A" 

(1-.A)(1-.2A)(1— 3A)  .  .  .(1  —  nA) 

=  (n)o  -  WirTTT  +  (**)»  iTTiÄ  -  M.  rzTx  +  •  • '  • 

ausgeht,  rechter  Hand  alle  Glieder  nach  steigenden  Potenzen  von  A 

entwickelt  und  das  Resultat  mit  dem  vorigen  vergleicht;  es  ergiebt 

sich 

4^j    p^_  (n)on"-H*  -  (n)t(n~  1)"+*  +  (n)2(n- 2)"-*-* 

Die  Formel  47)  wird  hiernach  sehr  einfach 


*)  Nach  der  Lehre  von  der  Zerlegung  echt  gebrochener  Functionen 
(Thl.  I,  Cap.  IX.)  darf  man 

1 

a?(a:  — l)(a?  — 2)  .  .  .  (o?  — n) 

-,£o  4.      <»x       ■       «s      j J,      ^» 

«•^a;—  l'aj— 2'  'a;  —  n 

setzen ;  multiplicirt  man  beiderseits  mit  x(x  —  1)  .  .  .  (x  —  n)  und  nimmt 
dann  der  Reihe  nach  a?  =  0,  1,  2,  3,  etc.,  so  erhält  man 

1 .2^ .  n 

(«)c 


1  =  (-l)«1.2.3...iiao  =  (-1)"    \V'    aoi 


l  =  (-l)-il.l.2...(n-l)ai=-(-l)-Ll^^fli, 
l  =  (_l)--.1.2.1...(n-2)aa==:  +  (-l)»l^|li^a2, 

U.  8.   W. 

Hieraus  bestimmen   sich  die  Werthe  von  Oq,  o^,  a^,  etc.,  und  es  ist 
dann 

1 

x(x  —  1)  («  —  2)  .  .  .  (fic  —  n) 
_    (-1)"    f(n)o  __     (n\  (n)a     _  | 

1.2...nlaj         «  — l""»  — 2       ••'•p 

woraus  fi&r  a;  =  -7-  die  obige  Gleichung  folgt 
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und  demzufolge  geht  die  Formel  48)  über  in 

wofür  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Summanden  geschrieben  wcr^ 
den  kann 


I         (Ich  Ok  ] 


Um  diesen  Ausdruck  möglichst  zu  vereinfachen,  bemerken  vir  zu- 
erst, dass 

{k)p        _k(k—l)...(k^p+l)     (Ä;— j?)(A;~i?  — 1)...2.1 
(2Ä;— i?)*-p  ""  1 . 2 .  3  . .  .jp         *  (2A;— i))(2Ä;^iJ— 1)...(*+1) 

_         l.2.3,..,k         2k(2k—l)..(2k—p+l)_(2k)^ 

~  2Ä:(2Ä;  — 1)...(Ä;  +  1)"  1.2...jp  ~"(2*)* 

mithin 

;;,  _  »(n-l),(n  +  fc)W(2fc),-*  _       (2fc)i     -<*-■> 
*~  (2*)*  ln  +  &    *       n+Ä— 1       * 

(2fc>.     -(*-«)  I 

ist  und  dass  noch  folgende  Umwandlung  gilt 

/-   _l_l.^     /  '    t^       (»  +  *). ..(«  +  1)   (n— l)(n— 2)...(n— *) 
(n  +  *),».(« — 1)*=         i.2...fc         " \    2...Ä!  

"'^         ^  1.2.3...(2fc) 

2h(2k—l)...(k-\-l) 

=  (n-*)(n  +  fc)„(2Ä)*, 
mittelst  deren  die  vorige  Gleichung  die  neue  Form  erhftlt 

(2kh     -<*r-« 


T^n  +  Ä— 2       *  j 


Die  höheren  Diiferentialquotienten.  29 

Hierin  liegt  der  bemerkenswerthe  Sats,  dass  die  Facnltätencoeificien« 

ieo  positiver  Exponenten  durch  die  Facalt&tencoef&cienten  negativer 

Exponenten  ausgedrückt,  mithin  auch  independent berechnet  werden 

können  *). 

So  findet  man  z.  6.  für  A;  =  2  aus  Formel  49) 

-a  —1 

Cj  =r  7.       Q  =  1 

und  nachher  aus  Nro.  50) 

C.-f«-4-2Wn     2^1    ^       7         *     1      n(n-l)(n-2)(3n-l). 

ebenso 


d.  i. 


"           n*(ti  —  l)»(n  —  2)  (n  —  3) 
^•=   2TT76 


U.  8.  W. 

Will  man  für  den  praktischen  Gebrauch  der  Facult&tencoeffi« 
cienten  eine  Tafel  derselben  entwerfen,  so  thut  man  besser,  nicht  die 
vorhin  entwickelten  Formeln,  sondern  sogenaijnte  Recursiönsformeln 
anzuwenden,  bei  welchen  jeder  Facultätencoefficient  aus  seinen  Nach- 
barn hergeleitet  wird.  Derartige  Formeln  erh&lt  man  sehr  leicht 
auf  folgendem  Wege. 

Die  Entwicklung  der  Facultäten  mit  den  Exponenten  —  (n  —  1) 
und  —  n  liefert  die  beiden  Gleichungen 

1 


(1  —  A)(l  —  2A)(1  —  3A)  .  . .  (1  —  n—  lA) 

=    Co    +    CiX    +    CjA«    +    CaA8  + , 

1 


(1— A)(l  — 2A)  .  ..(i—n— 1A)(1— nA) 


deren  zweite  durch  Multiplicatipn  mit  (1  — nX)  in  die  erste  über- 
gehen muss;  die  Vergleichung  der  beiderseitigen  Coefficienten  von  A* 
giebt  daher 

—II  — (n— 1)  — « 

61)  Ct   =    Ot    +    nCt^i. 


*).  Dieses  Resultat  hat  der  Verfasser   zuerst  in  Cr  eile's  Journal, 
Bd.  44,  Seite  344,  unter  etwas  anderer  Form  entwickelt. 
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Da  man  im  VoraoB  weisg,  dass  immer 

ist,  80  erhftlt  man  ans  Nro.  51)  der  Reihe  nach: 

-2  —8  —4 

Gl  ^=    3,      Gl  ^^    6,      Gl  ^=    10  f  •  •  •  •  • 
7)^=    7,     ^==25.      Ci=   65. 

—2  —8  —4 

Cs  =16,     Ca  =90,      Q,  =350, 

O.  B.  W. 

Durch  EntwickeluDg  der  Facolt&ien  mit  den  Exponenten  fi  und 
n  -\'  l  hat  man  femer  die  beiden  Gleichungen 

=  cifi"  +  c,^"-i  +  Qft"-»  +  hi^^-^  +  •  •  •• 

/*Ö*  + 1)0*  +  2)  .  .  .  ö*  +  n- l)(ft +  n) 
=  C;)f*"+'  +  Cif*"  +  Cif*"^'  + 

deren  erste  durch  Multiplication  mit  Qi  -|-  n)  in  die  zweite  übergehen 
muss;  die  nachherige  Vergleichong  der  Goefficienten  yon  fi"~~^  gieht 

52)  .    C*  =  C*  +  n  Cjt^i. 

Da  man  im  Voraus  weiss,  dass 

Co  =  l,     C*  =  0 
ist,  60  erhftlt  man  aus  Nro.  52}  der  Reihe  nach 

2  8  4 

Ci  =  1,       Ci  =  3,       Ci  =   6, 

8  4 

Ci  ^=  2,       Qi  =  II,..«*» 

4 

V8   •"—     ^t   •  •  •  •  • 
U.  8.  W. 

Die  Recursionsformeln  51)  und  52)  sind  übrigens  nicht  wesent- 
lich verschieden,  denn  die  zweite  verwandelt  sich  in  die  erste,  so- 
bald man  —  n  an  die  Stelle  von  n  treten  Iftsst. 

Wegen  späterer  Anwendungen  mag  hier  noch  eine  kleine  Tafel 
der  Facult&tencoeffioienten  Platz  finden. 
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COMPLEXER    VARIABELK 


SchlOmilch,  Analjsia.  11, 
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Die  Functionen  complexer  Variabelen. 


Bereits  in  Cap.  VIII.  des  ersten  Theiles  wnrde  über  die  Func- 
tionen complexer  Variabelen  eine  Untersuchung  angestellt,  jedoch 
blieb  letztere  auf  die  sogenannten  einfachen  Functionen  beschränkt, 
und  es  handelte'  sich  dabei  nur  um  die  genaue  Bestimmung  des 
Sinnes,  welchen  man  mit  den  Symbolen  xr^,  a',  hge,  sim^  co80,  . .  . 
arcsm  jBt,  arccos  xr ,  .  .  .  in  dem  Falle  zu  verbinden  hat,  wo  e  eine  com- 
plexe  Yariabele  bedeutet.  Im  Folgenden  soll  diese  Untersuchung 
weiter  geführt ,  d.  b.  auf  beliebige  Functionen  ausgedehnt  werden ; 
ganz  besondere  Aufmerksamkeit  verdienen  hierbei  die  Fragen  nach  den 
Differentialqnotienten  und  den  Integralen  solcher  Functionen,  weil 
letztere,  sobald  g  =i  x  -\-  iy  gesetzt  wird,  eigentlich  als  Functionen 
zweier  unabhängigen,  wenn  auch  auf  bestimmte  Weise  mit  einander 
verbundenen  Variabelen  x  und  y  zu  betrachten  sind. 

Bevor  wir  uns  auf  eine  Untersuchung  von  Functionen  der  com- 
plexen  Variabelen  z  =  x  -}-  iy  einlassen,  wird  es  aber  zweckmässig 
sein,  diese  Variabele  selber  einer  genaueren  Discussion  zu  unterwerfen. 


L  Die  geometrisolie  Bedeutimg  der  ooxnplezen  Zahlen. 

Aus,  den  Elementen  der  analytischen  Geometrie  ist  hinreichend 
bekannt,  dass  eine  geradlinige  Strecke,  deren  absolute  Länge  r  heis- 
sen  möge,  mit  4~  ^  oder  —  r  bezeichnet  werden  muss,  je  nachdem 
sie  vom  Goordinatenanfange  aus  auf  der  positiven  oder  negativen 
Seite  der  Abscissenachse  abgeschnitten  worden  ist.     Denkt  man  sich 

8* 
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die  erste  Lage  als  die  arsprüngüche,  die  zweite  mittelst  einer  Drehung 
um  180®  aus  jener  entstanden,  so  kann  man  auch  sagen :  die  absolute 
L&nge  r  erhält  bei  ihrer  Anfangslage  den  Factor  -{-  1,  nach  einer 
Drehung  von  180'^  dagegen  den  Factor  —  1,  und  in  sofern  die  Fac- 
toren  -|-  1  und  —  1  die  Richtung  von  r  oder  die  Ablenkung  des  r 
von  der  jt- Achse  bestimmen,  ist  es  vielleicht  nicht  unpassend,  sie  Rich- 
tungscoefficienten  oder  Ablenkungsfactoren  zu  nennen.  Diese  Bemer- 
kung führt  zu  einer  allgemeineren  Frage.  Bezeichnet  man  nämlich 
mit  Tß  eine  Gerade,  deren  Länge  r  ist,  und  deren  Richtung  mit  der 
Richtung  der  positiven  x  den  Winkel  6  einschliesst,  so  hat  m^  nach 
dem  Vorigen  Tq  =  r(}- 1),  Tjf  =  r{ —  1),  und  man  kann  daher  er- 
warten, dl  88  im  Allgemeinen  eine  Gleichung  von  der  Form 

1)  re  =  r/(Ö) 

stattfinden  werde,  worin  /(ß)  eine  noch  unbekannte  Function  von  0 

ist,  welche  den  Ablenkungsfactor  für  eine  Ablenkung  =  0  darstellt 

Um  die  Function  f(Ü)  zu  bestimnaen,  denken  wir  uns  zwei  vom 

j:{g^  l^  Goordinatenanfang  0  ausgehende 

Gerade  OF  =  OQ  =  r,  deren 
erste  mit  dem  positivMi  Theile  der 
a;. Achse  den  Winkel  POX  =  d, 
und  deren  zweite  mit  OX  den 
Winkel  QOX  =  ö  +  17  ein- 
schliessen  möge  (Fig.  1);  es  ist 
dann  0  Q  mit  rß^jj  zu  bezeich- 
nen und 

2)  ^d+i?  =  r/(ö  +  i?). 

In  so  fem  aber  die  Gerade  Tß^j^  ihrer  Richtung  nach  um  den  Winkel 
fj  von  rß  abweicht,  gilt  auch  die  Gleichung 

wobei  Tß  als  die  ursprüngliche,  r^^^  als  die  abgelenkte  Gerade  be- 
trachtet wird.  Setzt  man  hier  statt  rß  seinen  Werth  aus  Nro.  1),  so 
folgt 

rö+,  =  r/(Ö)/(i?); 
durch  Vergleichung  mit  Nro.  2)  ergiebt  sich  nun  für  die  mit  /  be- 
zeichnete Function  die  Bedingung 

Ebenso  leicht  erhält  man,  entweder  analytisch  aus  der  vorstehenden 
Gleichung  oder  durch  m  nach  einander  folgende  Drehungen  um  die 
Winkel  0^  Oqi  •  »  •  Ö», 

/(ö,  +  ö,  +  •  •  •  +  ö, )  =/(e,)/(ö,) . .  ./(ö^ 


Die  Functionen  complexer  Variabelen.  37 

and  specieller,  wenn  diese  Winkel  gleich  genommen  werden, 

4)  /(mö)  =  (/(Ö)]". 

Diese  Gleichung  liefert  erstens  für  0=1,  wobei  die  constante  Grösse 
/(l)  zur  Abkürzung  C  heissen  möge, 

5)  /(m)  =  C-, 

und  es  ist  hiermit  die  Form  'der  Function  /  für  den  speciellen  Fall 
bestimmt,  dass  die  Yariabele  eine  ganze  positive  Zahl  ist.     Nimmt 

man  ferner  in  Nro.  4)  fl  =  -^,  w  =  tf  und    versteht  unter  p,  q 

a 

ganze  positive  Zahlen,  so  erhält  man 
oder 

^^  "^('ä") ""  ^^^^' ""  ^^^  ""  ^' 

Zufolge  der  Bemerkung,  dass  Irrationalzahlen  mit  jedem  beliebi- 
gen Genauigkeitsgrade  durch  rationale  Brüche  (Decimalbrüche)  dar- 
gestellt werden  köimen,  schliesst  man  aus  Nro.  6)  für  jedes  positive  0 

m  =  09. 

Setzt  man  endlich  in  Nro.  3)  77  =  —  Q  und  beachtet  die  unmit- 
telbar bekannte  Gleichung /(O)  =  1,  so  findet  man 

1  =  /(ö)  /(-  6)  oder  /(-  ö)  =  -^  =  0-0, 

und  es  ist  demnach  für  jedes  reelle  0 
7)  /(0)  =  OÖ. 

Da  die  Function  f(ß)  ihrer  Natur  nach  durchaus  stetig  sein  muss, 
so  muss  auch  C  durchaus  denselben  Werth  haben,  und  es  kann  daher 
irgend  eine  Specialisirung  des  Q  zur  Bestimmung  von  C  benutzt  wer- 
den.    Für  ö  =  3t  ist  aber/(Ä)  =  —  1,  mithin 

—  1  =z=  O   oder  C  =  (—  1)'^ , 
und  nach  Nro.  7) 

/(ö)  =  (-i)", 

d.  L  zufolge  der  Lehre  von  den  Potenzen  complexer  Zahlen 

/(Ö)  =  coshe  +  istnÄÖ, 
worin  h  eine  positive  oder  negative  ungerade  Zahl  bezeichnet.     Die- 

selbe  bestimmt  sich  durch  die  Specialisirung  0  :r=  — ,  welche  /(  "T"  ) 

==  —  1  giebt.  Setzt  man  nämlich  fest,  dass  f{ß)  erst  dann  =  —  1 
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werde ,   wenn  61  in  sr  übergegangen  ist ,  so  mnss  X;  =:=  l   genommen 
werden,  und  man  hat  definitiv 

8)  r^  =  r{co8d  +  isind)  =  refi- 

In  dem  speciellen  Falle  fl  =  J«  ergiebt  sich  r,    =  «r;  dem- 


vn 


nach  bedeutet  «r  eine  Gerade,  welche  die  Länge  r  besitzt  und  mit 
der  jT- Achse  einen  rechten  Winkel  bildet. 

Setzt  man  in  der  Formel  8)  rcosO  =  £,  rsind  =  y,  wo  xxmd 
y  die  gewöhnlichen  rectangulären  Coordinaten   des  Punktes  P  sind, 
80  folgt 
9)  rß  =  x  -\-  %y\ 

die  complexe  Zahl  x  -{-  iy  wird  also  geometrisch  durch  den  Com- 
plez  der  rechtwinklig  zu  einander  liegenden  Strecken  0  M  und  Jf  P, 
d.  h.  durch  die  gebrochene  Linie  OMP  dargestellt'*'). 

Hiernach  lassen  sich  auch  die  vier  Grundoperationen,  nämlich 
die  Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  Division  complexer 
Zahlen  auf  folgende  Weise  geometrisch  darstellen. 

In  Fig.  2  sei  GM  =  x,  ON  =  y,  mithin  x  +  iy  durch  den 


Fig.  2. 


Punkt  P  repräsentirt  ,  dessen 
Coordinaten  a:  und  y  sind;  ebenso 
möge  Xi  -|-  iyi  durch  den  Punkt 
^1^1  oder  P]  repräsentirt  sein; 
der  Summe  rc  +  *y  +  ^i  +  «Vi 
=  x  +  Xi  +  f  (y  -f  yi)  ent- 
spricht dann  derjenige  Punkt  P« , 
dessen  Coordinaten  x  -{-  Xi  und 
^  'l'  ^1  Bind.  Aus  einfachen  geo- 
metrischen Gründen  bildet  nun 
p2  die  vierte  Ecke  des  aus  den 
Seiten    OP  und  OPi    gebildeten 

Parallelogrammes ,    demnach    kann  P^   unmittelbar  aus  P  und  P] 

« 

*)  Die  obige  geometrische  Deutung  der  complexen  Zahlen  ist  schon 
1750  von  H.  Kühn  (Novi  commentarii  Academ.  Petropol.  ad  annum 
1750)  angeregt,  aber  erst  1831  von  Gauss  begründet  worden  (Göttinger 
gelehrte  Anzeigen  vom  Jahre  1831,  Seite  64).  Den  im  Texte  gegel>enen 
rein  mathematischen  Beweis  nebst  einer  Geschichte  aller  hierher  gehö- 
renden Arbeiten  verdankt  man  Drobisch  (Berichte  über  die  Verhand- 
lungen der  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften,  Bd.  2,  8.  171). 
Später  hat  Möbius  gezeigt,  wie  man  mittelst  jener  Construction  Eigen- 
schaften von  Punkten  in  einer  Geraden  auf  Punkte  in  einer  £bene  über- 
tragen und  damit  zu  neuen  Verwandtschaften  zwischen  Punktesystemen 
gelangen  kann  (Berichte  der  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften; mathem.-phys.Cla88e,  Jahrg.  1852,  S.  41,  und  Jahrg.  1653,  S.  14). 
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darch  Constraction  hergeleitet  werden,  ohne  dasB  es  vorher  der 
Aufsuchung  von  x^y,  Xi,^i  bedarf.  Ebenso  leicht  kann  die  Diffe- 
renz zweier  complezen  Zahlen  construirt  werden;  es  sind  dann  P^ 
nnd  Pi  gegeben ,  aus  denen  P  durch  eine  leicht  aufzufindende  Con- 
struction  hergeleitet  wird. 

Handelt  es  sich  um  die  Multiplication  zweier  complexen  Zahlen, 
80  denke  man  sich  dieselben  durch  Modulus  und  Amplitude  aus- 
gedruckt, nämlich 

X  -{-  iy    =  r  (cosO    +  isinO  ) 

Xi  +  iyi  =  ri(cosdi  +  isindi) 

und  nehme  in  Fig.  3:  OP  r=z  r,  ^  P0X  =  6,  OPi  =  ru  ^  Pi  OZ, 

=  01,  so  dass  die  gegebenen  complexen  Factoren  wieder  durch  die 

Punkte  P  und  Pj  repräsentirt  sind.     Wegen 

(X  +  iy)  {X,  +  iy,)  =  rrx  [cosiO  +  ö,)  +  isin  (0  +  Oi)] 
wird  nun  das  Product    durch  einen  Punkt   dargestellt,  dessen  Mo- 
Yiff  3.  dulus  =  rri ,  und   dessen    Amplitude 

==  ö  -|-  öl  ist.  um  vorerst  rri  als 
Linie  zu  construiren ,  nehmen  wir  auf 
der  a;- Achse  die  Strecke  OA  gleich  der 
Längeneinheit,  ziehen  AP  und  con- 
struiren ein  dem  Dreiecke  OAP  ähn- 
liches Dreieck  OP1P2,  der  Art,  dass 
OA  und  OPi  entsprechende  Seiten 
Z.  AOP  und  ^  PiOP,  gleiche,  in 
derselben  Drehungsrichtung  genom- 
mene Winkel  sind.  Die  Proportiona- 
lität der  einschliessenden  Seiten  >giebt 
nun  OP2  =  rri,  mithin  ist  OP9,  we- 
nigstens der  Grösse  nach,  der  Radiusvector  des  gesuchten  Punktes. 
Da  aber  zugleich  Z  Pj,  OX  =  Ö  +  öi  ist,  so  stellt  der  Winkel 
P^OX  die  Amplitude  des  gesuchten  Punktes  dar,  mithin  ist  P»  der 
Repräsentant  des  Productes.  Die  Multiplication  der  beiden  gege- 
benen complexen  Factoren  besteht  also  darin ,  dass  der  Modulus  r 
im  Verhältnisse  von  1 :  n  vergrössert  und  gleichzeitig  die  Amplitude 
Ö  um  öl  vermehrt  wird.  Auf  analoge  Weise  läset  sich  der  Quotient 
zweier  complexen  Zahlen  construiren. 

Bei  allen  folgenden  Untersuchungen  denken  wir  uns  die  com- 
plexe  Variabele  x  -]-  iy  immer  als  stetig  veränderlich,  d.  h.  wir  be- 
trachten jede  einzelne  der  beiden  reellen  Variabelen  als  continuirlich. 
Durchläuft  nun  x  -{-  iy  stetig  ein  bestimmtes  Intervall,  etwa  von 
Xq  -\-  iy^hiB  X  +  iT,  so  beschreibt  der   die  complexe  Variabele 
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darstellende  Punkt  P  irgend  einen  Weg ,  dessen  Anfangspunkt  die 
Goordinaten  Xq,  ^o>  und  dessen  Endpunkt  die  Coordinaten  X,  ¥  be- 
sitzt. Dieser  Weg  ist  zufolge  der  Willkührlichkeit  des  x  und  y  ein 
ganz  beliebiger  und  völlig  regelloser;  er  kann  aus  irgend  welchen 
geraden  oder  krummen  Linien  zusammengfesetzt  sein,  nur  muas  er 
zwischen  den  gegebenen  Endpunkten  einen  ununterbrochenen  Zug 
bilden.  Man  ersieht  hieraus  einen  der  wesentlichsten  unterschiede 
zwischen  reellen  und  complexen  Variabelen;  während  nämlich  eine 
reelle  Variabele  x  nur  auf  dem  einen  Wege. der  Abscissenachse  von 
X  =  Xq  bis  X  =^  X  gelangen  kann,  sind  bei  einer  complexen  Ta- 
riabelen  z  unendlich  viele  Wege  von  «r  =  jBq  -)~  *^o  bis  xr  =  X  -|-  t  J 
möglich. 

IL  Darstellung  der  Functionen  oomplexer  Variabelen. 

Eine  Function  der  complexen  Variabelen  x  4~  *y  ist  im  Allge- 
meinen ^eder  eine  complexe,  jedoch  abhängige  Variabele ,  d.  h.  es 
existirt  im  Allgemeinen  immer  eine  Gleichung  von  der  Form 

/(x  +  iy)  =  (p(x,  y)  +  t^(a;,  y), 
wofär  wir  zur  Abkürzung 

/(«  +  •»  =  u  +  iv 
schreiben  werden.  Auch  hiervon  lässt  sich  eine  geometrische  Dar- 
stellung geben,  wenn  man  u  und  v  in  einer  neuen  Ebene  uv  als  Goor- 
dinaten eines  beweglichen  Punktes  construirt;  jedem  willkührlich 
gewählten  Punkte  xy  entspricht  dann  ein  bestimmter  Punkt  «r, 
und  einem  willkührlichen  Wege  des  Punktes  xy  entspricht  eine  be- 
stimmte vom  Punkte  uv  beschriebene  Gurve.  Diese  verläuft  in 
einem  ununterbrochenen  Zuge,  sobald  u  und  v  stetige  Functionen 
von  X  und  y  sind ;  wir  nennen  dann  /(o?  -f-  iy)  gleichfalls  eine  con- 
tinuirliche  Function  von  x  -^  iy. 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  hierbei  die  schon  aus  der 
Algebra  bekannte  Thatsaohe,  dass  es  zweierlei  Functionen  giebt, 
nämlich  einmal  solche,  bei  denen  jedem  individuellen  Werthe  der 
Variabelen  nur  ein  einziger  Functionswerth  entspricht,  andererseits 
solche,  bei  denen  zu  jedem  individuellen  Werthe  der  Variabelen  zwei 
oder  mehrere  Functionswerthe  gehören.  Eine  Function  der  ersten 
Art,  wie  z.  B.  a  -{-  ßjs  -\-  yz^^e^^  cosg,  sine  etc*  nennt  man  ein- 
deutig (monodrom),  Functionen  der  zweiten  Art  heissen  mehr- 
deutige; so  ist  z.  B.  yM  —  c  zweideutig,  Y^  —  c  dreideutig,  Icgs 
unendlich  vieldeutig  (Thl.  I,  §.  66)»     In  Beziehung  auf  die  mehr- 


Die  Fanotionen  complexer  Yaxiabelen. 


41 


deaügen  Fanctionen  muss  noch  heryorgehoben  werden,  dass  es  spe- 
cielle  Werthe  der  Yariabelen  geben  kann,  für  welche  zwei  oder  meh- 
rere jener  im  Allgemeinen  Yerschiedenen  Fonctionswerthe  zusammen- 
fallen; 80  sind  z.  B.  die  beiden  Werthe  yon  y»  —  c  im  Allgemeinen 
von  einander  verschieden,  nur  f&r  je^  =  c  werden  sie  gleich,  und 
zwar  beide  =  0.  Um  dies  graphisch  darzustellen,  denken  wir  uns 
eine  stetige  Function  der  Yariabelen  z  ^=^  x  ■\'  iy  %o  beschaffen, 
dass  im  Allgemeinen  jedem  $  zwei  verschiedene  Functionswerthe 
tt  -f-  117  und  V  -|-  t  F  entsprechen ,  welche  nur  in  dem  speciellen 
Falle  5  =  c  =  a  4"  *^  den  gemeinschaftlichen  Werth  a  +  ♦/'  er- 
halten mögen.  Jedem  Punkte  xy  oder  P  in  Fig.  4  entsprechen 
dann  zwei  in 'endlicher  Entfernung  liegende  Punkte  Q  und  22,  deren 
erster  die  Goordinaten  ii,  r,  und  deren  zweiter  die  Goordinaten  JJ^  V 
besitzt.  Lässt  man  P  irgend  einen  Weg  PP*  durchlaufen,  so  wer- 
den  Q  und  B  gewisse  Curven  Q  Qf  und  RH!  beschreiben,  welche 

Fig.  4. 


V 


durch  die  Natur  des  Weges  PP'  vollkommen  bestimmt  sind.  Hier- 
bei bedarf  es  der  Unterscheidung^  zweier  Fälle.  Geht  nämlich  der 
Weg  PP'  nicht  durch  den  Punkt  C,  dessen  Goordinaten  a  und  h 
sind,  so  wird  niemals  x  =z  a  und  zugleich  y  =  &  oder  niemals 
z  =  Ct  mithin  tritt  auch  der  Fall  17=1«  =  «,  V  =  v  =  ß  nicht 
ein,  d.  h.  die  Gurven  Q  Q'  und  BB!  haben  keinen  gemeinschaftlichen 
Punkt.  Wenn  dagegen  der  Weg  PP  durch  den  Punkt  C  hindurch- 
führt,  so  wird  einmal  £7=ii  =  a,  V  =  v  =  ß^  und  die  Gurven 
Q  Qf  i  RR  besitzen  dann  gemeinschaftlich  den  Punkt  D,  dessen 
Goordinaten  a  und  ß  sind.  Den  Punkt  C,  welchem  die  Yerzwei- 
gnng  in  J)  entspricht,  pflegt  man  einen  Yerzweigungspunkt  zu 
nennen;  man  hat  daher  den  Satz,  dass  die  Gurven  Q Qf  und  RR! 
einen  oder  keinen  gemeinschaftlichen  Punkt  besitzen,  je  nachdem 
der  Weg  von  M  durch  den  Yerzweigungspunkt  geht  oder  nicht.  — 
Diee  lässt  sich  noch  auf  eine  andere,  des  Folgenden  wegen  be- 
merkenswerthe  Weise  ausdrücken.    Unter  allen  Umständen  nämlich 
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kann  eine  zweiastige  Cnrre  als  eine  ZosammenBetzung  zweier  eiD- 
astigen  Corven  betrachtet  werden,  und  zwar  ist  dies  nur  auf  eine 
einzige  Art  möglich,  sobald  die  letzteren  Curven  nirgends  zusammen- 
treffen; haben  aber  dieselben  einen  gemeinschaftlichen  Punkt  wie 
in  Fig.  4,  so  darf  man   ebensowohl  QDQf  und  RDS  wie    auch 

QBB!  und  RDQ'  als  die  einzelnen  Zweige  betrachten,  denn  die 
einzig  vorhandene  Bedingung  der  Gontinuität  verlangt  nur,  dass 
jeder  Zweig  ununterbrochen  verlaufe.  Eine  zweideutige  Function 
kann  demnach  für  eine  Zusammensetzung  zweier  eindeutigen  Func- 
tionen gelten,,  und  zwar  ist  dies  auf  eine  oder  auf  zwei  Arten  mög- 
lich ,  je  nachdem  der  Weg  der  unabhängigen  Variabelen  am  Yer- 
zweigungspunkte  vorbei  oder  durch  ihn  hindurchfährt..  Mit  geringen, 
leicht  aufzufindenden  Modificationen  gelten  diese  Bemerkungen  auch 
für  mehrdeutige  Functionen  mit  mehreren  Yerzweigungspunkten. 

Wir  untersuchen  nun  den  Einfluss,  welchen  eine  Verlegung  des 
Weges  von  0  auf  die  Werthe  von  f{ß)  ausübt.  Es  sei  zunächst  f{e) 
eine  stetige  und  eindeutige  Function,  worin  sich  0  von  dem  Anfangs- 
werthe  e^  =  Xq  -^  iy^  bis  zu  dem  Endwerthe  jbti  =r  a?j  -j-  tyi  con- 
tinuirlich  ändern  soll;  die  entsprechenden  Werthe  vpn/(ir)  mögen 
f(0o)  =  tio  +  ivo  und/(jeri)  =  u,  -f  ««'i  heissen.  Der  Punkt  xjf 
oder  P  in  Fig.  5  durchläuft  dann  irgend  einen  Weg  zwischen  den 


S 
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Fig.  6. 
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festen  Punkten  Xo^o  oder  Po  und  ari^i  oder  Pi,  und  diesem  Wege 
entspricht  eine  gewisse,  vom  Punkte  uv  oder  Q  beschriebene  Curve 
Qo  Q].  Lässt  man  ein  zweites  Mal  P  wiederum  von  Po  bis  P|  ge- 
hen ,  aber  auf  einem  anderen  Wege ,  so  beschreibt  Q  eine  andere 
Curve,  welche  gleichfalls  in  Qo  anfängt,  aber  auch  in  Qi  endigen 
muss;  denn  im  entgegengesetzten  Falle  müssten  dem  Werthe  0i  '=^ 
^1  "h  *yi  zwei  verschiedene  Werthe  von  f{0\)  =  «i  -j-  %f>\  ent- 
sprechen, was  gegen  die  Voraussetzung  der  Eindeutigkeit  von/(f) 
streiten  würde.  Mit  anderen  Worten,  bei  jeder  eindeutigen  Function 
ist  der  Endwerth/(Ärj)  unabhängig  von  dem  Wege,  auf  welchem  i 
nach  Zi  gelangt.  —  Durchläuft  nun  der  Punkt  xy  eine  geschloBsene 
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Carve,  so  erhält  g  am  Ende  seinen  Anfangswerth  wieder;  dasselbe 
gilt,  dem  soeben  Gesagten  zufolge,  auch  Yon/(jff),  mithin  besteht 
das  Bild  von/(jr)  gleichfalls  aus  einer  geschlossenen  Curve. 

Bei  einer  zweideutigen  Function  bedarf  es  der  Unterscheidung, 
ob  der  Weg  Yon  e  keinen  Yerzweigungspunkt  trifft  oder  durch  einen 
solchen  hindurchgeht.  Im  ersten  Falle  entsprechen  dem  Wege  PqPi 
zwei  Curven  Q^  Qi  und  i2oJ7i,  welche  keinen  gemeinschaftlichen 
Punkt  besitzen  (Fig.  6).    Denkt  man  sich  den  Weg  Pq-^i  geändert, 

Fig.  6. 
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und  zwar  vor  der  Hand  nur  unendlich  wenig,  so  erleiden,  wegen 
der  vorausgesetzten  Gontinuität,  QoQi  und  jßoi^i  gleichfalls  nur 
unendlich  kleine  Aenderungen;  die  beiden  Zweige  befinden  sich 
aber  in  endlichen  Entfernungen  von  einander,  es  ist  daher  bei  jener 
unendlich  kleinen  Aenderung  nicht  möglich,  die  beiden  Zweige  mit 
einander  zu  verwechseln,  d.  h.  aus  einem  Zweige  in  den  anderen  zu 
gerathen.  Dui'ch  eine  unendliche  Menge  solcher  unendlich  kleinen 
Aenderungen,  d.  h.  durch  stetige  Aenderung  lässt  sich  der  ursprüng- 
liche Weg  zwischen  Po  ^^^^  Pi  ^  jeden  anderen  überführen*),  und 
wenn  keiner  von  allen  möglichen  [Zwischenwegen  einen  Verzwei- 
gungspunkt trifft,  so  gilt  für  jeden  einzelnen  Zweig  der  zweideutigen 
Function  alles  Das,  was  vorhin  für  eine  eindeutige  Function  be- 
wiesen wurde.  Man  hat  daher  auch  folgenden  Satz :  Wenn  P  eine 
geschlossene  Curve  durchläuft,  in  deren  Innerem  kein  Yerzweigungs- 
punkt liegt,  so  beschreibt  jeder  'der  Punkte  Q  und  B  gleichfalls 
eine  geschlossene  Curve. 

Diese  Schlüsse  verlieren  ihre  Kraft,  wenn  einer  der  Zwischen- 
wege von  P  durch  einen  Yerzweigungspunkt  C  führt,  welchem  der 


*)  Man  kann  sich  diesen  Uebergang  durch  die  Yorstellung  eines  ab- 
solut biegsamen  und  dehnbaren  Fadens  versinnlichen ,  welcher  in  den 
Punkten  Pq  P^  befestigt  ist  and  daher  die  Form  jeder  beliebigen  Curve 
zwischen  jenen  Punkten  annehmen  kann. 
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Durchschnitt  B  entsprechen  möge  (Fig.  7).     Ist  nämlich  P  von  P^ 
bis  C,  mithin  Q  von  Q^  bis  D  gegangen,  so  liegt  keine  Nothwendig- 

Fig.  7. 


keit  vor,  4^m  ferneren  Wege  CPi  die  Cnrye  DQi  entsprechen  za 
lassen,  vielmehr  steht  es  fi*ei,  Q  durch  D  Ri  zu  führen,  so  dass,  wenn 
P  auf  anderem  Wege  nach  Po  zurückkehrt,  Q  von  Iti  nach  B^  kommt. 
Ebenso  könnte  man  B  die  Curve  BqDQiQ^s  beschreiben  lassen. 

Wenn  demnach  P  einen  geschlossenen  Weg  durchläuft ,  der 
einen  Yerzweigungspunkt  enthält,  so  ist  es  nicht  nothwendig,  daas 
Q  und  B  gleichfalls  geschlossene  Curven  beschreiben,  oder,  was 
dasselbe  ist,  dass  die  Function  am  Ende  wieder  ihren  Anfangswerth 
erhält.*  Selbstverständlich  gilt  dieser  Satz  ebenso  für  mehrdeutige 
Functionen  mit  mehreren  Yerzweigungspunkten. 

Um  diese  allgemeinen  Erörterungen  durch  ein  Beispiel  zu  er* 
läutern,  betrachten  wir  die  doppeldeutige  Function 

IT  =  V^. 
Setzt  map  wie  bisher 

z  =.  X  -\-  iy  ^=  r(co$d  +  isinO)  =  r&^ , 

so  sind  die  beiden  Werthe  der  Function 

ez=:^yyr)e        und    ir  =  —  \Vr)e     , 

worin  (Vr)  den  absoluten  Werth  von  Vr  bezeichnet;  für  g  =  0 
fallen  beide  Functionswerthe  zusammen,  mithin  ist  ^er  :^  0  der  Yer- 
zweigungspunkt.  Wir  denken  uns  um  denselben  mit  einem  belie- 
bigen Radius,  z.  B.  mit  r  =  1,  einen  Kreis  beschrieben,  welcher  die 
Abscissenachse  in  A  und  B  schneidet,  und  untersuchen  nun,   wie 

sich  die  Function  -|-  (Vr)e  ändert,  wenn  »  einmal  auf  dem 
oberen  Halbkreise  ACB^  das  andere  Mal  auf  dem  unteren  Halb- 
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kreise  Ä  DB  von  jr  =  —   1  nach  jer  =  +  1  übergeht  (Fig.  8).  In 
Fig.  8.  beiden  Fällen  bleibt  r  constant  ==  1 , 

auf  dem  ersten  Wege  oimmt  6  von  7t 
bis  0  ab,  nnd  die  erwähnte  Function 
gelangt 

von  e        =  +  *  zu  c^    =  4-  1 ; 
auf  dem  zweiten  Wege  wächst  0  von 
71  bis  29r,  und  die  Function  gelangt 


J'« 


in 


von  e  =  -|-  I  zu  e"*  =  —  1, 
derEndwerth  ist  hier  also  ein  anderer. 
Lässt  man  ß  einen  vollen  Umlauf  machen,  etwa  BCADB,  so  ist 
der  Endwerth  von  ß  identisch  mit  dem  Anfangswerthe ;  dagegen 
erhält  die  Function  den  Anfangswerth  c®  =  -f"  1  und  den  End- 
werth c'"  =  —  1,  welcher  ihrem  Anfangswerthe  gerade  entgegen- 
gesetzt ist.  Das  letztere  Resultat  bleibt  ungestört,  wenn  man  sich 
den  Radiusvector  r  variabel  denkt,  d.  h.  den  Kreis  durch  eine  be- 
liebige geschlossene  Curve  BG* ÄJJ B  ersetzt*). 


HL    Die  Difi^rentialquotienten  der  Functionen 

oomplezer  Variabelen. 


Wenn  z  eine  reelle  Yariabele,  v>  eine  eindeutige  Function  von 

z  bezeichnet,  so  ist  der  Differentialquotient  -z —  eine  ganz  bestimmte, 

gleichfalls  eindeutige  Function  von  z^  für  welche  es  ganz  gleich- 
gültig bleibt,  auf  welche  Weise  man  sich  dz  als  unendlich  abneh- 
mendes Increment  denken  will.  Ob  diese  Eigenschaft  des  Differen- 
tialquotienten auch  bei  complezen  z  gilt,  bedarf  deswegen  einer  be- 
sonderen Untersuchung,  weil  z  •=  x  -{^iy  zwei  von  einander  un- 
abhängige Variabele  enthält  und  daher  in  der  Gleichung 

u>  =  f(z)    oder    u  +  iv  =  f(x  +  iy) 
u  und  V  Functionen  von  x  und  y  sind. 


*)  Wie  Pttiseux  gezeigt  hat,  entspricht  einer  jedesmaligen  Um- 
kreisung eines  Yerzweigungspunktes  eine  Yertauschung  der  Wurzeln 
algebraischer  Gleichungen;  siehe  die  Abhandlung  Recherches  sur  les 
fonctions  algebriques  (Liouville,  Journal  de  mathematiques ,  tom.  XY, 
pag.  S66),  oder  deren  Uebersetzung  von  H.  Fischer  (Halle  1861). 
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Wir  betrachten   zunächst  den  allgemeinen  Fall,  wo  sowohl  u 

als  V  eine  ganz  wiUkührlich  gebildete  Function  der  beiden  Varia- 
belen X  und  y  ist,  etwa  u  =  9 (o;,  y) ,  v  =  tlf(x,  y),  und  setzen 
u  4"  tt;  =  «7.  Lassen  wir  nun  x  und  y  sich  gleichzeitig  finden^ 
so  dass  de  :=  dx  -{-  idy  ist,  so  erhalten  wir  als  totales  Differential 
von  io 

mithin  als  Differentialqnotienten 


du) 


/du    ,    .  dv\,      ,    /du     .    .  dv\_. 


dg  dx  -\-  idff 

oder  auch 

/du        .  dv\        /du_   ,    .dv\  dy 
du)  _\dx  "^  *  dx)  "^  \8y   "^  *  8y/  d» 

dx 

Hieraus  ersieht  man  sofort,  dass  -r-  von  dem  Verhältnisse  -7-   d.  b. 

dz  dx 

von  der  Richtung  abhängt,  nach  welcher  der  Punkt  xy  \vl  der  Ebene 

xy  verschoben  wurde;    diese  Richtung   ist  aber  ganz  willkührlich. 

dio 
mithin  -r-  unendlich  vieldeutig.    Diese  Unbestimmtheit  verschwin- 
det nur  in  dem  einen  Falle,  wo 
-^v  Zu  dv         ,/du  dv\ 

'^^  d-y-^'-d^^'KTx^'zi) 

ist,  weil  sich  dann  1 ,  +  f  -r-  hebt.   Die  vorstehende  Gleichung  «er- 
fällt in  die  beiden  folgenden 

V  du dv^        9t; 8u 

^  'dx~^'       dx~        dy' 

und  diese  sind  nun  die  Bedingungen  dafür,  dass  der  Differential- 

dw 
quotient  —  sowohl  von  der  Grösse    als  von  der  Richtung  der  Ver- 
schiebung des  Punktes  xy  unabhängig  ist.     Was  endlich  den  ge- 
suchten Differentialquotienten  betrifft,  so  hat  man  dafür 

dw 9u  _,     .  dv_ 

de        dx  dx 
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oder  aaoh 

dw  dv         ,  du 

dsf  ~  8y  dy 

ZvL  den  Bedingnngsgleichangen  11)  gelangt  man  auch  bei 
einer  anderen  Gelegenheit,  nämlich  durch  folgende  Betrachtung. 
Jede  Function  von  x  4~  iy  hat  zwar  die  Form  u  -{■  iv ,  aber  um- 
gekehrt ist  nicht  jedes  u  H*  *v  eine  Function  von  x  -{•  iy,  wie 
man  z.  B.  an  «*  +  y*  +  2ixy  =  (05  +  ty)*  +  2y*  sehen  kann. 
Es  entsteht  daher  die  Frage  nach  den  Bedingungen,  welchen  u  und  v 
genügen  müssen,  wenn  die  Gleichung 

u  +  iv  =f(x  +  iy) 
bestehen  soll.     Aus  dieser    folgen  durch  partielle  Differentiationen 
die  zwei  Gleichungen 

du    ,    .  dv        df(x  +  iy)        ^,     ,   .  ^ 

du  dv  _  df(x  +  iy)  _.f.(^,  ,■■■) 

deren  rechte  Seiten  bis  auf  den  Factor  f  übereinstimmen.    Es  muss 
daher 

./du         ._5l\ ^  4.  -^ 

^\dx  '^  ^dxj~  dy   "^  *  3y 
sein,  welche  Gleichung  mit  Nro.  10)  identisch  ist  und  daher  wieder 
auf  die  unter  Nro.  1>)  entwickelten  Bedingungen  führt. 


Durch  Zusammenfassung  der  vorigen  Ergebnisse  gelangt  man 
zu  folgendem  Satze:  wenn  19  =  u  -|-  1 1;  nicht  ein  blosser  Complex 
willkührlicher  Functionen  von  x  und  y,  sondern  eine  eigentliche 
Function  von  x  -}-  iy  ist,  so  gelten  immer  die  in  11)  aufgestellten 

Bedingungen ;  dann  ist  aber  —z —  auch  nicht  unbestimmt  vieldeutig, 

dy 
sondern  eine  ganz  bestimmte ,  von  dem  Verhältnisse  -r —  unabhän- 

ax 

gige  Grösse*). 


*)  In  seinen  Exercices  d'analyse  et  de  physique  math^matique,  tome 
rV,  p.  346,  nennt  Gauchy  den  Ausdruck  u  -}-  iv  monogen,  sobald  u 
und  V  den  erwähnten  Bedingungen  genügen ;  dem  Obigen  zufolge  ist 
diese  Benennung  überflüssig,  und  braucht  man  nur  in  diesem  Falle 
u  -\-  iv  schlechthin  eine  Function  von  z  zu  nennen,  wie  es  Riemann 
in  seiner  Inauguraldissertation  (Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie 
der  Fanctionen  einer  veränderlichen  complexen  Grösse,  Göttingen  1851, 
S.  8)  zuerst  gethan  hat. 
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In  den  erwähnten  Bedingungsgleichnngen  können  übrigens  die 
Variabelen  u  und  v  gesondert  werden.  Differenzirt  man  n&mlich 
die  erste  nach  Xy  die  zweite  nach  y  und  subtrahirt  beide  Ergeb- 
nisse, so  erh&lt  man 

wird  dagegen  die  erste  nach  y,  die  zweite  nach  x  differenzirt,  so 
giebt  die  Addition 

Demnach  genügen  u  und  v  einer  and  derselben  partiellen  Differen- 
tialgleichung zweiter  Ordnung. 

Der  vorhin  erwähnte  geometrische  Sinn  der  Bedingungen  11) 
lässt  noch  eine  bemerkenswerthe  Relation  zwischen  den  Figuren  er- 
kennen, welche  entstehen,  sobald  einerseits  der  Weg  der  Variabelen 
z  in  der  Ebene  xy,  andererseits  der  Gang  von  10  z^=f(g)  in  der 
Ebene  uv  constrnirt  wird.  Ertheilt  man  nämlich  der  Variabelen  i 
zwei  unendlich  kleine,  nach  verschiedenen  Richtungen  gehende  Zu- 
nahmen, deren  Grössen,  der  Unterscheidung  wegen,  mit 

dz(i)  =  dX(i)  -f  idy(i)    und    djf(^)  =  dx^^y  -(-  idy(ßy 
bezeichnet  werden  mögen,  so  erhält  man  in  der  Ebene  xy  drei  un- 
endlich nahe  an  einander  liegende,  im  Uebrigen  aber  ganz  beliebige 
Punkte  P,  Pi,  P2,  Fig.  9,  mit  den  Coordinaten 

a?,  P\    «  +  dx^i),  y  +  dy^iy;    x  +  dX(^y,  y  -f  dy(^y 
Diesen  entsprechen  in  der  Ebene  uv  drei  gleichfalls  unendlich  nahe 
liegende  Punkte  Q,  Qu  Q2,  deren  Coordinaten  sind 

w,  r;    u  +  di«(,),  V  +  dv(i);    u  +  dw(2),  t?  +  dv^ty^ 
und  da  der  Differentialquotient 

dw   du  -{■•  idv 

•  dz         dx  -f  idy 

unabhängig  von  der  Richtung  der  Verschiebung  des  Punktes  P  ist, 

so  hat  man 


14) 


dW(i) dir(2) 


dZ(i)         dz(<i) 

Mittelst  der  Substitutionen 

dZii)  =  PPi  =ri  (cos  dl  +  isin  öi),  de^2)=PP2=r2ico8  6^  +  isinßi). 
d*C(i)  =QQi  =81  (cos  rii  +  isin  rji),  d«7ö)=  ö  ft  =  »j  («WIJ2  +  t«n  ^j) 
erhält  man  aus  Nro.  14) 

^co8(rii—ei)  +  f«w(i2i-fl,)]=  —  [co«(i7,-ö,)  +  f»m(ih— Wl 
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mithin 


Sj  $2 


öl  =  i?i  —  öa 


oder 


■—  =  — ,       Öj  -—  öl  =  1^3  —  fix. 

Vi  Si 


Die  anendlich  kleinen  Dreiecke  P  Pi  P^  nnd  Q  Qi  Q^  haben  also  das 
gleiche  Seitenverhältniss  PP2  :  PPi  =  QQi-  QQi  und  gleiche  Zwi- 

Fig.  9. 


0 


0 


schenwinkel  PiPPj  =  QiQQu  sie  sind  demnach  ähnlich.  Da  dies 
von  je  drei  unendlich  nahe  liegenden  nnd  einander  entsprechenden 
Punkten  beider  Ebenen  gilt,  so  kann  man  sagen :  irgend  eine  in  der 
Ebene  xy  gezeichnete  Figur  ist  auf  der  Ebene  ut;  so  abgebildet,  dass 
die  entsprechenden  kleinsten  Theile  beider  Figuren  ähnlich  sind*). 
Als  Beispiel  hierzu  betrachten  wir  die  Function  w  =  tan  z  oder 

u  -\-  iv  =.  tan  (x  -\-  iy) , 
worin  nach  Formel  3)  auf  Seite  265  des  ersten  Theils 

2sin2x  c2y  _  ^-ay 

15) 


u 


V 


e^y  +  2c082x  +  e-^y'  e^v  -f  2cos2x  +  e-*^ 

ist,  welche  Ausdrücke  den  Bedingungen  2)  genügen.  Lassen  wir 
zunächst  den  Punkt  xy  auf  einer  in  der  Entfernung  h  parallel  zur 
^- Achse  liegenden  Geraden  fortrücken,  so  ist  y  constant  =  5,  da- 
gegen x  als  Yariabele  zu  betrachten ;  die  Gleichung  der  entsprechen- 
den, vom  Punkte  uv  durchlaufenen  Curve  findet  sich  dann  aus  den 
Gleichungen  6),  wenn  j^  =  &  gesetzt  und  x  eliminirt  wird.  Man 
erhält  so 


*)  Die  Aufgabe,  derartige  Abbildungen  herzustellen,  löste  zuerst 
Gauss  in  einer  von  der  Kopenhagener  Akademie  gekrönten  Preisschrift 
(siehe  Schumacher's  Astronomische  Abhandlungen;  Heft 3,  S.  5 bis 30). 
Die  hierauf  sich  gründende  Verwandtschaft  derCurven  behandelte  Sie- 
beck in  Crelle's  Journal  (Bd.  55,  S.  221). 

ächlOmilch,  AnalyaU.  II.  A 
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die  Gurre  ist  demnach  ein  Kreis,   dessen  Mittelpunkt  B  um  ß  yom 
Goordinatenanfang  entfernt  auf  der  t;- Achse  liegt,  und  dessen  Radius 

=  V/3*  —  1  ist  (Fig.  10).    Wenn  femer  der  Punkt  xy  eine  in  der 

Fig.  10. 


X       A 


Entfernung  a  parallel  zur  y- Achse  liegende  Gerade  durchläuA,  so 
beschreibt  der  Punkt  uv  eine  Gurve,  deren  Gleichung  aus  Nro  15) 
für  X  =  a  und  durch  Elimination  von  y  folgt,  nämlich 


«*'  +  «'*  +  2att  —1=0, 


a  =  cot2a. 


Diese  Gurve  ist  gleichfalls  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  Ä  um  —  a 
vom  Goordinatenanfang  entfernt  auf  der  u- Achse  liegt  und  dessen 

Halbmesser  =  V  a*  4"  1  ist.  Dem  Durchschnitte  P  der  beiden 
Parallelen  in  der  xy-Kheue  entspricht  in  der  ut^-Ebene  derjenige 
Durchschnitt  Q  beider  Kreise,  dessen  Goordinaten 


2  sin  2  a 


>s»  ^—26 


e«*  +  2  cos  2  a  +  e^^^l     6>*  +  2  cos  2  a  +  e^» 

sind;  der  unendlich  kleinen  geradlinigen  Strecke  PP]  entspricht 
der  unendlich  kleine  Kreisbogen  QQu  ebenso  der  Strecke  PJP,  der 
Bogen  QQi.  Da  die  Dreiecke  PiPP^  und  QiQQi  ähnlich  sind,  so 
müssen  sieh  die  Kreise  rechtwinklig  schneiden,  was  mittelst  ihrer 
Gleichungen  leicht  verificirt  werden  kann.  Einem  gitterförmigen 
Systeme  von  Parallelen  zu  den  Achsen  der  x  und  y  entspricht  über- 
haupt (w  =  ta7iJ8  vorausgesetzt)  ein  System  von  Kreisen,  deren 
Mittelpunkte  auf  den  Achsen  dert^undf  liegen,  die  sich  rechtwinklig 
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schneiden  und  dabei  unendlich  kleine  Rechtecke  bilden,  welche  den 
Rechtecken  in  der  a;j^- Ebene  ähnlich  sind. 


IV.    Die  Integrale  sjmektischer  Funotionen. 


Bei  einer  reellen  Yariabelen  e  wird  das  zwischen  den  Grenzen 
e  =s  Zq  und  ß  ■=  Z  genommene  Integral  von  f{z)de  bekanntlich 
auf  die  Weise  gebildet,  dass  man  zwischen  Zq  und  Z  eine  beliebige 
Reihe  yon  Werthen  des  jer  einschaltet,  etwa 

die  Producte  » 

addirt  und  von  der  Summe  den  Grenzwerth  für  unendlich  wachsende 
ti  und  gleichzeitig  unendlich  abnehmende  Zi  —  Zq^z^  —  ^i, .  • .  Z —  £r„— i 
aufsucht.  Diese  Definition  behält  auch  dann  noch  eine  klare  Be- 
deutung, wenn/(«)  innerhalb  des  Integrationsinteryalles  mehrmals 
unendlich  oder  discontinuirlich  wird.  In  dem  speciellen  Falle,  wo 
f(z)  Yon  z  =z  Zq  hiB  z  =^  Z  endlich  und  stetig  bleibt,  kann  man 
übrigens  statt  der  allgemeinen  Gleichung 


16)  Jf(z) 


dz 


'0 


=  i«m[/(«o)(«i— «o)+/(«i)(«*-«0+"-  +/(*"-.0(^-«»-i)] 
die  kürzere 


z 


17)  ff{B)äz  =  F{Z)  -  FM 

benutzen ,  worin  F(f)  das  unbestimmte  Integral  von  f(z)  dz  bedeu- 
tet. Die  inl^ro.  16)  angegebene  Definition  des  bestimmten  Integrales 
wollen  wir  auch  bei  complexen  z,  Zq  und  Z  unverändert  beibehalten. 
Ans  der  Natur  einer  solchen  Ywänderlichen  folgt  dann  sogleich,  dass 
es  einen  wesentlichen  Unterschied  macht,  ob  man  ein  Integral  zwi- 
schen reellen  qder  zwischen  complexen  Grössen  nimmt.     Während 

4* 
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n&mlich<  ein  reelle«  B  nur  aof  einem  Wege  von  ß  z=  e^  nach  g  =.  Z 
übergeführt  werden  kann,  ist  dies  bei  einem  complezen  e  auf  unend- 
lich viele  Arten  möglich;  ein  bestimmtes  Integral  mit  complexen 
Grenzen  muss  also  vor  der  Hand  als  unendlich  vieldeutig  gelten,  mid 
jedenfalls  bedarf  es  einer  Untersuchung  des  Einflusses,  den  verschie- 
dene Wege  dos  e  auf  den  Werth  des  Integrales  haben  können. 

•  Da  es  sich  hierbei  (wegen  s  •=  x  -\-  iy)  um  Integrale  mit  zwei 
unabhängigen  Variabelen  handelt,  so  schicken  wir  erst  eine  Bemer- 
kung über  gewisse  Doppelintegrale  voraus.  Es  bezeichne  n&mlich 
<P(x,  j^)  eine  reelle  Function  der  beiden  Variabelen  o;,  y,  und  die- 
selbe sei  endlich,  stetig  und  eindeutig  für  alle  x  und  y,  welche,  als 
rechtwinklige  Goordinaten  betrachtet,  Punkte  innerhalb  einer  be- 
stimmten geschlossenen  Gurve  charakterisiren;  femer  möge  das  Dop- 
pelintegral 


// 


8y 


dxdy 


auf  alle,  jenen  Contour  nicht  überschreitenden  x  und  j^,  d.  h^  kurz 
ausgedrückt,  auf  die*  geschlossene  Fläche  bezogen  werden  *).     Inte- 

grirt  man  zuerst  in  Beziehung  auf 
^'      *  ^1  Bo  hat  man  als  Integraticns- 

grenzen  für  y  die  zur  Abecisse  x 
gehörenden  Ordinaten  LPq  =  ^01 
LPi  =  T  (Figur  11),  wobei  wir 
voraussetzen,  dass  eine  Parallele  sm* 
y- Achse  den  gegebenen  Umfang 
nur  zweimal  treffe;  die  Integra- 
tionsgrenzen für  X  sind  die  Ent- 
fernungen OLo=Xo  und  OXi=X 
in  welchen  die  beiden  parallel  zur 
j^-Achse  an  den  Contour  geleg- 
ten Tangenten  die  Abscissenachse 
schneiden.     Nach  diesen  Bemerkungen  ist  das  obige  Doppelintegral 


= /■"/■ 


»0 


dp 


d!,^ß 


dx[0(x,Y)-0ix,p„)] 


=  JOix,  Y)dx  +  J<P(x,ih) 


dx. 


♦)  Setzt  man   ^   ^^'  ^^  =  Z,  und   betrachtet  Z  als  dritte  Coordi- 

nate,  so  kann  man  das  Integral    durch  ein    Volumen  veranschaulichen 
(ThL  L,  §.  95). 
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Das  erste  Integral  rechter  Hand  bedeutet  die  Summe  aller  Produote 
Yon  der  Form  (^(x,y)dx,  wenn  x  Ton  ^o  bis  X  geht  und  statt  y 
jederzeit  die  Ordinate  des  Zweiges  ^P|^i  genommen  werden,  d.  b. 
kürzer,  das  erste  Integral  bezieht  sich  auf  den  FaU,  wo  ein  ver- 
änderlicher Punkt  xy  den  Zweig  AqPiAi  durchläuft.  Im  zweiten 
Integral  geht  x  rückwärts  von  X  bis  Xq^  statt  y  sind  die  Ordinaten 
des  Zweiges  AiP^Äq  zu  nehmen;  das  Integral  entspricht  also  dem 
Falle,  wo  der  Punkt  xy  den  Weg  ÄiPqAq  zurücklegt.  Beide  Inte- 
grale zusammen  geben  mithin  die  Summe  aller  Producte  von  der 
Form  0(x,y)dx  für  den  Fall,  dass  der  Punkt  xy  den  ganzen  Con- 
tour  in  der  Richtung  A^PiAiPqA^  einmal  durchläuft.  Demnach 
besteht  die  Gleichung 

18)  JJ^^^  dx  dif  =  J'^ix,  y)  dx, 

worin  sich  links  die  Integrationen  über  alle  Punkte  der  geschlosse- 
nen Fläche  erstrecken,  während  sich  die  Integration  rechts  nur  auf 
den  Umfaüg  derselben  Fläche  bezieht. 

Eine  ganz  analoge  Behandlung  gestattet  das  Integral 

fpj^äxdy,      ■ 

fQr  welches  der  Spielraum  des 
xy  derselbe  wie  vorhin,  und  in- 
nerhalb dessen  ^(x,  y)  gleichfalls 
endlich,  stetig  und  eindeutig  sein 
möge.  Integrirt  man  zuerst  in 
Beziehung  auf  x  und  setzt  in 
Fig.  12  MQ^  =  t^,MQ,  =Ä, 
OMü  =  i?07  OMx  =  r,  so  er- 
-=  hält  man  statt  des  genannten 
Doppelintegrales 

J iy  J ^^Ekill dx  =  fdy[W(S, y)  -  W(l>, y)] 
*  Y  *        n« 

=  Jvis, y)dy  +  J  ^(fo. y)^y' 

Das  erste  Integral  rechter  Hand  entspricht  dem  Wege  5©  Ci-^i»  das 
Bweite  dem  Wege  BiQ^B^,  ihre  Summe  dem  ganzen  Umlaufe 
BtQiBiQQBa\  man  hat  daher  analog  Nro.  18) 

fßJE^axdy  =  fw(x,y)äy. 


54  Die  Functionen  complexer  Variabelen. 

und  Bwar  beziehen  eich  die  Integrationen  links  auf  alle  Punkte  der 
Fläche,  die  Integration  rechts  auf  die  Punkte  des  Umfange«,  wenn 
letzterer  in  der  Richtung  J?oCi^iöo^e  durchlaufen  wird.  Diese 
Richtung  ist  der  früheren  A^PiAiP^Ät  gerade  entgegengesetzt;  will 
man  daher  in  beiden  Integralen  rechter  Hand  die  n&mliohe  Richtung 
haben,  so  muss  man  dem  einen  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  ge- 
ben *);  es  ist  demnach  präciser 

49)  JJ^I^^xdy  =  -  fw{x,  y)dy. 

Aus  den  Gleichungen  18)  und  19)  erhält  man  durch  Subtraction,  bei 
umgekehrter  Anordnung  in  kürzerer  Schreibweise 

20)  /(*d*  +  Wäy)  =  //(^  -  ^-^ä.äy, 

von  welcher  Gleichung  wir  sogleich  Gebrauch  machen  werden. 
Wie  früher  setzen  wir 

tr  =fijs)    oder   u  +  iv  =f(x  +  iy)^ 

und  beschäftigen  uns  mit  der  Aufgabe,  den  Werth  des  Integrales 

f&r  den  Fall  m  bestimmen,  daas  e  oder  der  Punkt  Xjß  eine  geschlos- 


/ 


Fig.  18. 


^  Für  einen  kreieförmigen  Umfang  hat 
man  z.  B.,  wenn  a  und  b  die  Mittelpunkt!- 
coordinaten,  r  den  Radius,  6  den  veränder- 
lichen Centriwinkel  bedeutet, 


/  *(*»  y)  dx  = 


rcoadi  6  +  r«n6)rstn6cJd, 


/ 


«/'(«,  y)dy  =    I  V'(a  —  r  cosSf  b  +  r  «nöj  r  cosd  dO 


in 


—  —    /  ^'{a  —  reoaSf  b  +  r8$nd)rco8dd6. 


Die  Integrationsgrenzen  0  und  2n  bleiben  aber  dieselben,  wenn  r  Taria- 
bel|  d.  h.  eine  Function  von  ß  wird. 
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sene  Gurve  durchläuft,  innerhalb  deren  f{ß)  endlich,  stetig  und  ein- 
deutig bleibt   Vermöge  der  Werthe  von  f{ß)  und  z  ist  nun  zunächst 

Jf{z)  dz  =  J{u  +  tt;) {dx  +  idy) 

=    I  (udx  —  vdy)  +  i  I  (vdx  + udy)^    • 

worin  sich  die  Integrale  rechter  Hand  auf  den  gegebenen  Contour 
beziehen.  Da  nach  den  gemachten  Voraussetzungen  u  und  v  reelle, 
endliche,  stetige  und  eindeutige  Functionen  sind,  so  lässt  sich  jedes 
der  einfachen  Integrale  mittelst  der  Formel  20)  in  ein  Doppelinte- 
gral umwandeln,  mithin  ist  auch 

//<„ .. = //(ii  + 1|)..3,+<//(|-;  _  |H)..„. 

Gleichzeitig  hat  man,  weil  u  -f*  *^  ^ine  Function  von  x  4*  iy  be- 
deutet, 


dy  ^  dx~    •      dy 


du 


die  Torigen  Doppelintegrale  Terschwinden  also,  und  es  bleibt 

Jf(z)dz  =  0, 

d.  h.  wenn  der  Integrationsweg  der  complexen  Variabelen  z    aus 

einer   geschlossenen   Gurve   besteht,    innerhalb    deren  f{z)  endlich, 

_^.     ^.  stetig  und  eindeutig   bleibt,   so 

hat  das  Integral  von  f{z)  dz  im- 
mer den  Werth  Null. 

Mittelst  dieses  Satzes  lässt 
sich  unsere  eigentliche  Aufgabe 
sofort  lösen.  Bezeichnen  wir  näm- 
lich das  Integral  Yoiif{z)  dz  kurz 
mit  1(8),  sobald  die  Gurve  8  den 
Integrationsweg  von  z  darstellt, 
so  haben  wir  nach  dem  Vorigen 
l(ÄoFiÄiPoÄo)  =  0  oder 
J(AoPiÄi)  +  I(ÄiPoAo)  =  0. 
Im  zweiten  Integrale    Iftsst  sich 

die  Bewegungsrichtnng  umkehren,  wenn  gleichzeitig  das  Vorseichen 

amgekehrt  wird;  es  ist  also 

I(AoP,Ä,)  -  KAoPoÄi)  =  0 


— X 


56 


Die  Functionen  complexer  Yariabelen. 


und  hieraus  folgt 

HAoPiÄO  =  KÄ^PoÄi). 
D.  h.:  durchläuft  die  Yariabele  0  in  gleichem  Sinne  zwei  yerBchiedena 
Wege  von  e^  bis  Z,  bo  erhält  das  zwischen  diesen  Grenzen  genom- 
mene  Integral  von  f(ß)dz  in  beiden  Fällen  denselben  Werth,  vor- 
ausgesetzt^ da 88  f{ß)  sowohl  im  Inneren  als  auf  dem  Umfange  des 
von  beiden  Int egrations wegen  eingeschlossenen  Raumes  stetig,  end- 
lich und  eindeutig  bleibt.  Noch  kürzer  lässt  sich  dies  ausdrücken, 
wenn  man  eine  Function  synektisch  nennt,  sobald  sie  die  eben- 
genannten EigenschHften  besitzt;  der  Satz  lautet  dann:  das  Integral 
von  fijs)  dß  ist  so  lange  unabhängig  von  den  verschiedenen  Integra- 
tionswegen,  als  f{e)  zwischen  jenen  Wegen  synektisch  bleibt  *). 

Wir  geben  im  Folgenden  einige  Anwendungen  dieses  TheoremeSt 
namentlich  um  zu  zeigen,  wie  dasselbe  zur  Ermittelung  der  Werthe 
von  bestimmten  Integralen  dienen  kann. 

a.    In  Fig.  15  sei  A  OBC  ein  Rechteck  aus  den  Seiten  OÄ  =  a 
Fig.  15.  ^^^  OB  •=  h]  als  Integrationsweg  möge 

«  einmal  die  gebrochene  Linie   OAC^   das 

andere  Mal  die  gebrochene  Linie  OBC 
benutzt  werden.  Im  ersten  Falle  geht  s 
erst  von  0  bis  a,  dann  von  a  bis  a  4'  *^9 
im  zweiten  Falle  geht  ß  erst  von  Obis  tb. 
dann  von  1 5  bis  t5  -|-  a,  mithin  ist,  wenn  /(a) 
innerhalb  des  Rechtecks  synektisch  bleibt, 

a-\-ib  ib  fft  +  a 

/(#)d*  +   f Alf)  de  =  Jf(B)dB  +  Jmde. 

*a  •  ib 

Im  ersten  Integrale  schreiben  wir  x  statt  ß\  im  zweiten  Integrale  hat 
B  die  Form  a  -I-  t^,  wo  ^  von  0  bis  2>  geht;  im  dritten  Integrale 
kann  z  =  iy  gesetzt  werden,  wenn  y  von  0  bis  b  wächst;  im  letzten 
Integrale  ist  B  von  der  Form  ih  -\-  x^ -wo  x  von  0  bis  a  geht  Diese 
Substitutionen  geben  zusammen 

r  r  b  a 

JJ{x)  dx  +  ijfia  +  iy)  dy  =  iff{iy)  dy  +    ff{%h  +  x)  dx 


-X 


a 


*)  Dieser  Fundamentalsatz  ist  zuerst  von  Cauchy  bewiesen  worden 
in  dem  Memoire  aar  les  integrales  d^finies  prises  entre  des  limitee  imm- 
ginaires.  Paris  1825.  Die  Benennung  „synektisch"  hat  Cauchy  später 
eingeführt  in  der  Abhandlung:  Sur  les  rapports  diffetentiels  des  qusn- 
tit^s  geometriques  etc.  (Comptes  rendns,  1855,  p.  447).  unter  den  verschie» 
denen  Beweisen  des  Theoremes  zeichnet  sich  der  obige,  ausRiemann't 
Inauguraldissertation  entnommene,  durch  Eleganz  und  Strenge  aus. 
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oder  bei  anderer  Anordnung 

21)  f/ix+ih)  dx—Jf{x)  dx  =  i  \^Jf{a^iy)  dy  -  Jf{iy)  dy]^ . 

0  0  0  0 

Hiemach  ißt  z.  B.  für  /{b)  =  e~**,  wenn  sowohl  die  reellen  als 
die  imaginären  Theile  beiderseits  yerglichen  werden 

a  ab 

c*"  I  er'^eos2lzdx  =  jer'^dx  +  e"«"  j<f^sin2aydy 

0  0  0 

a  b  b 

ef^  I  €-'*sm2bxdx=  j  c^^dy  —  c^«'   f  eßf*co8  2aydy. 

Bei  unendlich  wachsenden  a  n&hem  sich  die  Producte 

*  b 

e-**  I  ^sin2aydy  und  r"""  1  ^cos2aydy 

0  0 

der  gemeinschaftlichen  Grenze  Null ,  weil  jedes  der  beiden  Integrale 

einen  endlichen,  zwischen 

b  b 

+    fe^dy.xmd  —    f^'^dy 
0  b 

liegenden  Werth  besitzt;  man  erh&lt  demnach 

22)  Je-^co32hxdx  =  e"*"  Jer'^dx  =  \Vner-^, 

0  0 

/b 
e"^sin2hxdx  =  <r-**  fei^dy. 

b.  In  demselben  Rechtecke  wie  vorhin  nehmen  wir  erst  die  Dia- 
gonale 0  0,  nachher  die  gebrochene  Linie  OÄ  G  als  IntegraiioDsweg. 
Um  den  geradlinigen  Gang  des  Punktes  a  =  x  -{-  iy  auszudrücken, 
muss  in  dem  Integrale 

a  +  tfft  a  +  ib 

Jf(g)  d»  =  Jf{x  +  iy)  {dx  +  i  dy) 

0  0 

y  =  — X  gesetzt  und  x  von  0  bis  a  ausgedehnt  werden^  das  Inte- 
gral verwandelt  sich  damit  in 


('+'t)/^('+'v')'* 
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Die  IntegratioD  längs  der  gebrochenen  Linie  OÄ  Cwird  ebenso  wie  bei 
der  vorigen  Anwendung  ausgedrückt,  und  daher  gilt  die  GleichaBg 

0  '^  0  0 

Substitnirt  man  noch  a  =^  ay^h  =  ßy^  linker  Hand  x  =  a^  nod 
rechts  y  =  yrj,  so  erh&lt  man 

24)    («  +  iß)J/[(«  +  iß) I] di  =Jf{x)dx  +  iYjf\y(a-\-in)]dn- 

0  .0  0 

Hiemach  ist  z.  B.  fiir/(j?)  =  e~'',  wenn  die  reellen  und  ima- 
gin&ren  Bestandtheile  beider  Seiten  verglichen  werden, 

0  0 

0  0 

ß  Jer(^-ß^^cos{2cißi^)di  —  u  fe'^^-P^^sm(2aßi^)di 

—  ye-^y*  jef/^n*cü8{2ayfi^)d'q. 

0 

Jedes  der  auf  17  bezaglichen  Integrale  hat  einen  zwischen 

/  «)*^(+  l)dfi  =  +  /Je^y* 
0 

und    I  cy/»'(—  l)dri  =  —  ßeß'T^ 
0 
liegenden  Werth,  und  daher  sind  die  letzten  Ausdrücke  beider  Glei- 
chungen unter  der  gemeinschaftlichen  Form 

enthalten,  wo  £  zwischen  —  1  und  -|-  1  liegt.  Vorausgesetst»  das 
0(2  ^  ßi  Igt,  convergirt  dieses  Produot  gegen  die  Null,  wenn  f  un- 
endlich w&chst,  und  es  bleibt  dann 


e  j<r^^f^^^cos{2aß  |»)  d^+ßji 
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0  0 

woraus  folgt 


J  _       «»  +  /S» 


«»  >  ß*. 


Für  a^  —  /J^  =  a,  2a/S  =  6,  wo  a  nothwendig  eine  positive  Coii- 
stante  sein  muss,  erhält  man  noch 


2^) 


26) 


0 

wofür  kürzer 


/ 


•"'•*""■"«= rtCTij-  '>'• 


geschrieben  werden  kann,  falls  Va  -\-  ib  eindeutig  genommen  wird*). 


V.  Die  Integrale  asynektisolier  Functionen. 

Das  Fundamentaltheorem  des  vorigen  Abschnittes  gilt  zwar  nicht 
mehr,  wenn  der  Integrationsweg  des  e  durch  einen  Punkt  geht  oder 
einen  Punkt  einschliesst,  in  welchem  /(z)  mehrdeutig,  unendlich  oder 
discontinuirlich  wird,  es  kann  aber  dazu  dienen,  um  gewisse,  im 
Folgenden  näher  bezeichnete  Punkte  dieser  Art  zu  umgehen.  Die 
Eindeutigkeit  einer  Function  /  (-er)  wird  nämlich  dadurch  nicht  ge- 
stört, dass/(jer)  sich  an  irgend  einer  Stelle  sprnngweis  ändert  oder 
unendlich  wird,  wie  z.  B.  der  Bruch  1  :  (c  —  0),  bei  welchem  für 


*)  Die  Formeln  21),  24)  und  eine  Reihe  ähnlicher  sind  zuerst 
von  Gauchy  entwickelt  worden.  Siehe  dessen  Memoire  sur  les  inte- 
grales definies  (Memoires  pr^sent^s  k  Pacademie  des  scienoes.  Tome  I, 
1827),  sowie  die  Abhandlung  Recherche  d'nne  formale  generale  qni  four- 
nit  la  valenr  de  la  plapart  des  integrales  definies  connnes  et  oelle  d*an 
grand  nombre  d'antres  (Annales  de  Gergonne,  T.  XVI  et  XyiJ)t 


60  Die  Functionen  complexer  Variabelen. 

jBT  =  c  beide  Fälle  zugleich  eintreten.  Wir  wollen  daber  künftig  Yor- 
auBsetzen ,  dass  f(js)  innerhalb  bekannter  Grenzen  eindeutig  bleibe, 
aber  innerhalb  derselben  Grenzen  beliebig  vielmal  discontinnirlich 
oder  unendlich,  oder  beides  zugleich  werden  könne;  die  Punkte,  in 
denen  solche  Fälle  eintreten,  mögen  Ausnahmepunkte  heissen. 

Wie  die  Integrale  solcher  asynektischer  Functionen  zu  behan- 
deln sind,  wird  die  folgende'  Untersuchung  zeigen ;  sie  theilt  sich  in 
zwei  verschiedene  Discussionen ,  je  nachdem  die  vorkommenden 
Ausnahmepunkte  auf  dem  Integrationswege,  oder  innerhalb  eines 
geschlossenen  Integrationsweges  liegen. 

A.     In  Fig.  16  ^ei  ABCA  ein  in  sich  zurücklaufender  Inte- 
Yia  16,  grationsweg ,  auf  welchem  ein  ein- 

ziger    Ausnahmepunkt      T    liegen 
möge;  mittelst  einer  beliebigen,  in- 
nerhalb des  Gontours  AB  CA  gezo- 
genen Linie   UVW  lässt  sich  nan 
leicht    ein    neuer   Integrationsweg 
ABCWVU herstellen,  bei  welchem 
der  Punkt  T  so    umgangen   wird, 
dass  derselbe  ausgeschlossen  bleibt. 
—      Für  diesen   neuen  Integrationsweg 
gilt    daa  Fundamentaltheorem    des 
Abschnittes  lY,  es  ist  also 
I{ÜABGW)  -h  I{WVIT)  =  0 
oder  I(ÜABCW)  =  1(ÜVW). 

Man  kann  nun  den  Integrationsweg  UVW  dem  Ausnahmeponkte  T 


Fig.  17. 


beliebig  nahe  kommen  lassen ,  und 
dann  nähert  sich  der  Integrations- 
weg UABCW  mehr  und  mehr 
dem  gegebenen  Integrationswege 
TAB  CT;  das  gesuchte  Integral  er- 
scheint jetzt  als  der  Grenzwerth,  ge- 
gen welchen  das  Integral  1(^UVW) 
convergirt,  sobald  der  Weg  UVW, 
wofür  man  einen  aus  dem  Mittel- 
punkte jT  beschriebenen  Kreisbogen 
wählen  kann,  unendlich  abnimmt. 

Als  Beispiel  diene   das  Integral 
(Fig.  17) 


/• 


Die  Functionen  complexer  Variabelen.  61 

and  zwar  bestehe  der  Integrationsweg  aus  einem  mib  dem  Radius 
OB  =  h  aus  dem  Coordinatenanfange  beschrrebenen ,  nur  positive 
X  enthaltenden  Halbkreise   ABC  nebst    dem  zugehörigen  Durch- 

messer  CA.    Da  die  Function für  jP  >  0  und  beliebige  posi- 

ÜTe  X  synektisch  bleibt,  dagegen  für  jer  =  0  unendlich  und  zu- 
gleich discontinuirlich  wird,  so  ist  der  Coordinatenanfang  der  einzig 
vorhandene,  auf  dem  Integrationswege  liegende  Ausnahmepunkt. 
Zar  Umgehung  desselben  wählen  wir  einen  mit  dem  Radius  Oü=r 
beschriebenen  Halbkreis  und  erhalten 

liABC)  +  I(CW)  +  I(WVü)  +  I{ÜA)  =  0 
oder 

I(ABC)  +  I(CW)  +  liJJA)  =  I{ÜVW). 
Im    ersten  Integrale  substituiren  wir  £f  =  be'^,    im   zweiten  und 
dritten  s  =  iy,  im  vierten  z  =  re*^]  dies  giebt 


+  i7r  -*  +»• 


1 


I 


=     /    g-'-('o«ö  +  '**«ö)tc|fl 


und  bei  verschwindenden  r 


-\n 


ife-^icce-^uinrnde  +   ftJLdy  =  —  t«. 


+  |w  -6 


womit  der  Werth  des  Integrales ,  bezogen  auf  den  gegebenen  Inte- 
grationsweg, bestimmt  ist.  Durch  Vergleichung  der  imaginären  Be- 
standtheile  findet  man  noch 


-1« 


l"  +6 


y  tf-6co,ö  co8(hsin6)  ds  —  j^^^dy  =  —  Jr, 


oder,  wie  leicht  zu  sehen  ist 


6  \n 


2j?a!JLdy=x—    2fe-^^^0  cos(h 


sin  6)  de. 


Lässt  man  h  unendlich  wachsen  und  berücksichtigt  die  für  positive 
u  geltende  Relation 
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1— « 


=  3r< 


1  +  J«»' 


Fig.  18. 


80  gelangt'  man  zu  der  Formel 

0  ^ 

Die  an  dem   vorstehenden  Beispiele  gezeigte   Operation  Vk?9t 

sich  folgendermaassen  aof  das  all- 
gemeine Integral  /  /[g)  dz  anwen- 
den. In  Fig.  18  bedeute  T  den 
einzigen  ,  auf  dem  Integrations- 
wege AB  CA  liegenden  Aasnahme- 
punkt, dessen  rechtwinklige  Coor- 
dinaten  |  und  17  heissen  mögen;  in 
T  sei  eine  Tangente  ST  an  den 
Integrationsweg  gelegt  und  ^  J5X 
=  r,  endlich  sei  'mit  dem  Radios 
TF  =  r  um  T  ein  Halbkreis  be- 
schrieben ,  welcher  die  Tangente 
S  r  in  F  und  D  schneidet.  Zieht 
man  noch  die  Linien  AF  und  DC 
so  erhält  man  einen  neuen  Contour  ABGDEFA,  welcher  den 
Punkt  T  ausschliesst  und  mittelst  hinreichend  kleiner  r  immer  S4) 
construirt  werden  kann,  dass  er  keinen,  etwa  sonst  noch  vorhanden co 
Ausnahmepunkt  enthält.     Wie  früher  ist  nun 

I{FABCD)  =  I(FED) 
oder,  wenn  für  irgend  einen  Punkt  des  Halbkreises 

mithin 

g  =  x  +  iy  =  ^  +  tri  +  re'»  =i  +  re*^ 
gesetzt  wird, 

T 

liFABCL)  =  iffii  +  rc'^)rc-^  d^. 

r+  n 
Bei  unendlich  abnehmenden  r  wird  sich  nun  in  manchen  Fällen  dj« 
Product 

einer  bestimmten  Grenze  nähern,  welche  A  heissen  möge;  die  vori^'«' 
Gleichung  geht  dann  in  die  folgende  über 
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I{TABCT)  =  i  fu» 

und  wenn  überdiess  X  unabhängig  von  ^  ist,  so  wird 

I{TABCT)  =  ^  ink. 

um  dieses  Resultat  in  einer  Formel  darstellen  zu  können,  wollen 
wir  mit 


mdn 


ein  Integral  bezeichnen,  auf  dessen  geschlossenem  Integrationswege 
ein  einziger  Ansnahmepunkt  vorkommt ;  wir  haben  dann  die  Formel 

I f{z)dz  =  -  inX,     l  =  Lim[df(;  +  «)], 

worin  zur  Abkürzung  re^^  ==  d  gesetzt  worden  ist. 

Dieses  Resultat  l&sst  sich  leicht  auf  den  Fall  ausdehnen,  wo 
mehrere  Ausnahmepunkte  Ti,  T2,...Tn  auf  dem  Integrationswege 
liegen.     Bezeichnet  man  das  betreffende  Integral  mit 


f(e)dg 


und  wiederholt  die  vorige  Betrachtung    für  jeden    einzelnen  Aus- 
nahmepunkt, so  erhält  man 


f(e)de  =  —  fÄ(Ai  +  ^a  H h  ^n), 

) 

woiin  die  einzelnen  Grenzwerthe  durch  die  Formel 

It  =  Lim[8f(U  +  «)] 
bestimmt  werden. 

B.    Ist  zweitens  T  in  Fig.  19  ein  Ausnahmepunkt,  AB  CD  ein 


Fig.  19. 


um  denselben  herumgehender  Inte- 
grationsweg von  der  Beschaffen- 
heit, dass  weder  im  Inneren  noch 
auf  der  Peripherie  von  A  B  CD  ein 
zweiter  Ausnahmepunkt  und  eben 
so  wenig  ein  Verzweigungspunkt 
liegt,  ist  fem  er  A'B'C'D'  ein  an- 
derer Integration s weg  von  derselben 
Eigenschaft,  so  kann  man  mittelst 
der  beiden  Verbindungslinien  AA' 


64  Die  Functionen  complexer  Variabelen. 

and  CG'  zwei  neue  geBchlossene  Gurren  ÄBCC'B'A'  und 
ADCC'D'A'  herstellen,  von  denen  keine  den* Ausnahmepunkt  7 
enthält.  Es  gilt  daher,  wenn  diese  heiden  Curven  als  Integrations- 
wege genommen  werden,  die  Gleichung 

I{ABCC'B*A')  =  lUBCC'D'A'), 

aus  welcher  durch  Zerlegung  folgt 

I(ABC)  +  I(CC')  +  I(C'B'A')  +  liA'A) 
=  I(ADC)  +  I{CC')  +  /(C'D'^O  +  I{A'A)\ 

nach  Hehuug  der  beiderseits  vorkommenden  Integrale  1{CC')  and 
I(A'A)  hat  man  auch 

I{ABC)  —  I(ADC).=  —  I(C'B'A')  +  I(C'D'A') 

oder,  wenn  im  zweiten  Integrale  links  und  im  ersten  rechts  die 
Richtung  des  Weges  entgegengesetzt  genommen  wird, 

liABC)  4-  I(CDA)  =  I{A'B'C')  +  1{C'D'A') 
d.  i. 

liABCBÄ)  =  I(A'B'C'D'A'). 


Fig.  20. 


Die  Integration  längs  AB  CDA  liefert  also  den  nämlichen  Wertb, 

,  wie  die  Integration  längs  A'B'C'B'Ä, 
falls  f{z)  auf  und  zwischen  beiden 
Wegen  synektisch  bleibt. 

Mittelst  dieses  Satzes  kann  man 
einen  gegebenen  Integrationsweg  auf 
einen  kleineren,  z.  B.  auf  einen  unend- 
lich kleinen ,  aus  dem  Mittelpunkte  T 
beschriebenen  Kreis  zurückführen. 

Als  Beispiel  diene  das  Integral 


/^ 


e 


de. 


worin  a  eine  reelle  positive  Constante 
bezeichnen  möge.  Der  Ausnahmeponkt 
T  liegt  hier   auf  der  x-Achse    in  der 
Entfernung  OT  =  a  (Fig.  20);     für 
alle  übrigen  positiven  x  und  beliebige 
y  bleibt  die  unter  dem  Integra] zeichen 
stehende  Function  synektisch ;  das  In- 
tegral   erhält   also    denselben    Werth, 
wenn  man  erst  einen  aus  dem  Mittelpunkte  0  mit  einem  beliebigen 
Radius  b  >>  a  construirten  geschlossenen  Halbkreis  als  Integrations- 
weg nimmt,    und  nachher  i?  einen  vollen,  aus  dem  Mittelpunkte  T 
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beschriebenen  Kreis  durchlaufen  lässt,  dessen  Halbmesser  r<^h — a 
sein  moss.    Dies  giebt  znnächst 

lUB)  +  I{BCA)  =  J(A'5'C'A0; 

im  ersten  Integrale  setzen  wir  s  =  iy^  im  zweiten  jp  =  6e'^,  im 
dritten  e  ==  a  —  re~^^  und  erhalten 


f» 


1 

t" 

271 
:=:  i    I   0-(a—reos&-\-ir*inS)^:Q- 

0 

Dividirt  man  mit  t  und  vergleicht  dann  beiderseits  die  reellen  Theile, 
80  findet  man 

b 


—  6 


racosy  +  ysiny 

J,      «^  +  y' 


_  ne-^'<>'0[(a'-bco80)cos(d'-bsine)  —  hsinesm(e—b8ine)]  ^^ 


S9I 


+  e""*"  /  c'*^**cos(rsm'0')<i'0' 


0 

und  hieraus  wird  für  b  =  oo    und  r  =  0 

28)  facosy^ysiny       ^  ^«e-«. 

— eo 

Bezieht  man  in  dem  analogen  Integrale 

dz 


/er' 
a  + 


die  Integration  auf  denselben  Halbkreis  wie  vorhin,  so  ergiebt  sich, 
weil  hier  kein  Ausnahmepunkt  vorkommt,  dass  der  Integralwerth 
verschwindet  *,  es  ist  daher  auch  für  5  =  oo  der  reelle  Theil 


Kcosy^ysiny       _  ^ 
J         d*  +  y* 


«9) 

8  c  li  1  ö  m  i  1  n  h  ,  Anal>  Bi«.     1 1 .  0 
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Ans  den  Gleichungen  28)  und  29)  folgt  uoch 


QO  00. 

ysinii    _  Ä    _ 


0 


J  a^  +  y^^         2  a         '  J  a^  J^  y^  '^        2 

0  0 

worin  a  eine  positive,  die  Null  übersteigende  Constante  sein  mass. 
Die  zweite  Formel  giebt  übrigens,  wie  man  aus  Nr.  27)  ersieht-,  auch 
für  a  =  0  ein  richtiges  Resultat- 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  die  an  dem  vorigen  Beispiele  ge- 
zeigte Operation    zu  verallgemeinem.      Ist   nämlich    T  der  einzige 

Ausnahmepunkt  innerhalb  der  beiden  ge- 
schlossenen Integrationswege  AB  CD  und 
A'B'C'D'  (Fig.  21),  mithin 

I(ÄBCD)  ==  I(Ä'B'G'n'), 
80  nehme  man  für  letzteren  einen  aus  T  mit 

dem  Radius  r  beschriebenen  Kreis  von  hin- 
reichender Kleinheit,    und   transformire  da* 

zweite  Integral  in  Polarcoordinaten.  Die 
rechtwinkligen  Coordinat^n  von  T  mögen  | 
und  ri  heissen;  für  alle  Punkte  des  Kreises 
Ä'B'C'D'  ist  dann 

o;  =  S  +  rcos^,    y  =  i^  +  rsind^ 
oder,  wenn  x-}-iy  =  is,  ^  +  iri=^  gesetzt  wird, 

mithin 

I(ÄBCI))  =  ifAt  +  r^^)re'^'^d», 

worin  d'a  den  Anfangswerth  von  &  bezeichnet.  Bei  unendlich  ab- 
nehmenden r  wird  hieraus,  wenn  man  die  in  Ä  eingeführte  Be- 
zeichnung beibehält 

^0  +  2;r 

I{ÄBCT))  =  i  fue^  =  i.2nk. 

Um  dieses  Resultat  durch  eine  Formel  darstellen  zu  können,  wü11»i 
wir  ein  Integral,  welches  sich  auf  einen  geschlossenen,  nur  eineu 
Ausnahm epunkt  enthaltenden  Integrationsweg  bezieht,  mit 


//w 


dj! 


(Ol) 

bezeichnen;  wir  haben  dann  die  Gleichung 

/7(£f)  dz  =  2inl,         k  =  Um  [«/(g  -f  ö)]. 

(Ol) 
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DieBOfi  ErgebniBS  l&ast  sich  mit  Leichtigkeit  auf  den  Fall  aus- 
Yig,  22.  debnen,   wo    innerhalb    des   ge- 

scblossenen  Integrationsweges 
zwei  Ansnabmeptinkte  Ti  und  2« 
vorkommen,    welche    durch    die 
Goordinatencomplexe^i  =  |i  -f  irii 
nnd    ()  =r  Ij   -|-  irj^  bestimmt 
sein  mögen.     Eine  Querlinie  Ä  C 
theilt      nämlich      den      Umfang 
ABCDÄ  (Fig.  22)  in  zwei  ge- 
'^        schlossene  Curven,  und  es  ist  da- 
bei immer   möglich,  iiC  so  zu 
legen,  dass  der  eine  Theilt £C^  nur  den  einen  Ausnahmepunkt  T], 
der  andere  GDAG  nur  den  Punkt  Tq  enthält     Für  die  einzelnen 
Theile  ist  nun  nach  Nro.  32) 

I(ÄBCÄ)  =  2i7tXu      I(GDäC)  =  2t«A2;   ' 
andererseits  hat  man  durch  Zerlegung 

I  (AB  CDA)  =  I(ABCA)  +  I(ACDA) 

=  I(ABC)  +  I{CA)  +  I(AC)  +  I{CDA); 
das  zweite  und  dritte  Integral  rechter  Hand  heben  sich,  und  fElr  die 
übrigen  kann  man  ihre   vorhin  bestimmten  Werthe  setzen,  wodurch 
entsteht 


/■ 


f{e)de=  2f3r(Ai  +  Aj). 

(ot) 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  die  allgemeine  Formel  *) 

^f{g)dz  =  2in(k,+k,  +  ....  +  A,) 

M 

A*  =  -Lim[d/(g,+t5)]. 

Als  Beispiel  hierzu  betrachten  wir  das  Integral 


(0.) 


/ 


dB, 


1  +  e^9 

worin  p  und  g  ganze  positive  Zahlen  bedeuten  mögen  und  s  einen 
über  der  x- Achse  liegenden  geschlossenen  Halbkreis  durchlaufen  soll, 
dessen  Mittelpunkt  der  Gqordinatenanfang  und  dessen  Radius  £^1 
ist.    Die  eindeutige  Function 

^)  Diesen  Satz  hat  Cauchy  gefunden  und  unter  etwas  anderer  Form 
in  dem  schon  erwähnten  Memoire  sur  les  integrales  delinies  dargestellt, 

5* 
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wird  80  oft  unendlich  und  zugleich  discontinuirlich ,  als  der  Nenner 
durch  Null  hindurchgeht;  im  Ganzen  existiren  demnach  2g  Aus- 
nahmepunkte, deren  ß  die  Werthe  von  *^^—  1  sind,  nämlich  (Theil  1., 
Seite  257) 


ii 


cos-T h  tsm 

2g 


2g'    f^  =  ^^^^  +  *^^2^ 


(2g— 1)«    ,    .   .   (2g  -  \)n 
*»^  2g  2g 


n  ^       fc  3%         .  .    3ä 

(23  —  1)«         .   .   (29—1)» 
g«>  =  ^"«        2g         ~*^" 2^' 

Von   diesen   2  g   Auenahmepunkten   liegen    die  g  ersten    über,    die 

g  übrigen  unter  der 
Abscissenachse;  die 
letzteren  fallen  ausser^ 
halb  des  vorhin  ange- 
gebenen Integrations- 
weges und  kommen 
daher  nicht  in  Be- 
tracht (Fig.  23  «eigt 
die  oberen  Ausnahme- 
punkte  für  den  Fall 
g  =  4).  Das  Inte- 
gral besteht  nun  aus 
den    beiden    Theilen 

1(äOB)  und  I(BGÄ);  im  ersten  scjireiben  wir  x  für  if,  im  zweiten 

Bubstituiren  wir  e  =  Re^'^  und  erhalten 


A 


X^P 


dx  +  i 


c'(ap  +  i)d 


de 


— Ä  0 

=  2fÄ(Ai  +  Aa  +  A3  +  .  .  .  +  A,). 
Nennen  wir  g   irgend  eine  der  Wurzeln  fi,  f^,  .  .  .  £^,  so  gehört 
dazu  der  Grenzwerth 

,_r-  _!HLM)!L— r-  sg  +  syp 

^^*'"H-(5  +  ö)""~        i+S'+(2ä)ig«->ö  +  (2«),g«-««»+... 

oder  wegen  S'  =  —  1   und  nach  Hebung  von  S  im  Zähler  und 
Nenner 

(2ä),£«-'  2g 


A  = 
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Dies  giebt,  wenn  zur  Abkürzung  ^ =  ß  gesetzt  wird, 

^1    +   ^»    +   ^8    +   •  •  '    +   ^ff 

e'ß      1  —  e^^*ß 

~  "Ya  '  1  —  ^'ß  ' 

i\&TiniBie^'i^ß=cos2qß-\-isin2qß=cos(2p+  l)x  -\-  isin(2p-\'  1)ä 
=  —  1,  folglich 

^1  +  ^»  +  ^8  +  '  •  •  +  ^? 

_1_  cosß  +  isinß       1  cosß  -f"  ^sinß 

~  ~"    Ö    '  1  —C082ß-'isin2ß ~ ~  "g"  '  2  8inß(sinß-'icosß) 
_  _  J^         i « 


H 


Man  hat  demnach  die  Integralformel 


— Ä  0 

n 


asm  — 


22 

LftBst  man  Ü  ins  Unendliche  wachsen  und  setzt  2|>  -f-  1  <^  2  g  vor- 
aus, so  convergirt  das  zweite  Integral  linker  Hand  gegen  die  Null, 
und  es  bleibt 


J  1  +a;2«^"'  ,   (2i?  +  l)7r 


3^»      ,  n 

dx  = 


oder  2  g 


/ 


**'      dx  = ,^    ,    „    .      2p+l<2g. 


„    1  +  ««»  „      .   (2i)  +  l)«' 

0  2g  am         „ — i— 

2a 

Mittelst  der  Snbstitationen 

wobei  <^9  im  absoluten  Sinne  zu  nehmen  ist,  erhftlt  man  noch  die 
Formel 
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an  /  ,    ,    .  ät  =  -T^^ — ,   0  <  ft  <  1, 

^^)  J   1  4-  *  sin  an         ^  r-  -s.    I 

welche  in  Thl.  I,  S.  429,  auf  anderem  Wege  entwickelt  wurde. 

Besondere  Aufmerksamkeit   verdient  noch  der  Fall,   wo    das 
Product 

bei  verschwindenden  ^  nnendlich  wird;  das  Integral,  bezogen  auf 
den  mit  r  beschriebenen  Kreis,  erhält  dann  die  Form 

00  .  dd, 


/' 


^0 

die  ebenso  vieldeutig  und  unbestimmt  ist,  wie  z.  B.  die  Ausdrücke 
§ ,  0  .  00  n.  dergl.  *)•  In  solchen  Fällen  muss  man  das  bisherige 
Verfahren  auf  passende  Weise  modiüciren ;  wir  wollen  dies  an  Bei- 
spielen zeigen,  da  sich  eine  allgemeine  Regel  nicht  geben  lässt. 

Bezeichnet  p  eine  ganze  positive  Zahl,  so  führt  die  gewöhnliche 
Substitutiouv  5  =  5  -f-  **^^  *^  ^®''  Gleichung 


deren  rechte  Seite  für  r  =  0  die  oben  erwähnte  unbestimmte  Form 
erhalten  würde;  dagegen  ist  nach  dem  binomischen  Satze 


A 


'/{^-- 


d» 


und  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder 


*)  So  ist  z.  B. 


l 


—  a^  =  —  =  00 
r  r 


bei  verschwindenden  r.    Dagegen  hat  man  fär  jedes  endliche  r 
I  T-I^  d9  =  \j{cos^  -  i8in9)d9  =  0, 

und  dies  bleibt  auch  für  heliabig  kleine  r  richtig. 
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/z^  de 

Die  Grösse  von  r  bleibt  hier  ganz  willkürlich ;  das  Resultat  gilt  da- 
her auch  für  verschwindende  r. 

Wegen  einer  späteren  sehr  wichtigen  Anwendung  betrachten  wir 
noch  die  Integrale 

/F{e)  r  F(z)  r  F(z) 

wobei  der  Integrationsweg  eine  geschlossene  Curve  sein  möge,  auf 
und  innerhalb  welcher  F(z)  synektisch  bleibt.  Pas  erste  Integral 
bietet  keine  Schwierigkeit,  weil  sich  hier 

der  endlichen  bestimmten  Grenze  F(i)  nähert;  es  ist  daher 

Im  zweiten  Integrale  tritt  der  vorhin  erwähnte  Ausnahmefall 
ein;  man  kann  ihn  aber  leicht  dadurch  vermeiden,  dass  man  erst  das 
Integral 

F{z) 


A 


dz 


betrachtet  ui^d  nachher  ti  ii^  t  übergehen  läest  Als  Werth  des  vor- 
stehenden Integrales  findet  man  nach  der  bisherigen  Methode  oder 
durch  Zerlegung  in  Partialbrüche 


A 


n')       d.=  2i«^^^+'^-^^^> 


(5-ö(£-g-Ä) 

und  bei  verschwindenden  h 

Dieses  Verfahren  Iftast  sich  ohne  Mühe  verallgemeinem  und 
swar  giebt  dasselbe,  üeJIs  {[9  tii  (sy  •  •  •  S»  von  einander  verschieden 
sind, 


A 
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r F{z)dz 

J  (^-5)(«-Si)(^-S»)  •  . .  (*-?») 

+ 


+ 


)(S-52)(5-U-..(S-S.) 

£(61) 

iix  -  %)  (Si  -  5»)  (&i  -  Sa) .  •  •  (Si  -  S.) 

F^ 

(5»  -  S)  (S«  -  gl)  (5j  -&)••• «» -  SO 
.  IM _| . 

■^  (5.  -  5i)  (e„  -  r,)  (5.-  e»)..  .(e,-s»-i)i 

Nimmt  man  speoieller  Ei=S  +  A.S8  =  5  +  2ä,5j  =  5  +  3A 
u.  8.  w.,  so  erh&It  man  hieraus 

r F{z)  de 

J  {e  —  i){e—%  —  h){z  —  i-2h)...(z-i  —  nh) 

^  (-  1)» 2 «ff     (n)o F(e)  -  («).  F(g  +  fc)  +  (n), -FCS  +  2 fc) 

1  .  2  . ,  . n  '  Ä" 

oder,  wenn  rechter  Hand  die  Anordnung  der  Summanden  umgekehrt 
wird, 

F{z)  dz 


/i 


{z  —  i)(z  —  i  —  h){z  —  l  —  2h)...{z  —  l—nh) 

"~  1  .  2  .  3  .  .  .  n '     J^    '        ^6  -  ». 
Durch  Uebergang  zur  Grenze  fflr  unendlich  abnehmende  ^^  =  h 
folgt  noch 

^^^  J  (*-?)-  +  '  -  1.2.3,..«  *^  '^^^^ 

Der  hier  yorkommende  Ansnsbmeponkt  ist  gewissermaasBen  als 
ein  (n-4-  l)facher  za  betraohten,  weil  sich  in  ihm  die  n  -|-  1  for> 
herigen  Aosnahmeponkte  vereinigt  haben. 

VL  Die  vieldeutigen  Integrale. 

Bei  den  vorigen  Untersuchungen  wurde  Btillscbweigend  ange- 
nommen, dasB  der  Integrationsweg  eine  einfache  geschlossene  Curve 
sei,  welche  einen  gegebenen  Ausnahmepunkt  nur  einmal  uml&ufl; 
diese  Beschränkung  wollen  wir  jetzt  aufheben,  also  eine  mehrmalige 
Umkreisung  eines  Ausnahmepunktes  zulassen. 
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Alfl  IntegratiosBweg  nehmeo  wir  zuerst  die  Curve  AB  CJDECFÄ, 
Fig.  24.  welche  sich  in  C  selber  schneidet  und  den 

Ausnahmepunkt  T  zweimal  umkreist  (Fig.  24). 
Zieht  man  die  beiden  Verbindungslinien  AD 
und  AE  so,  dass  der  Raum  ADE  den  Aus- 
nahm epunkt  T  nicht  enthält,  was  auf  unend- 
lich viele  Arten  möglich  ist,  so  lässt  sich  der 
von  D  bis  E  reichende  Theil  des  ganzen  In- 
tegrationsweges durch  den  Weg  DAE  er- 
setzen, man  erhält  daher  als  gesammten  neuen 
Integrationsweg  die  Curve  AB  CDAECFA, 

welche  in  die  beiden  einfachen  Curven  AB  CDA  und  AECFA  zer* 

fallt     Nun  ist 

I(ABGDAECFA)  =  I(ABCDA)  +  liAECFAyy 

jedes  der  Integrale  rechter  Hand  reducirt  sich  wie  früher  auf  das 
Integral  längs  eines  unendlich  kleinen  um  T  beschriebenen  Kreises, 
und  hat  den  Werth  2i7tX;  der  Werth  des  ganzen  Integrales  ist  da- 
her =  4t stA,  da  beide  Umläufe  nach  derselben  Richtung  vor  sich 
gehen. 

Auf  ähnliche  Weise  lässt  sich  ein  dreimaliger  Umgang  ABCDEFG 
(Fig.  25)  in  den  Doppelumgang  ABCDEA  und  in  den  einfachen 


Fig.  25. 


Umgang  AFGA  zerlegen;  der  Werth 
des  Integrales  ist  dann  6ixk.  Ueber- 
haupt  entspricht  einem  n- maligen  Um- 
gange der  Integralwerth  2ninX  oder 
—  2n»9rA,  jenachdem  der  Umgang  in 
der  positiven  oder  negativen  Drehungs- 
richtung erfolgt  ist. 

Hieran  knüpR  sich  eine  allgemeine 
Bemerkung  rücksichtlich  des  zwischen 
gegebenen  Ghrenzen  e  =  e^  und  e  •=  gi  genommenen  Integrales 


/ 


mag 


'Q 


für  den  Fall,  Absb /(g)  bei  irgend  welchen  Werthen  von  ß  discon- 
tinnirlich  oder  unendlich  werden  kann.  Ist  nämlich  nur  ein  Ans- 
Dahmepunkt  fär  z  =  t  vorhanden  und  sind  die  Punkte  A,  IT,  Tdie 
Reprftientanten  der  Werthe  0=0^,  e=zgi^  jg=i  (Fig.  26  a.f.S.)f  bo 
besteht  die  allgemeinste  Art  des  Ueberganges  von  A  nach  H  in  der 
Verfolgung  einer  Curve,  welche  von  A  ausgebt,  den  Punkt  T  mehrfach, 
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etwa  n-mal,  omkreiBt  und  in  H  endigt.     Der  Specialfall,  wo  keine 
Y\g,  26.  Umkreisnng   des    AoBnahmepunktee 

stattfindet,  ist  hierin  mit  enthalten, 
weil  es  freisteht,  n  =  0  za  nehmen. 
Man  kann  nun  von  A  aus  nach  einem 
gegen  das  Ende  des  Weges  hin  lie- 
genden Punkte  Q  die  Verbind ungs- 
linie  ^  6r  so  ziehen,  dass  der  von 
den  Linien  ÄG^  GH  und  von 
der  Geraden  AH  begrenzte  Raum 
A  GH  den  Ausnahmepunkt  T  nicht 
enthält.  Der  Integrationsweg  GH 
lässt  sich  dann  durch  den  Weg  GAH  ersetzen.  Der  gesammte 
W'eg  des  g  zerfällt  hiermit  in  die  geschlossene,  von  A  ausgehende 
und  nach  n  Umläufen  wieder  in  A  anlangende  Curve  ABGA  und 
in  die  Gerade  AH,  Berücksichtigt  man  noch,  dass  die  Carve  AJBGA 
dem  n- maligen  Umlaufe  in  einem  unendlich  kleinen  Kreise  äquiva- 
lent ist,  so  hat  man  den  Satz:  alle  möglichen  Integrationswege  zwi- 
sehen  A  und  H  reduciren  sich  zuletzt  auf  eine  beliebig  vielfache 
Durchlaufung  eines  um  T  beschriebenen  Elementarkreises  and  auf 
den  geradlinigen  Weg  AH  Dieses  Theorem  ist  leicht  in  einer  For- 
mel  darzustellen,  wenn  man  mit 


— X 


I 


I 


Ä')d» 


denjenigen  Werth  bezeichnet,  welchen  das  obige  Integral  bei  der 
Integration  längs  der  Geraden  AH  erreicht;  es  ist  dann 

/(e)dß  =  ßf(ß)d0  ±  2n««A, 

'0  '0 

wobei  die  verschiedenen  Voi-zeichen  den  verschiedenen  Drehuogsricb* 
tungen  entsprechen.  Wie  man  sieht,  ist  ein  Integral  unendlich  viel» 
deutig,  sobald  ein  Ausnahmepunkt  vorkommt. 

Diese  Betrachtungen  sind  leicht  auf  den  Fall  auszudehnen,  wo  die 
Function  f{e)  zwei  Ausnahmepunkte  besitzt.  Als  Integrationsweg  zwi- 
schen A  und  H  nehmen  wir  zunächst  eine  Curve,  die  von  A  ausgeht, 
erst  den  einen,  dann  den  anderen  Ausnahmepunkt  mehrmals  umwin- 
det und  in  H  endigt  (Fig.  27).  Ersetzt  man  den  Bogen  EF  durch 
EAF  und  analog  GH  durch  GAH^  so  zerfallt  der  gesammte  Integra- 
tionsweg in  zwei  geschlossene  Curven,  von  denen  die  eine  den  ersten. 
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Fig.  27. 


die  andere  den  zweiten  Ausnahmepunkt  mehrfach  nmkreiBt,  nnd  in  die 

gerade  Linie  AH.  Das  all- 
gemeine Integral  besteht 
daher  ans  drei  Theilen ;  die 
beiden  ersten  Theile  ent- 
sprechen beliebig  vielen  Um- 
läufen in  Eiern entark'reisen 
um  die  Ausnahmepunkte; 
der  letzte  Theil  ist  das  ge- 
radlinige Integral  zwischen 
den  gegebenen  Grenzen.  Bei 
umgekehrter  Anordnung  hat 
man  demnach,  wenn  ni  und 

^3  die  Umlaufszahlen  bedeuten, 

j  f{e)äe  =    fff{e)de  +  2t;r(+n,  Aj+w^A,). 

«0  t^ 

Man  kann  sich  anch  vorstellen,  dass  der  Integrationsweg,  von  A  aus- 
gehend, zunächst  den  ersten  Ausnahmepunkt  j?-mal  umkreise,  dann 
den  zweiten  Ausnahmepunkt  tij-mal,  hierauf  wieder  den  ersten  g-mal 
und  nun  erst  dem  Punkte  H  zulaufe.  Dies  ändert  aber  nichts  an  der 
obigen  Formel.  Wie  leicht  zu  sehen  ist,  besteht  das  Integral  in  die- 
sem FaUe  aus  vier  TheDen;  die  ersten  drei  sind  +  2i7Cpki^  +  2 i ^rng ^j, 
^  2i7cqXij  den  letzten  bildet  wieder  das  geradlinige  Integral.  Durch 
Zusammen  Ziehung  von  it  J'  lil  2  ^^  dl  ^i  orhält  man  wieder  die  vo- 
rige Gleichung. 

Sind  überhaupt  k  Ausnahmepunkte  vorhanden,  so  gilt  die  allge- 
meine Formel 


/{/B)dz  =   ^/(e)dz  +  2ix(±niki±n3k2±'"±nM, 


34) 


und  es  ist  dabei  gleichgültig,  in  welcher  Reihenfolge  die  Umläufe  um 
die  Ausnabmepunkte  gedacht  werden.  Nur  mag  noch  einmal  daran 
erinnert  sein,  dass  die  ganze  Betrachtung  eine  monodrome  Function 
f{js)  voraussetzt,  weil  im  Gegenfalle  die  vorgenommenen  Wegever^ 
legungen  (z.  B.  EAF  statt  EF  in  Fig.  23)  nicht  erlaubt  sein  würden. 

Als  erstes  Beispiel  nehmen  wir  die  Function 
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welche  nur  einen  AuBnahmeponkt  für  js  =  0  besitzt.  Hier  ist  A  :=  l 
mithin  für  e^  =  l  und  J8i  *=  e 


I   M 


I  —  dj8  =     Ij  —  dz  +  2inn. 
1  1 

Das  Integral  rechter  Hand  ist  der  eindeutige  LogarithmoB  Ton  «, 
d.  h.  derjenige  Logarithmus  von  g^  welcher  für  jir  =  1  verschwindet; 
das  Integral  linker  Hand  ist  der  allgemeine  Logarithmus  von  jp,  den 
wir  mit  Lz  bezeichnen  und  durch  die  Gleichung  e^*  =  jbt  definiren. 
Die  Formel  lautet  demnach 
35)  Le  =  Ijer  +  2%nn, 

und  enthält  den  bekannten  Satz  von  der  unendlichen  Vieldeutigkeit 
des  allgemeinen  Logarithmus.  Wäre  diese  Function  nicht  schon  ans 
der  Algebra  bekannt,  so  würde  man  sie  durch  die  Litegralrechnucg 
kennen  gelernt  und  mittelst  der  Gleichung 

1 
definirt  haben;  diese  Definition  hätte  dann  auch  die  Vieldeutigkeit 
von  Lz  gezeigt,  sobald  nur  alle  möglichen  Integrationswege  zwiachea 
jBT  =  1  und  z  r=  z  berücksichtigt  wurden. 
Ein  zweites  Beispiel  liefert  die  Function 

/w  =  rhr^' 

welche  zwei  Ausnahmepunkte  an  den  Stellen  z  =  •{-  i  und  z  =.  —  i 
besitzt.     Es  ist  hier 

^1  =  -^«1  +(,  +  «)»  =  ^"*2iT^  =  +  27' 

**  =  ■^'"  1  +  (-i  +  (j)»  =  ■^'"-  2]+8=^-Tr 

mithin  für  Zq  =  0,  jafi  =  ier, 

»  M 

0  0 

wobei  +  ni  :h  n2  zu  einer  beliebigen  ganzen  positiven  oder  nega- 
tiven Zahl  n  zusammengezogen  werden  kann.  Das  Integral  rechter 
Hand  ist  =  ardan  z  in  dem  gewöhnlichen  eindeutigen  Sinne,  wonaci: 
ardanO  verschwindet;  das  Integral  linker  Hand  bezeichnen  wir  mit 
Ardan  z  und  verstehen  darunter  irgend  einen  Bogen,  der  z  zax  Tan- 
gente hat     Die  Gleichung 
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36)  .  Ärdan sf  =^  ardan  ß  +  nüt 

enthält  nun  den  bekannten  Satz,  daes  einer  gegebenen  Tangente  un- 
endlich viele  Bögen  entsprechen,  die  um  je  x  von  einander  diffe- 
riren. 

Eine  etwas  andere  Behandlung  verlangt  die  Function 

1 


/W^ 


Fig.  28. 


ß 


Vi  - ««' 

weil  dieselbe  nicht  mono- 
drom  ist  und  fiir  £?  =  -f- 1 
sowie  f&r  e  =  —  1  gleich- 
zeitig Ausnahmepunkte  und 

Yerzweigungspunkte  be- 
sitzt, welche  in  Fig.  28  mit 
jPi  und  Fa  bezeichnet  sind. 
Analog  dem  vorigen  Bei- 
spiele soll  hier  der,  Werth 
des  allgemeinen  Integrales 


de 


Vi  —  JS^ 


für  einen  ganz  beliebigen  Integrationsweg  untersucht  werd^h,  oder, 
was  dasselbe  ist,  man  verlangt  alle  möglichen  Werthe  von  Ärcsine, 
wenn  unter  diesem  Zeichen  irgend  ein  Bogen  verstanden  wird,  der  xr 
zum  Sinus  hat. 

Dem  Werthe  £  =  0  entspricht  der  Anfangswerth  /(O)  ==  i  1 ; 
um  diese  Doppeldeutigkeit  zu  vermeiden,  wollen  wir  /(O)  =  +  1 
nehmen,  also  nur  den  einen  Zweig  der  Curve  beachten.  Ferner  sei 
der  Punkt  P  der  Repräsentant  der  oberen  Integrationsg^enze  Sf-,  wir 
haben  dann  wieder  zu  untersuchen,  welche  Werthe  das  vorige  Inte- 
gral annimmt,  wenn  der  Integrationsweg,  von  0  ausgehend,  die  Punkte 
Fl  und  JPs  mehrfach  umwindet  und  in  P  endigt. 

Lassen  wir  zunächst  die  Yariabele  e  von  0  aus  die  geschlos- 
sene Curve  OM\NiO  durchlaufen,  welche  den  Punkt  Fi  einmal  um- 
kreist, so  können  wir  wie  früher  diesen  Weg  mittelst  zweier  Hülfs- 
linien  auf  die  Gerade  0A\^  den  Kreis  A\Bi  Ci  und  die  Gerade  ÄiO 
zurückführen.  Bei  einer  monodromen  Function  würde  der  Werth, 
den  fiz)  im  Anfangspunkte  Äi  des  Kreises  hat,  derselbe  sein,  wie  der 
Endwerth,  den  f{e)  nach  Durchlaufung  des  Kreises  bei  der  Rückkehr 
in   Äi  erhält;   bei  der  vorliegenden  Function  verhält  sich  aber  die 

Sache  gerade  umgekehrt,  weil  Vi  —  £^  beim  Umlaufe  um  den  Ver- 


78  Die  Functionen  complexer  Variabelen. 

zweigungepunkt  sein  Vorzeichen  ändert  (Seite  45).  Die  Fodcüod 
ist  daher  positiv  auf  dem  Hinwege  OAu  negativ  anf  dem  Rückwege 
^1  0,  nnd  wenn  e  wieder  nach  0  zurückgelangt  ist,  hat  f(z)  den 
Wcrth  —  1  angenommen.  Dieser  Umstand  influirt  wesentlich  aui 
das  Integral  ff{z)de,  wenn  dasselbe  längs  der  Curve  OJfi-Yi  0  ge- 
nommen wird;  in  der  Gleichung 

I(OM,Ni  0)  =  1(0 Äi)  +  I(ÄiBi  CiAi)  +  I(Äi  0) 

m 

heben  sich  nämlich  die  Integrale  I(OÄ^)  und  I(Ai  0)  nicht  aol 
vielmehr  gehen  sie  zusammen  2I(0Äi).  Setzen  wir  AiFi  =  r, 
schreiben  im  ersten  und  letzten  Integrale  x  statt  jer,  substituiren  im 
zweiten  Integrale  fr  =  1  —  re*0  und  bezeichnen  den  absoluten  Werth 
von  Vi  —  g2  mit  {Vi  —  7»),  so  haben  wir 

I(OMiNiO) 

Durch  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  abnehmende  r  wird 
hieraus 

J(OMiNiO)=zX. 
Bei  einem  zweiten  Umlaufe  um  Fi  bleibt  diese  Betrachtung  im  We- 
sentlichen dieselbe,  nur  ändert  sich  das  Vorzeichen,  weil  jetzt  /(z) 
mit  dem  vorhin  erwähnten  Endwerthe  —  1  anfängt  und  mit  dem  End- 
werthe  4~  I  zurückkehrt;  für  den  zweiten  Umlauf  gilt  also  der  Ic- 
tegralwerth  —  x.  Bezeichnet  In(^i)  den  Werth,  welchen  das  In- 
tegral nach  n  Umläufen  um  Fi  erhält,  so  ist 

/2(Fi)  =  0,    23(1^1)  =  Ä,    14(1^1)  =  0,    I,{Fi)  =  n, 

Eine  gerade  Anzahl  von  Umläufen  giebt  demnach  Dasselbe  wie  kein 
Umlauf,  und  wenn  daher  überhaupt  von  Umkreisungen  des  Punktt^ 
Fl  die  Rede  sein  soll,  so  muss  deren  Anzahl  eine  ungerade  Zahl  an?- 
machen. 

Nach  einer  solchen  Reihe  von  Umläufen  ist  ß  wieder  zu  Null 
f(z)  zu  —  1  geworden,  und  man  kann  jetzt  zu  Umläufen  um  F* 
übergehen.  Durch  eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  wie  vorhin  er* 
giebt  sich  hierbei,  wenn  für  das  Integral  längs  des  Kreises  A^  B^CiA* 
die  Substitution  jb  =  —  1  +  re'^  benutzt  wird, 

— (1  — r)  371  0 

— (1— r) 

und  bei  verschwindenden  r 
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Ii(F2)  =  Jr. 
Nach  diesem  Umgänge  hat  die  Fanction  den  Werth  H-  1  erhalten, 
welcher  dem  Anfangswerthe  entgegengesetzt  ist.     Geht  man  wieder 
von  diesem  Werthe  ans,  so  findet  man  für  den  zweiten  Umlauf  den 
Integral  werth  —  ?r,  folglich 

i,(F,)  =  0,    J,(JP2)  =  3r,    I^(Fi)  =  0,    h{F2)  =  n, 

Der  allgemeinste  Integrationsweg  zwischen  £  =  0  und  jer  =  ir 
besteht  nun  darin,  dass  man  erst  a-mal  den  Punkt  Ji  umkreist,  dann 
/3-mal  den  Punkt  l^j,  hierauf  wieder  y-mal  um  JFi,  d-roal  um  F% 
u.  B.  f.  und  zuletzt  Ifings  der  Geraden  von  0  nach  P  geht.  Der 
Werth  des  allgemeinen  Integrales  ist  hiernach  gleich  der  Summe  von 

Ja{F{)  +  Iß(F^)  +  Iy{F,)  +  J#(f,)  +  •  •  •  • 
vermehrt  um  das  geradlinige  Integral  zwischen,  0  und  z.  Hierbei  sind 
aber  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Hört  man  mit  Umkreisungen  des 
Punktes  F^  auf,  so  enthält  die  vorstehende  Reihe  der  I  eine  gerade 
Anzahl  von  Summanden,  deren  letzter  Iu{F^)  ist  und  wobei  a,  /}, 
y^  .  .  .  \IL  ungerade  2iahlen  bedeuten,  weil  sonst  die  betreffenden  Um- 
läufe gar  nicht  zu  rechnen  wären;  als  Summe  der  obigen  Reihe  hat 
man  jetzt  2n^,  wo  n  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.  Nach  diesen 
Umläufen  kommt  /(z)  mit  dem  Werthe  /(O)  :=:i  -{-  \  m  0  säx^  mit- 
hin ist 

de  r=r  2n7C  +    ll —    .  .  de. 

0    Vi  -  ip»        ^  r  +  ( VT^  ^') 

Hört  man  dagegen  mit  Umgängen  um  Fi  auf,  so  enthält  die  Reihe 
der  J  eine  ungerade  Anzahl  von  Summanden,  deren  letzter  Itf{F\) 
ist ;  die  Summe  beträgt  daher  (2  n  -f'  1)  n.  Dann  kommt  aber  f{e) 
mit  dem  Werthe  /(O)  =  —  1  in  0  an  und  es  wird 

Zu  untersuchen  ist  nur  noch,  wie  sich  die  Sache  gestaltet,  wenn 
man  umgekehrt  verfährt,  d.  h.  mit  /(O)  =  -|-  1  anfangend ,  zuerst 
Fq  ,  dann  Fu  dann  wieder  F^  u.  s.  w.  umkreist,  so  dass  die  Reihe 
der  I  lautet 

Ia{F,)  +  IßiF,)  +  Iy{F,)  +  I^iFi)  +  .  .  .  . 

Man  findet  nun  leicht  2(0JMi-^2  0)  =  /i  {F^  ==  —  n  und  ersieht 
daraus  ohne  Rechnung,  dass  es  in  den  obigen  Gleichungen  nur  einer 
Yorzeichenänderung  bedarf,  um  sie  dem  jetzigen  Falle  anzupassen. 
Alles  Bisherige  zusammen  fährt  zu  den  zwei  Formeln 
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37)  Arcsine  =  +  2n:r  +  aresin  z^ 

38)  -  Aresin g  =  +  (2n-|-  l)n  —  aresin  js^ 
welche  sich  in  die  eine  Gleichung 

39)  Arcsinz  =  |;r  ^  (\n  —  arcsine)  +  2mn 

zusammenziehen  lassen. 

An  diese  Beispiele  knüpft  sich  noch  eine  allgemeine  Bemerkang. 
Man  sieht  nämlich,  dass  das  Integral  einer  Function,  die  Ausnahme- 
punkte  oder  Verzweigungspunkte  enthält,  im  Allgemeinen  unendlich 
vieldeutig  ist  und  dass  sich  die  verschiedenen  Werthe  desselben  um 
Vielfache  einer  gewissen  Constanten  unterscheiden.  Bei  Le  ist  2i% 
diese  Constante,  bei  Ardanz  ist  sie  sr,  bei  Arcsinz  beträgt  sie  2ar. 
Betrachten  wir  überhaupt  das  Integral 


/ 


f{z)dz 
als  Function  seiner  oberen  Grenze  z  und  setzen  demgemäsa 


I 


f(z)dz=  q)(z), 

nennen  wir  ferner  w  den  Werth  des  geradlinigen  Integrales  und  y 
jene  Constante,  so  ist  bei  geradliniger  Integration 

(p(z)  =  w, 
dagegen  hat  man  als  allgemeinen  Werth  des  Integrales 

<p(z)  =  w  :^  ny. 

Hieraus  folgt  eine  beroerkens werthe  Eigenschaft  der  inversen  Func- 
tion von  9>,  d.  h.  derjenigen  Function  i^,  welche  entsteht,  wenn  man 
die  Gleichung  q)(z)  =  t  nach  z  auflöst,  was  ein  Resultat  von  der 
Form  z  =  ^(f)  giebt.  Man  erhält  nämlich  für  den  Fall  der  gerad- 
linigen Integration 

z  =  tl;(to) 

dagegen  im  Allgemeinen 

z  =  rlf(to  +  ny), 

mithin,  weil  z  als  obere  Integrationsgrenze  in  beiden  Gleichungen 
dasselbe  ist, 

ilf{w  +  ny)  =  tl^iw). 

Diese  Relation  zeigt,  dass  die  Function  ^  immer  wieder  dieselben 
Werthe  bekommt,  sobald  die  Variabele  to  um  y^  2y^  Sy^  etc.  su- 
oder  abnimmt,  dass  also  ^  eine  periodische  Function  von  w  ist. 
Die  Constante  y  heisst  dann  der  Index  (auch  Modulus)  der  Periodi- 
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cit^t.  Demnach  mass  z.  B.,  wenn  Lz  =  w  gesetzt  wird,  die  inverse 
Function  ;8r  =  e«*  als  periodisch  gelten,  und  zwar  ist  hier  der  Perio- 
dicitatsindex  y  imaginär  =  2i7C.  Ebenso  führt  die  Gleichung 
Ardanz  =  tc?  zu  der  inyersen  Function  tanw  mit  der  Periode  ff, 
endlich  giebt  Aresin z  =  w  die  Function  sinw^  deren  Penodicitäts- 
index  =2n  ist.  Wir  kommen  später  auf  diese  Betrachtungen  zurück. 

VIL    Die  FotezizenreilieiL 

Eine  unendliche,  nach  Potenzen  der  complexen  Variabelen 
z  =  X  -|-  iy  fortschreitende  Beihe,  also  eine  Reihe  von  der  allge- 
meinen Form 

40)  Co  +   Ci^  +  Cjxr»  +  Ci^3  +  . 

nennen  wir  convergent,  wenn  sowohl  ihr  reeller  als  imaginärer  Theil 
für  sich  eine  convergirende  Reihe  bildet.  Diese  beiden  Bestandtheile 
sind  leicht  zu  sondern  mittelst  der  Substitutionen 

Cn  =  Kn{cosyn  +  f  s«ny„),    z  =  r(cosO  +  isinff), 
von  welchen  die  erste  selbstverständlich  nur  für  den  Fall  gilt,  dass 
die  Goefficienten  complexe  Zahlen  sind;  die  erwähnte  Reihe  wird  dann 
zur  folgenden 

Ko  +  Kircos(Yi  +  ö)  +  Ä2r«cos(y2  +  20)  + 

+  i[Kir8in(yi  +6)  +  KiT^sin^y^  +  20)  + }. 

Wie  man  leicht  bemerken  wird  (vergl.  Bd.  I,  §.  40),  convergirt  jede 
dieser  Reihen  unter  der  Bedingung  1dm  (K^f^)  =  0,  welche  sicher 
eHÜUt  ist,  wenn  die  Reihe 

Ko  +  Kir  +  K^r^  -f  .  .  .  . 
convergirt*).    Dazu  gehört  nach  Bd.  I»  Seite  173,  dass 


^  Es  möge  hier  folgende  allgemeinere  Bemerkung  Platz  finden. 
Bezeichnen  ^q,  t^,  t^,  .  .  .  reelle  positive  Zahlen,  welche  eine  conver^ 
girende  Reihe 

T==to  +  h  +  h  +  ts  + 

bilden,  sind  fem  er  ^,  ^t  ^f  •  »  *  positive  echte  Brüche,  so  bildet  der 
Ausdruck 

&  =  Äo<o  +  ^*i  H +  ^-l*— I 

eine  Function  von  n,  welche  gleichzeitig  mit  n  fortwährend  wächst,  aber 
immer  kleiner  als  T  bleibt;  dies  beweist,  dass  die  Reihe 

^^0  +  ^*1  +  kh  + 

aiit  der  vorigen  zugleich  convergirt.  Sind  femer  ft^,  fi^  /u^,...  irgend 
welche  theils  positive,  theils  negative  echte  Brüche,  so  bilden  nach  dem 
Vorigen  die  positiven  Glieder  der  Reihe 

•       SohlOmilob,  AnalyBlB.  11.  6 
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r<:lAmr^ 

ist;  die  anfangs  erwähnte  Reihe  convergirt  demnach  unzweifelhaft, 
nnd  zwar  stärker  als  eine  geometrische  Progression,  wenn 

modz  <  iwod  (  2/tw  7^-^ )     • 

genommen  wird.     Setzt  man  zur  Abkürzung 

mod(um-^^  =  R, 

\  ^n  + 1/ 

80  kann  man  auch  sagen:  die  fragliche  Reihe  convergirt  für  alle  r, 
deren  entsprechende  Punkte  innerhalb  eines  mit  dem  Halbmesser  B 
beschriebenen  Kreises  liegen.  Diesen  Kreis  pflegt  man  den  Gonver- 
genzkreis  der  Reihe  zu  nennen. 

Mittelst  der  soeben  benutzten  Schlussweise  ergiebt  sich  auch, 
dass  die  Reihen 

f  ICi  +  2Ci£r  +  3Ci^«  +  4C4ir3  H , 

^^^  \  1.2Ci  +  2.3Cixf  +  3.4Ciie^2  H , 

U.  8.  W. 

conyergiren,  sobald  die  entsprechenden  Reihen 

IJTi  +  2Ä2r  +  SJfsr«  +  ^K^r^  ^ , 

I.2K2  +  2.3jKsr>  +  3.4JS[ir2  + , 

U.  8.  W. 

die  nämliche  Eigenschaft  besitzen;  nach  einer  bekannten  Convergenz- 
regel  ist  dies  unter  der  gleichen  Bedingung 

An  +  i 

der  Fall,  mithin  convergiren  die  Reihen  40)  und  41)  innerhalb  eines 
und  desselben  Convergenzkreises. 

Definirt  man  die  Functionen /(^r),  fi{z)^  f%{^)i  ^tc.  als  Summen 
der  vorigen  Reihen,  nämlich 

Höh  +  i"i*i  +  H^h  +  •  •  •  • 
für  sich  genommen  eine  oonvergirende  Reihe;  dasselbe  gilt  von  den 
negativen  Gliedern,  mithin  convergirt  auch  die  ganze  Reihe  und  zwar 
unbedingt,  weil  die  Convergenz  ungestört  bleibt,  wenn  statt  der  Facto- 
ren  fot  fi>  H%  ^^-  ^^'^  absoluten  Werthe  genommen  werden.  Endlich 
folgt  noch,  dass  die  Convergenz  der  aus  positiven  Gliedern  bestehenden 
Reihe 

die  Convergenz  der  complexen  Reihe 

t'o  +  »»'o)^o  +  (^i  +  »^i)*i  +  (^  +  ••'2)^  ^ 

nach  sich  zieht,  falls  alle  (i  und  v  zwischen  —  1  und  -|- 1  enthalten  sind. 
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f{z)  =  Co  +  C,z  +    a,B^  4-       Ca^'  H . 

42){/i(;er)=  1  Ci     +2Ci;er    +     SC^ier«  + 

/,(£r)=  1.2^1      +2.3Ca£r    -j- 


•  •  •  • 


•  •  • 


80  sind  dieselben  innerhalb  des  Gonvergenzkreises  endliche  Functio- 
nen von  e\  dass  sie  auch  eindeutig  sind,  versteht  sich  von  selbst, 
weil  eine  convergirende  Reihe  nicht  zwei  verschiedene  Summen  haben 
kann.  Wohl  aber  bedarf  es  einer  speciellen  Untersuchung,  ob  jene 
Functionen  stetig  und  monogen  sind.  Dieser  Discussion  wollen  wir 
erst  eine  Bemerkung  voranschicken. 

Bei  ganzen  positiven  m  hat  man  nach  dem  binomischen  Satze 

{e-^-  deY  —  ;er'»  =  me'^-'^dz  +  |m(m  —  })z^-^Jz^S, 

worin  zur  Abkürzung 

«=-+=^'^+'-;'.'r''(x)'+-- 

gesetzt  worden  ist.     Kennt  man  q  den  Modulus  von ,  wonach 

=  (f(cosd^  -r-fsind) 

ts 

Bein  möge,  so  erhält  S  die  Form 

S  =  V  ■\-  xY  =  P(co8ö  4-  isinö) 
and  zwar  ist 

_        ,     ,    m  —  2         o.   I    (♦»  —  2)  («I  —  3)    ^       ^  ^    , 

o  o  .  4 

m  —  2      .  ^   ,    (m  — 2)(in  — 3)    ,.0^1 
y=  — 3 — P««nd  +  i^ ^^ i-(f^stn2d^  + 

Der  absolute  Werth  von  U  beträgt  weniger  als 

,     ,    ffi  —  2       ,    (m  --  2)  (w  —  3)    „    ,  ^  /,    I     N-  0 

1  H 3—  9  +  ' 3^^^ ^9'  H <  (1+9)"^^^ 

♦  » 

man  hat  folglich 

^  <  (1  +  ?)*"•"*. 
Ferner  beträgt  der  absolute  Werth  von  F  weniger  als  (1  +  p)"*""^ — 1 
oder  es  ist 

T^»  <[(i +<>)"-» -1?. 

nnd  mit  der  vorigen  Ungleichung  zusammen 

Ü2  4-  F«  <  2(1  +  p)««-*  -.  2(1  +  p)«-«  +  1. 
Wie  man  leicht  bemerkt,  gilt  für  jede  reelle  Zahl  g,  wenn  sie  mehr 
als  I  beträgt,  die  Ungleichung  6* 
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daher  ist 

TP  +  72  <  J(l  +  9)2"»-* 

oder,  wenn  die  Wurzel  ausgezogen  wird, 

Man  darf  daher 

P=  2A(l  +  p)«-« 

setzen,  wo  X  einen  positiven,  weniger  als  f  betragenden  echten  Brach 
bezeichnet.     Hiernach  ist 

S  =  2  A(l  +  p)«-«  (cosö  +  isinö) 
und 

43)  (ier  +  /^£)«— £"=f»jer*»-*z/if  +  wj(m— l);er'»-»^;erU(l+p)— *«••. 

In  der  Gleichung 

44)  f(e)  =  Co  +  CiJS  +  C^z^  +  C^e^  -\ 

ertheilen  wir  nun  der  Variabelen  m  einen  Zuwachs  ^jg  von  solcher 
Kleinheit,  dass 

wod—-  =  9  <  —  —  1 

JS  T 

ist,  was  immer  geschehen  kann,  weil  r  <[  Jß  vorausgesetzt  wird  und 
daher 1  einen  positiven  die  Null  übersteigenden  Werth  hat 

Es  ist  dann 
mod{z  +  dz)  =  modlet  1  H jl  =  modz  .  wodll  +  — j 

=  rVl  +  2QC0S»  +^<  r(l  +  q) 
mithin  um  so  mehr 

mod  (z  +  -^ff)  <C  R] 
demzufolge  liegt  z  -\-  /Iz  noch  innerhalb  des  Cönvergenzkreises,  and 
es  gilt  daher  die  Gleichung 

f(z  4-  dz)  =  Co  +  Gxiz^-dz)  +  C%{ß  +  dzy  + 

Diese  giebt  in  Verbindung  mit  Nro.  44)  uod  unter  Anwendung  de« 
HOlfssatzes  in  Nro.  43) 

S(z  +  dz)  -  fiz) 

=  dz[lGi  +  ^C2ff  +  ^C^e^  +  404^»  + ] 

+  -^jp2(;q,^_2,3CiA,£(l+9)c'^t+3.4C4A,^«(l+p)V<^t-f  ...], 

worin  A| ,  ^ ,  .  .  .  positive  echte  Brüche,  <^i »  ^^^  9  •  •  •  irgend  welche 
Bögen  bedeuten.     Die  erste  der  obigen  Reihen  convergirt  and   hat 
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eine  bestimmte  endliche  Summe,  die  schon  mit/i(jer)  beseiohnet  wor> 
den  ist     In  der  zweiten  Reihe  kann  man  den  allgemeinen  Term 

n(n  4- 1)  C«+a^«^(l  +  (f^icos^n  +  isinö^) 
duich  Einführung  der  Werthe 

Cn-^2  =  Kn  +  iicosyn+^  +  isinyn+i)^   e  =  r(coaO  +  i8mO) 
umformen ;  derselbe  erhält  'dann  die  Oestalt 

wobei  es  auf  den  Winkel  r^  nicht  weiter  ankommt.  Die  zweite  Reihe 
wird  jetzt 

Ci  +  2 . 3  Äi  r(l  +  q)Ii  (costi  +  t  Sinti) 

+  3.4Ks[r(l  -f  p)]*A2(cosr2  +  isinv^)  +  •  •  • 
Wegen  r(l  +(>)•<  JB  convergirt  die  Reihe 

2  .  3^-3 r(l  +p)  +  3  .  4Ä4[r(l  +  q)V  H 

und  da  sich  die  vorhergehende  nur  durch  die  echt  gebrochenen  Fao- 
toren 

Xicosti,    lisinTi,     k^easr^,    A^sinr^,.... 

davon  unterscheidet,  so  convergirt  auch  jene  Reihe.  Nach  diesen 
Erörterungen  kann  man 

45)  f(e  +  dz)  -  f{z)  =  /,  (z)  dz  +  W^1z^ 

setzen ,  wo  /j  {z)  und  W  endliche  Grössen  sind,  so  lange  z  -\-  de 

innerhalb  des  Convergenzkreises  liegt. 

Die  vorstehende  Gleichung  lehrt  Zweierlei  Einmal  folgt  dar^ 
aus  für  unendlich  abnehmende  S  und  B 

Limlfiz  +  d)  -/(^-  0]  =  0; 
die  Function  f(z)  ändert  sich  demnach  stetig  für  alle  innerhalb  des 
Convergenzkreises  liegenden  5.     Zweitens  ergiebt  sich  bei  unendlich 
abnehmenden  j^z 

die  Function  besitzt  demnach  einen  eindeutigen  Differentialquotien- 
ten,  d.  h.  sie  ist  monogen. 

Die  bisherigen  Untersuchungen  beweisen  zusammen,  dass  die 
Summe  einer  unendlichen  Potenzenreihe  eine  synektische  Function 
ihrer  Variabelen  ist,  so  lange  die  letztere  innerhalb  des  Convergenz* 
kreises  bleibt. 

Hieran  knüpfen  sich  noch  zwei  andere  Bemerkungen.  Die  Reihe 
für  /i  {z)  war  aus  den  Dififerentialquotienten  der  Reihenglieder  von 
f{ß)  gebildet;  nachher  fand  sich,  das8/i(ie^)  der  Difierenüalqnotient 
von  f{z\  also  =  f{ß)  ist,  mithin  besteht  der  Differentialquotient  von 
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der  Summe  einer  Potenzenreihe  aus  der  Summe  von  den  Differential- 
quotienten der  einzelnen  Glieder.    Kürzer  heisst  dies,  eine  Gleichung 

von  der  Form 

f{z)  =  Co  +  CiS  +  G^z^  +  G^e^  + 

darf  ohne  Weiteres  differenzirt  werden,  und  es  ist 

/(£:)=      iCi  +      2  08^4-      8C3£r«4- . 

dann  wieder 

f{z)  =  1.2  Ca  +  2.3  Cgf^  +  ^AC^e^  + . 

u.  s.  w. 

Geht  man  umgekehrt  vom  Differentialen otienten  f(js)  zu  f{z)  zu- 
rück, so  folgt,  dass  eine  Potenzenreihe  ohne  Weiteres  zwischen  sol- 
chen  Grenzen  integrirt  werden  darf,  die  innerhalb  des  Gonvergei»- 
kreises  liegen;  der  Integrationsweg  bleibt  dabei  willkürlich  inner- 
halb des  Convergenzkreises. 

Wir  discutiren  noch  die  verwandte  Frage,  ob  ein  Integral  von 
der  Form 


f' 


worin  F(z)  eine  synektische  Function  bedeuten  möge,  auf  die  Summe 
von  den  Integralen  der  einzelnen  Glieder  zurückkommt,  ob  es  also 
der  Reihe 

CojF{ß)äg  +  CijF(z)gdz  +  Cij F{z)ß^dK  H 

'0  **  *0 

gleich  gesetzt  werden  darf;  wobei  natürlich  anzunehmen  ist,  dass  der 
Integrationsweg  innerhalb  des  Convergenzkreises  liegt.  Noch  allge- 
meiner wird  diese  Untersuchung,  wenn  man  sich  statt  der  Potenzen* 
reihe  irgend  eine  andere  Reihe  denkt,  etwa 

^    +    ^1    +    ^    +    ^3    +    •  •   •  •! 

welche  innerhalb  eines,  den  Integrationsweg  einschliessenden  Ranmea 
convergiren  möge.     Zerlegt  man  die  vorliegende  Reihe  in 

^  +  ^1  +  ^  +  ^j  +  '  •  •  • 
=  2o  +  ^1  +  ^i  +  •  •  •  +  Z„-i  +  J?,, 

worin  selbstverständlich  J2„  =  Z„  -{-  Zj,  ^  i  -f  eta  ist,  so  erhftlt  man 
durch  Integration  der  einzelnen  Ausdrücke  rechter  Hand 
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jF(e){Zo  +  Zi  +  Zt  -\ ]de  —  jF(z)Ii„dg 

=  J Fie)Z^de  +  j¥(z)Z^dz  H +  j  F(&)Zn^xdz. 

AuB  der  Gleichung 

B^  =  Zq  +  Zi  +2^  +  •  '  •  —  (^0  +  ^1  + "  •  •  +  Z^^i) 

folgt  nun,  weil  bei  unendlich  wachsenden  n  der  Subtrahend  densel- 
ben und  zwar  endlichen  Werth  erlangt,  welchen  der  Minuend  schon 
besitzt,* 2^'m i?A  =  0;  es  kann  daher  auch  das  Product  aus  der  end- 
lich bleibenden  Function  F(js)  und  der  unendlich  abnehmenden  Grösse 
Rn  beliebig  klein  gemacht  werden.  In  Folge  dieses  Umstandes  ist 
wieder  *) 

(    n 


Um 


y  F(£)Ä„d*r    =0, 


<o 


*)  Um  jedem  etwaigen  Zweifel  an  diesem  Schlüsse  zu  begegnen,  fa« 
gen  wir  noch  folgende  Erläuterung  bei.  £^  sei  s  z=z  x  '\-  ty,  F{g)Bn 
=  Um  -\-  ivnj  80  wird 


/ 


F{g) Bnde  =z    /  (Un  +  iv.) (dx  +  idy) 


=    /  Undx  +  »  /  ^*dx 

+  »  /  Undy  —    I  Vndy, 


und  hierin  sind  ti«,  v«  Functionen  von  Xj  y,  n,  welche  für  unendliche 
n  gegen  die  Null  oonvergiren.  Zufolge  des  gegebenen  oder  willkürlich 
gewählten  Integrationsweges  kann  man  sich  ferner  y  als  Function  von 
X  y erstellen,  etwa  y=:9>(:r),  und  diesen  Werth  im  ersten  Integrale  rech- 
ter Hand  substituiren;  letzteres  erhält  dann  die  Form 


/ 


Undx 

und  darin  ist  ti»  nur  von  x  und  n  abhängig.  Dass  nun  dieses  Integral 
gleichzeitig  mit  u,  gegen  die  Null  convergirt,  folgt  sehr  leicht,  namentlich 
wenn  man  sich  das  Integral  als  Fläche  einer  Gurre  denkt.  Für  das  nächste 
Integral  gelten  genau  dieselben  Schlüsse.  Bei  den  letzten  zwei  Integra- 
len bedarf  es  nur  der  kleinen  Modification,  dass  man  umgekehrt  x  durch 
y  ausdrückt,  also  auch  u«  und  o«  als  Functionen  Ton  y  und  n  darstellt. 
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und  es  gilt  demnach  die  Gleichung 


/■ 


ü.  +  ^  +  -^  +  ^  + 


46)                /  F(e)[Zo  +  Zi+  Zi  +  Z,  +  ••  •\dg 
=  fF(e)Zode  +  JF{b)Zx  de  -}-  jF{e)Ztdt  + 

*0  *0  *0 

vorausgesetzt,  dass  der  Integrationsweg  innerhalb  des  Gonvergens- 
raumes  der  Reihe  Zq  +  Zi  4"  «tc.  liegt,  und  dass  F{z)  innerhalb 
des  Integrationsweges  synektisch  bleibt. 

Die  vorigen  Betrachtungeu  lassen  sich  mit  geringen  Modifica- 
tionen  auf  solche  Beihen  ausdehnen,  welche  nach  absteigenden  Po- 
tenzen von  z  fortschreiten,  d.  h.  auf  Reihen  von  der  Form 

Gl ,     Cj Cz 

e    '^    z^    ^    s^ 
Zunächst  findet  man  leicht,  dass  die  vorliegende  Reihe  unter  der  Be- 
dingung 

modz  >  modllAm  ^  "    ) 

convergirt,  dass  sie   also  ausserhalb  des  Kreises  convergent  bleibt, 

innerhalb  dessen  die  frühere  Reihe  convergirte.  Setzt  man  —  =  «, 

so  sind  f( — J  für  z  >  R,  sowie  F(u)  für  i«  <  iJ   gleichzeitig 

synektisch,  und  es   reicht  diese  Bemerkung  aus,  um  die  früheren 
Sätze  auf  den  gegenwärtigen  Fall  zu  übertragen. 

Um  nun  die  allgemeinen  Bedinguogen  zu  erhalten,  unter  wel- 
chen eine  Function  F{z)  in  einer  Potenzenreihe  entwiokelbar  ist,  er- 
innern wir  an  die  am  Ende  des  Abschnittes  V.  bewiesenen  Formeln 
22)  und  24).  Bleibt  nämlich  die  Function  F(e)  synektisch  innerhalb 
eines'  bestimmten  Raumes  und  wählt  man  ferner  als  Integrationaweg 
für  z  eine  innerhalb  desselben  Raumes  liegende  geschlossene  Garve, 
welche  den  Punkt  {^  einmal  umkreist,  so  hat  man  die  beiden  Fornieln 

1  .  2  .  3  .  .  .  n         2i7tJ  (^  — {;)»  +  »      • 

und  wie  leicht  zu  sehen  ist,  enthalten  die  Gültigkeitsbedingungen  der- 
selben keine  überflüssige  Einschränkung.  Wenn  nun  F(z)  synektisch 
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bleibt  für  jedes  z ,  dessen  Modulns  weniger  als  eine  bekannte  Crrösse 
"R  betrftgt,  und  wenn  zugleich  mod%  <^  JB  ist,  so  kann  man  als  In- 
tegrationsweg einen  um  den  Coordinatenanfang  beschriebenen  Kreis 
wählen,  dessen  Radius  >>  modt^  aber  <C  i2  ist;  dieser  Kreis  um- 
Bchliesst  den  Punkt  %^  und  für  alle  Punkte  seiner  Peripherie  ist 
modß  >>  modi.  Zufolge  des  letzteren  ümstandes  gilt  die  Beihen- 
entwickelung  *) 


1        1       1         1  .   6   .  e 


2 


=  —  +  -^T  +   -TT  +  •  •  •  • 


e  —  i         e  S_         0  z^         e 

e 
and  man  hat  daher  nach  der  ersten  der  vorigen  Formeln 

+  ^rmae  + 

^   2%nJ     0*  ^ 

oder,  wenn  man  beide  Formeln  für  ^  =  0  anwendet, 

r«, = p(„,  +  la«)  + 1^  + 

Durch  diese  Formel  wird  der  Satz  von  Mac  Laurin  auf  coroplexe 
Variabele  ausgedehnt,  und  zwar  unter  der  Bedingung,  dass  der  Mo- 
dulus  von  i  kleiner  als  der  Radius  des  Kreises  ist,  innerhalb  dessen 
die  zu  entwickelnde  Function  synektisch  bleibt.  Die  Convergenz  der 
erhaltenen  Reihe  versteht  sich  von  selbst,  weil  die  Reihe  einer  end- 
lichen Grösse  F(t)  gleich  ist  **). 

Dieses  einfache  Theorem  gewährt  dadurch  einen  wesentlichen 
Vortheil,  dass  es  die  Untersuchung  über  den  Rest  der  Mac  Laurin'- 


*)  Als  identische  Gleichung  gilt  die  Formel 

]rErq  =  1  + « +  2*  +  •  •  •  +  «"-* 

ebenso  für  complexe  wie  für  reelle  q.    Setzt  man 

g  =  r  {cos  Ö  +  » sine) , 

so  ist  bei  echt  gebrochenen  r  lüid  unendlich  wachsenden  n 

ifi»(r")  =  0, 
mithin  auch 

Lim  (2" )  =  Lim  [r»  {cos  n  ö  +  »  sin  nß)]  =  0 , 

and  man  erhält  die  Formel 

j-L_  =  1  +  4 +  «*  +  «»+ . 

deren  Gültigkeit  hiernach  an  die  Bedingung  modq  <  1  gebunden  ist. 

**)  Ihrem  wesentlichen  Inhalte  nach  rühren  diese  Betrachtungen  von 
Cauchy  her  (Considerations  nouvelles  sur  la  ih^orie  des  suites  et  sur 
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sehen  Reihe  völlig  erspart  und  unmittelbar  aus  der  Natur  einer  g^ 
gebenen  Function  die  Bedingungen  ihrer  Entwickelbarkeit  erkennen 
lässt.  Ist  z.  B.  fi  keine  ganze  positive  Zahl,  so  bleibt  die  Function 
(1  -f*  ^)"  eindeutig,  endlich  und  stetig,  wenn  man  von  dem  Anfang«» 
werthe  lf*  =  l  ausgeht  und  den  Mcdulus  von  e  die  Einheit  nidit  er» 
reichen  lässt,  während  {ÜTfnodJS:=l  ein  Yerzweigungspunkt  auftritt. 
Der  allgemeine  binomische  Satz  gilt  daher  für  jedes  z^  dessen  Modalus 
unter  der  Einheit  liegt.     Ein  anderes  Beispiel  liefert  die  Function 


C  -  1 ' 
welche  für  e  =z  %  .  2n  discontinuirlich  luid  zugleich  unendlich  wird, 
aber  für  jedes  ;er,  dessen  Modulus  weniger  als  2n  beträgt,  synektisch 
bleibt;  die  Entwickelung  dieser  Function  ist  daher  an  die  Bedingung 
nwds  <^  2%  gebunden. 

Wir  kehren  noch  einmal  zu  den  vorigen  allgemeinen  Formeln 
ziurück,  um  mit  wenigen  Worten  zu  zeigen,  wie  sich  auf  ähnliebe 
Weise  die  Taylor^sche  Reihe  entwickeln  lässt.  Hält  man  nämlich  die 
früheren  Bedingungen  fest  und  ersetzt  den  Nenner  m  —  £  durch  e  —  y 
—  (5  —  y)i  ßo  gelangt  man  zu  der  Gleichimg 

^      1      rF{z)de        t^Y  rF{z)dz       (g-y)^  rF{z)äg 
2inJ  g^y^    2i7C  J  {z^yy'^     2i7t  J  {z  —  yY        ' 

=  F(y)  +  ^-^F'(y)  +  ^^=^r\y)  +  ...., 

welche  f ur  ^  =  y  -f  A  den  Taylor'schen  Satz  darstellt.  Zur  Gül- 
tigkeit der  Entwickelung  gehört,  dass  modh  weniger  beträgt  als  der 
Modulus  desjenigen  jP,  für  welches  F{y  -f  z)  aufhört  synektisch  sa 
sein. 

Die  vorigen  Betrachtungen,  welche  auf  der  Voraussetzung  be- 
ruhten, dass  F(z)  innerhalb  einer  Kreisfläche  synektisch  bleibe,  ge- 
statten noch  eine  wesentliche  Verallgemeinerung,  sobald  man  sich 
eine  Function  F{z)  denkt,  die  innerhalb  eines  ringförmigen  Raumes 
synektisch  ist.  Man  kann  in  diesem  Falle  um  den  Coordinatenanfang 
zwei  Kreise  von  der  Beschaffenheit  construiren,  dass  F{z)  sowohl  auf 


les  lois  de  leur  convergence  in  den  Exercices  d' Analyse  et  de  Physique 
mathematique;  livraison  9,  Paris  1840).  Den  Herleitungen  von  Caachy 
und  seinen  Nachfolgern  (Puiseux,  Briot  und  Bouquet)  fehlt  indes- 
sen der  jedenfalls  erforderliche  Nachweis,  dass  man  unendliche  complexe 
Reihen  ohne  Weiteres  integriren  darf. 


Die  Functionen  complexer  Variabelen.  91 

als  zwiBchen  beiden  Kreisumfängen  synektisch  bleibt;  innerhalb  des 
entstandenen  Kreisringes  möge  wieder  der  Punkt  ^  liegen.  Bezeich- 
net fo  den  Radius  des  inneren  Kreises  und  wird  die  Peripherie  des 
letzteren  als  Integrationsweg  des  z  genommen^  so  hat  das  Integral 


J  z^i 

(n) 


dz 


einen  gewissen  Werth  W^  welcher  nur  von  den  etwaigen  innerhalb 
des  Kreises  (ro)  liegenden  Ausnahmepunkten,  nicht  aber  von  ^  ab- 
hängt, weil  dieser  Punkt  ausserhalb  des  genannten  Kreises  liegt. 
Nimmt  man  dagegen  den  grösseren,  mit  dem  Radius  ri  beschriebe- 
nen Kreis  zum  Integrationsweg,  so  enthält  das  Integral 


(n) 


t^' 


nicht  nur  alle  vorherigen  Ausnahmepunkte,  sondern  auch  den  Aus- 
nahmepuukt  t  ^^^  zwar  nur  diesen  einen  mehr,  weil  F(z)  innerhalb 
des  Kreisringes  synektisch  ist  und  daher  'F{z)  :  (z  —  S)  innerhalb 
dieses  Raumes  nur  fuxz  =  i  unendlich  wird.  Zufolge  dieser  Be- 
merkungen gelten  die  beiden  Formeln 

F(z) 


f, 

(ro) 

/; 


-dz=  TT, 


(ro) 

z  —  % 
(n) 


und  man  erhält  daraus  durch  Subtraction 


(ri)  '  (ro) 


oder 


z 


*(ri)  (ro) 

Im  ersten  Integrale  ist  t^  =  modz  >>  ntod^,  also  wie  früher 

1  1  C  £^ 


• .  ■  • 


ir— 6  Z      '     Z^      '     Z< 

im  zweiten  ffttegrale  ist  Tq  =  modz  •<  modt,  mithin 

1  l  z  z^ 


und  nach  Substitution  dieser  Reihen  erhält  man  durch  Integration 
der  einzelnen  Glieder  ein  Resultat  von  der  Form 
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^  g  ^  5'  ^  S»  ^ 
Ist  also  F(0)  synektiBch  innerhalb  eines  KreiBringes  und  liegt  (  iif 
nerhalb  desselben  Ringes,  so  lässt  sich  F(t)  in  eine  Doppelreihe  ver- 
wandeln, die  nach  steigenden  und  fallenden  Potenzen  von  £  fort- 
schreitet^. Die  Goefficienten  Oq,  ai,  a-i  etc.  sind  die  nämlichen  wie 
in  der  Mac  Laurin'schen  Reihe;  die  Goefficienten  &i,  b^  etc.  h^ 
stimmen  sich  mittelst  der  Formel 


2inJ 

(To) 


zn-i  F{g)  de. 


Als  Beispiel  kann  man  die  Function 


(a-g)(/J-S) 

nehmen,  wenn  man  modcc  <Ci  fnod%  <^  modß  voraussetzt;  es  ist  dann  r« 
zwischen  tnoda  und  mod^,  ri  zwischen  modt  and  modß  zu  wfthlen. 

Wir  betrachten  schliesslich  noch  den  Fall,  wo  F(e)  auBserhalb 
eines  mit  dem  Radius  Tq  beschriebenen  Kreises  syneküsch  bleibt,  so 
dass  fi  beliebig  gross  genommen  werden  darf.  Das  erste  Integral 
in  Nro.  47)  lässt  sich  dann  durch  Einführung  von  e  =  ritf^  folgen- 
dermaassen  darstellen : 

fm.d.  =  i7    ^^7^^     dB. 

und  wenn  F{r\  e*^  bei  unendlich  wachsenden  ry  die  Null  zur  Grenze 
hat,  so  oonTergii*t  der  Werth  des  vorstehenden  Integrales  ebeD&lls 
gegen  die  NulL     Die  Formel  47)  reducirt  sich  dann  auf 

48)  Fiü  =  ^J0-.^. 

(ro) 

und  giebt  die  Entwickelung 

Letztere  gilt  demnach,  wenn  F(z)  ausserhalb  eines  bestimmten  Krei- 
ses (re)  synektisch  bleibt,  wenn  zweitens  F(ri^^  fttr  r^  =  od 
schwindet,  und  wenn  drittens  modi  ^  modro  ist. 

Ein  Beispiel  hierzu  liefert  wieder  die  Function 


*)  Das  obige  Theorem  ist  von  Laurent  gefunden  worden;  %,  Briot 
und  Bouquet,  Theorie  d.  period.  Funct.  Nro.  30. 
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F(t)  = 

wenn  moda  <  madß  <^  mod^  genommen  wird,  in  welchem  Falle 
fo  einen  beliebigen,  zwischen  modß  und  mod^  einzuschaltenden  Werth 
besitzt. 


VnL    Die  Faoultätenreilien. 

Bereits  in  ThL  I,  S.,  169  wurde  für  einen  speciellen  Zweck  eine 
Reihe  entwickelt,  deren  einzelne  Glieder  Quotienten  aus  je  zwei 
Facult&ten  sind;  wir  betrachten  hier  diese  Reihe  noch  einmal  unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  vorkommenden  Grössen  complexe  Zahlen 
sind,  und  wollen  nachher  die  allgemeinere  Frage  erörtern,  unter  wel- 
chen Umständen  eine  gegebene  Function  in  eine  solche  Facultäten- 
reihe  entwickelbar  ist. 

Aus  der  früheren  Formel 

a  —  /JL«         a(a +  !)(«  + 2)...  (a  +  n—l)J 
_^        ß         .  ß(ß  +  ^)         ,  /3(/3+l)...(^  +  n-2) 

~a(a+l)"^  «(«  +  !)(« +  2)"^      "*"  a(a -f  1)  .  .  .  (a+n— ij 
folgt  für  a  =  k^  ß  =  t  und  durch  Addition  der  Gleichung 


—  <V        kJ       k 


die  neue  Formel 

Ao^  —L.  Fl  -  K^+l)(^+2)...(^  +n~l)1 

^  A  —  /  L  A(A  +  1)(A  +  2)  . ..  (A  +  n-  1)J 

_J_j t  tjt+l)  e(^ +!)...(< +n— 2) 

■"  A  ■^A(A+l)"^A(A  +  l)(A+2)"^'""*"A(A  +  l)...(A+w— 1)' 

und  darin  sei 

<  =  f*  +  fv,     A  =  ft  -f-  iv. 
Um  den  Orenzwerth  zu  ermitteln,  welchem  sich  das  Prodact 

_  t(t  +l)(t  +2)....(t  +n-l) 

^•~  A(A  +  l)(A  +  2) (A+w  — 1) 

bei  unendlich  wachsenden  n  nähert,  denken  wir  uns  n  als  die  Summe 
einer  constanten ,  nachher  zu  bestimmenden  Zahl  h  und  einer  ver- 
änderlichen Zahl  m,  and  zerlegen  P«  in  zwei  Producte,  von  denen 
Pk  das  erste  ist,  während  das  zweite  nach  Substitution  der  vorigen 
Werthe  von  i  und  A  folgende  Form  erhält: 
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V; 


(U+Jcy^yi     («  +  ft -I- 1)« -I- 1,«  («  +  m)«  +  l>V^, 


wobei  es  auf  den  Werth  Ton  o  nicht  weiter  ankommt.     Der  unter 
dem  Wurzelzeichen  stehende  Ausdruck  heisse  Q^;  es  ist  dann 

50)  ,    P«  =  P*Vö^.e'« 

und  ferner,  wenn  u^  -\-  v^  =  r^,  fi^  -\-  v^  =  q^  gesetzt  wird, 

1  4-  -—  4-—     14-  I         ^  1    I   __L  _ 

^    _      ^   k   ^  k^        ^k+1^  (k  +  iy         ^m^w« 


— —  •  •  • 


Man  kann  nun  k  so  gross  wählen,  dass  der  absolute  Werth  jedes  der 
beiden  Ausdrücke 

k    ^  k^  k    ^  k^ 

weniger  als  \  betrSgt,  und  dann  lässt  sich  7  Q„  mittelst  der  Formel 

1(l^x)  =  x  —  €«2,         0  <  «  <  1 , 

entwickeln,  welche  bei  positiven  und  negativen  x  gilt,  wenn  x^  <C  i 
ist  *).     Hiernach  erhält  man 

/2u    .    r»V  /2m    .    r«\» 

+  Kf  +  0+;-^4^  +  £)'- 

worin  a^,  .  .  .  Om  nnd  /)«,...  /3m  nicht  näher  bestimmte  positive 
echte  Brüche  bedeuten.  Bei  unendlich  wachsenden  m  divergirt  die 
erste  der  obigen  vier  Reihen;  die  übrigen  convergiren,  mithin  ist 


*)  Bezeichnet  nämlich  |  den  absoluten  Werth  von  a?,  so  ist  bei  echt 

gebrochenen  | 

i(i+{)  =  i  -  P(J-J?+i|» •) 

und  die   Summe   der    eingeklammerten  Reihe  <  |  oder  gleich  einem 
echten  Bruche  t.    Femer  hat  man 

1(1-1)  =  -  { -  i«(j+|{+j{«+. . . .). 

und  für  I  <  I  ist  die  Summe  der  eingeklammerten  Reihe 

<  i  +  0)*  +  Ö)»  +  •  •  •  * 

d.  h.  <  1.    Beides  zusammen  giebt  die  obige  Formel. 
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'«.=  2(«-^)(+x) 

und  hieraus  folgt  dass  Q,n  die  Null  zur  Grenze  hat,  sobald  u  —  ft 
negatiy  ist.     Unter  dieser  Voraussetzung  giebt  die  Gleichung  50) 

LimPn  =  0, 
wofern  nicht  Pt  unendlich  ist,    was  nur  dann  vorkommen  könnte, 
wenn  v  =  0  und  fi  eine  negative  ganze  Zahl  wäre.     Schliessen  wir 
diesen  Fall  aus,  so  haben  wir  nach  Nro.  49)  die  Gleichung 

^     A  —  «  l   ^  kß  +  l)^  k(k  +  1)(A  +  2)  ^ 

und  zwar  unter  der  doppelten  Bedingung,  dass  der  reelle  Theil  von 
A,  vermindert  um  den  reellen  Theil  von  f ,  einen  positiven  die  Null 
übersteigenden  Rest  giebt,  und  dass  keine  der  Grössen  A,  A  -|-  l, 
A  -|-  2,  etc.  verschwindet. 

Nach  dieser  Voruntersuchung  erinnern  wir  wieder  an  die  unter 
Nro.  47)  bewiesene  Formel 

worin  sich  die  erste  Integration  auf  einen  mit  dem  Halbmesser  ri, 
die  zweite  auf  einen  mit  dem  Halbmesser  Tq  beschriebenen  Kreis  be- 
zieht, während  F(z)  auf  und  zwischen  beiden  Integrationswegen  syn- 
ektisch  bleiben  muss.  Das  erste  Integral  lässt  sich  nach  Formel  51) 
fQr  A  =  0  =  riC'ö  und  ^  =  g  =  |-|-*^  nicht  entwickln,  weil 
der  Punkt  £  zwischen  beiden  Kreisen  liegt  und  ebendeshalb  die  Be- 
dingungen ri*  >  I*  +  V^  ^"^d  r\COsO  —  I  >  0  innerhalb  des  In- 
tervalleB  0  =  0  bis  9  =  23C  mit  einander  unverträglich  sind.  Viel 
günstiger  gestalten  sich  die  Yerhältnisse  bei  dem  zweiten  Integrale, 
wenn  in  Nro.  51)  A  =  {;  =  |  +  •^»  *  =  ^  =  »"o«'^  genommen 
wird;  die  Bedingungen 

re*  <  I*  +  1?^  <  n^    «nd    |  —  r^cosO  >  0 
lassen  sich  nämlich  dadurch  erfüllen,  dass  man  |  positiv  und  grösser 
als  Tq  wählt,  womit  die  Möglichkeit,  dass  eine  der  Grössen  S,  £  -|~  Ii 
i  -\-  2j  etc.  verschwindet,  von  selber  ausgeschlossen  ist.    Man  erhält 
jetzt  ein  Resultat  von  der  Form 


»')      -^(B  =  i^j/^t"' 


(ri) 
-L   fL   J-  ^  J ^ L 

"^  e  "^e(e+i)"^£(£+i)(g+2)"^  "" 

und  zwar  gilt  dasselbe  so  langq,  als  r©  <C  VS^  +  ^'  <  f i  und  zu- 
gleich £  >>  ro    ist,   d.  h.  wenn  der  Punkt  i  innerhalb   des  Kreis- 
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abschnittes  liegt,  der  einerseits  von  dem  mit  dem  Radius  Tj  beschrie- 
benen Kreise,  andererseits  von  der  im  Abstände  Tq  parallel  zor 
^- Achse  gezogenen  Geraden  begrenzt  wird.  Die  Coefficienten  Ci,  Ci. 
etc.  bestimmen  sich  mittelst  der  Formel 

Cn  =  27^/^(^  +  1)  •  •  •  (^  +  n^2)F(e)dz 

(ro) 

und  können  leicht  auf  die  CoefBcienten  &i ,  hj^  6s  ^tc  zurückgeführt 
werden,  welche  bei  der  Entwickelnng  von  1^(S)  nach  absteigenden 
Potenzen  von  ^  vorkommen.  Setzt  man  nämlich  gemäss  einer  frühe- 
ren Bezeichnung 

js(ß  +  l)(e  +  2)(£r  4-  3)  .  .  .  (£r  +  m  —  1) 

so  erhält  man  durch  Entwickelnng  der  unter  dem  Integralzeichen 
stehenden  Facultät 

» — 1  n — 1  n — 1 

Cn  =   Cohn   +    Ci5„_i   -f   .  .  .  .  -|-    Cn^ih. 

Die  vorige  Entwickelnng  vereinfacht  sieb  noch,  wenn  F(s^)  für 
jedes  ausserhalb  des  Kreises  (ro)  liegende  e  synektisch  bleibt  und 
wenn  zugleich  F{rie*^  für  ri  =  ao  verschwindet;  das  Anfangsinte» 
gral  fällt  dann  weg  und  es  bleibt 

63)    ^(ö  =  f  +  g(nnj  +  g(5  +  ,'5'(5+2) +  ••••• 

wobei  der  reelle  Bestandtbeii  von  ^  grösser  als  Tq  sein  moss.  Die 
Goefficienten  Ci ,  Cs ,  etc.  behalten  dieselben  Werthe  wie  vorhin  *), 

Ein  passendes  Beispiel  hierzu  liefert  die  Function 


Fi.)  =  l(l  +  i.) 


falls  der  Logarithmus  eindeutig,  d.  h.  so  genommen  wird,  dass  7 1  =r  0 
ist,  und  wenn  man  dem  fo  einen,  die  Null  übersteigenden  sonst  aber 
beliebig  kleinen  Werth  ertheilt.  Die  Bedingungen  für  F{g)  sind 
dann  erfüllt,  auch  kennt  man  unmittelbar  die  Werthe  von  b|,  h^^ 
etc.  zufolge  der  Entwickelung 

\     ^    z)         \     z  2    «»  ^    3    ir« 

madz  >  1 , 


*)  Der  Verfasser  hat  die  obige  Untersuchung  zuerst  in  den  Sitzungs- 
berichten der  König!.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wisse nsohailen  mitgctheilt. 
(Bericht  vom  1.  November  1863.) 
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und  68  ist  daher  für  jedes  £,  dessen  reeller  Theil  einen  positiven 
Werth  besitzt, 

,A     .     1\ £l  o-        gg         j ^ I 

V  ^  u~  t  ■^s(rri)"^s(e  +  i)(g  +  2)"^*" 

Fftr  die  Goefficienten  hat  mau  Ci  ==  1  und 

oder  in  kürzerer  Fassung 

1 

c„^i  =  (-l)«   A(e— 1)(«  — 2)...(^  — w=^)d<. 

0 

Setzt  man  den  positiven  Ausdruck 

1 

<(1— 0(2— 0---(^— 1— 0^*  =  ««. 

0 

80  wird  Cn^.1  =  —  a»)  mithin 

(1  \  1  Ctj  flfj 

und  die  Werthe  der  Coefficienten  sind: 

Als  zweites  Beispiel  w&hlen  wir  die  Function 
lP/^         t  tA     .     1\         11  11,11 

welche  den  Bedingungen    für  die  Gleichung  53)    ebenfalls  genügt, 

wenn  der  Logarithmus  eindeutig  wie  vorhin  genommen  wird.    Setzt 

man  zur  Abkürzung 

1 


/' 


•  •  •  • . 


/' 


<»(1— 0(2  — 0...(n  — 1— 0^^  =  ßn, 

0 

80  findet  man,  immer  vorausgesetzt,  dass  der  reelle  Theil  von  (  po- 
sitiv und  von  Null  verschieden  ist, 

ßi  ßt 


65)  l-fi(l  +  |)  =  Il- 


ses+1)     f(?  +  i)(5+2) 

und  zwar  sind  die  Werthe  der  Coefficienten: 

ßl  =8»      ft  =  A»      /*«=&»      Ä  =  80»      A  ==  S»  •  •  •  • 

Gelegentlich  möge  noch  bemerkt  werden,  dass  sich  Entwickelun- 
gen  dieser  Art  zu  einer  vortheilhaften  Transformation  mancher  endli» 
oben  Reihen  benutzen  lassen.  Ertheilt  man  nämlich  in  dem  Ausdrucke 

SohlOmlloh,  Anftlytis.  11.  7 
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1 

5(s  +  i)a  +  2)...(e+*-i) 

dem  S  der  Reihe  nach  die  Werthe  1»  2,  3,  ...  p  and  addirt  alle 
entstehenden  Brüche,  so  erhält  man 


1.2...A;    •    2.3...(Ä+1)   '  l>(P+l)...(p  +  Jk— 1) 

--_L_|i  4.         ^  j.  1-2 

~  1  ...(Ä— 1)U  ^  k(k  +  1)  '^  k(k  +  l)(k  +  2)  ^ 

,  1.2,3...(p— 1)         I 

*•■  "^Ä(Ä-hl)(Ä  +  2)...(fc+i,-l)) 

und  hier  Iftsst  sich  die  in  Parenthese  stehende  Reihe  nach  Formel  49) 
für  k  =  k,  t  ^  l,n=jp  summiren;  dies  giebt 

^  1.2...Ä  ^  2.3...(Ä  +  1)  ^  P(p+l)...(p  +  k—l) 

Ä  — 111.2... (Ä  —  l)        (jp  +  l)(p  +  2)  .  ..p> +  *—!)/• 

wobei  selbstTerständlich  ^  ^  1  sein  muss.  Nehmen  wir  jetst  in  der 
Gleichung  64)  ^  =  1 ,  2,  .  .  .  p  und  addiren  aUe  Ergebnisse,  so  kön» 
nen  wir  rechter  Hand  die  Formel  56)  anwenden  und  erhalten 

l(i>  +  i)  =  Y  +  |  +  j+---+j 

_  «iil i_l  _  fb-i-L 1        I 

1  h         p  +  ll         2  11.2        (l»+l)(p  +  2)| 
oder,  wenn  die  von  p  unabh&ngige  Summe 

«1       1     ,    «»         1       I     «8  1  ,  j 

1       1   ^    2      1.2  ^    3      1.2.3  ^ 

gesetzt  wird, 

B7)  —  +  —  4-—  +  •••  +  — 

^  1    ^  2  ^  3   ^  ^  p 

=  ^  +  ?(|>+l)-|     "^^  ^  "• 


1  ^  +  1         2  (p+l)(p  +  2)     ^ 

Mittelst  der  vorhin  angegebenen  Werthe  der  Coeffidenten  «i»  Oft  ^<^ 
findet  man 

A  =  0,6772166649  .  .  . 
Die  Gleichung  67)  bietet  den  Vortheil,  dass  die  vorkommende  Fa- 
cult&tenreihe  immer  convergirt  und  zwar  um  so  st&rker,  je  gröMor  p 
ist.  £ine  Summe  wie  z.  B.  }  -|-  |  -f-  *  *  *  +  dbö  ^^^^  ^^^b  hieniaek 
mit  grosser  Leichtigkeit  berechnen« 
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Mnliiplicirt  man  die  Gleichung  54)  mit  |,  subtrahirt  davon  die 
Oleiohiing  65)  und  setzt  zur  Abkürzung 

l««  —  ßn 

1 

=/ö-0^a -0(2-0...  (w-i-0**  =  y«. 

0 

so  kann  man  dem  Resultate  folgende  Form  ertheilen 

(?+i)Ke+i)  -  «-i)i€  - 1?  - 1 

_       Vi rt Yt 

~  tit+i)    ta  +  i)(.t+2)    g({+i)(g+2)(g+3)  '"• 

Durch  Addition  aller  der  Gleichungen,  welche  hieraus  für  ^  =  1^ 
2 ,  .  •  ,  p  hervorgehen,  erhftlt  man 

yi  |i l\  _  yi  f  J 1         ]  _ 

—  1    ]l        p+lj         2    [1.2        (p  +  l)(p  +  2)\ 

oder,  wenn  die  von  p  unabhängige  Summe 

yi    1   ,  ya     1    .   y»       i      ,       _ « 

1       1^2      1.2  ^    3      1.2.3  ^ 
gesetzt  wird, 
68)      l(l.2.S...p)  =  B  +  (1>+J)^(P  +  1)-P 

1    yi        1  y» 


.  ■  •  • 


•  •  • 


1  p  +  l         2  (p  +  l)(p  +  2) 
Die  Werthe  der  Ooefficienten  sind 

yi=  — Ä»  y»  =  o,  y8  =  ife»  y4  =  fe.  n  =  ^^  — 

und  mittelst  derselben  findet  sich 

B  =  —  0,0810614668  .  .  . 
Eine  etwas  bessere  Gestalt  bekommt  die  Formel  58),  wenn  man 
p  =  q  —  1,  ferner 

l  +  B  =  0,9189385332  =  0 
setzt  und  beiderseits  Iq  addirt;  es  wird  dann 
69)      ?(1.2.3...fl)=  C  +  (q  +  ^lq  —  q 

1  yi     1     ya         1         ya 

1    q       2g(«+l)       Sq(q+l)q+2) 

Mittelst  der  auf  Seite  437  des  ersten  Theiles  ausgefiihrten  Betrach- 
tung kann  man  sich  übrigens  leicht  überzeugen,  dass  C  hier  densel- 
ben Werth  besitzt,  wie  dort,  nämlich  C  =  \l{2n)*). 


*)  Von  einem  anderen  Oesichtspnokte  ansgehend,  hat  der  Verfasser 
die  Faoult&tenreihen  behandelt  im  Jahrgange  1659  der  SiisuDgaberichte 

7* 
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IX.  Die  Reihen  von  Bürmann  und  Lagrangra 

I.    Wir  gehen  noch  einmal  auf  die  Beihenentwickelang 

60)  F(t)  =  Co  +  Cit  +  ftf«  +  Caf«  H 

zurack,  deren  GonTergenzkreis  oder  Gflltigkeitskreis  durch  die  eine 
Bedingung  bestimmt  ist,  dass  F(t)  innerhalb  desselben  synektisch 
bleiben  muss.  Die  Fl&ohe  dieses  Kreises,  also  den  Spielraum  der 
complezen  Variabelen  f,  denken  wir  uns  auf  die  Weise  entstanden» 
dass  zunächst  modt  von  Null  an  bis  su  dem  gröisten  erlaubten 
Werthe  wächst  und  dass  nachher  der  so  erhaltene  Radius  dee  Con- 
vergenzkreises  eine  volle  Umdrehung  um  den  Mittelpunkt  ausfuhrt. 
Demzufolge  ist  modt  eine  endliche  und  eindeutige  Variabele,  wel- 
che von  Null  bis  zu  einem,  durch  die  Natur  von  F(t)  bestimmten 
Maximum  continuirlich  zunimmt.  —  Setzen  wir  nun 

t  =  <p(g),     F(t)  =  F[v(s)]  =/(*), 
SO  erhalten  wir  statt  der  Gleichung  60)  die  folgende 

61)  f(g)  =  Co  +  Ci9W  +  C^2  9(*)«  +  Ciqp(ir)»  + 

und  für  diese  sind  noch  die  Bedingungen  der  Gültigkeit  zu  ermit- 
teln. In  dieser  Beziehung  erinnern  wir  erstens  an  den  Umstand, 
dass  t  und  F(t)  endliche,  eindeutige  und  stetige  Yariabole  waren;  ea 
müssen  daher  auch  <p(£)  nndf(z)  innerhalb  eines  gemeinschafÜicfaen 
Spielraumes  synektische  Functionen  sein«  Weil  ferner  in  Nro.  60) 
modt  sein  Wachsthum  mit  dem  Werthe  Null  anflUigt,  so  muss  et 
wenigstens  einen  speciellen  Werth  m  =  £q  geben,  für  welchen 
modq)(£)  den  Anfangswerth  Null  erhalt,  mithin  auch  9(jr)  =  0wird; 
die  Auflösung  dieser  Gleichung  liefert  die  verschiedenen  Werthe  von 
0Q.  Lassen  wir  jetzt  die  Yariabele  jt,  von  b  =  z^  ausgehend,  irgend 
einen  Weg  in  der  a;^-£bene  durchlaufen,  so  muss  die  immer  positive 
Grösse  mod(p{B)  von  Null  an  eine  Zeit  lang  wachsen  (denn  eine  mit 
Null  beginnende  Abnahme  würde  in*s  Gebiet  des  Negativen  führen), 
wohl  aber  kann  es  geschehen,  dass  mod<p{g)  späterhin  wieder  abnimmt, 
dann  nochmals  wächst  u.  s.  w.  Die  verschiedenen  Maxima  und  Minima, 
welche  modt  =  mod(p{£)  erreichen  kann,  lassen  sich  auf  gewöbnli- 
ohem  Wege  ermitteb,  indem  man  modt  =  modfp{x  +  iy)  als  Fan^ 
tion  der  beiden  unabhängigen  Variabelen  x  und  y  ansieht;  sie  mögen 
J?oi  i^i »  Ai  .  .  .  heissen  und  nach  ihrer  Grösse  geordnet  sein,  so  dass 


der  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften,  wovon  ein  Abdrack 
in  der  ZeiUchrift  für  MathemaUk  und  Physik.  Bd.  IVt^E  890. 
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22o  das  kleinste  jener  Maxims  und  Minima  ist.  Da  nun  modt  in 
Nro.  60)  nur  wächst,  so  muss  der  Weg  des  0  an  die  Bedingung 
^^f^tfi^)  <C  -Ro  geknüpft  werden,  denn  in  jedem  anderen  Falle,  z.  B. 
inad<P(/f)<ZI^i  könnte  man  den  Weg^des  g  so  w&hlen,  dass  modq)(sf) 
anfangs  zwar  zunähme,  zuletzt  aber  bis  Bq  abnähme,  was  dem  steti- 
gen Wachsthume  von  modt  widerspräche.  Indem  man  fnodq)(is)  = 
modip(X'\-iy)  durch  x  und  p  ausdrückt,  erhält  man  6ia\t  der  Be- 
dingung mcM?  9>  (^)  <^  i2o  eine  Ungleichung  von  der  Form  0  <C  ^  (^^  S^)  <C -^v 
ond  diese  bestimmt  denjenigen  Raum  der  £^- Ebene,  innerhalb  des- 
sen der  Punkt  jey  bleiben  und  auch  der  Anfangspunkt  jSq  liegen 
muss. 

Um  diese  Betrachtungen  zu  Teryollständigen,  untersuchen  wir 
die  Mazima  und  Minima  von  modq>(a)  etwas  genauer.  Es  sei  zu 
diesem  Zwecke 

q>{jf)  =  q)(x  +  iy)  =  u  -\-  iv 
mithin 

mod^>{z)  =  Vt*«  4"  ^\ 
so  haben  vor  als   Bedingungen    für    die  Maxima  und  Minima  von 

du    .       dv         _  Zu  dv         ^ 

dx  dx  dy  oy 

oder  kürzer  die  eine  Gleichung 

du    .       dv         ./    du    ,       dv\ 
dx  dx  \   oy  dyj 

Weil  femer  u  -\'  iv  eine  (monogene)  Function  von  x  -{-  iy  ist 
(Seite  47),  so  gelten  die  Beziehungen 

du  dv         dv  du 

'dx~'dy'      dx  ~        dy 

und  dadurch  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

,         ../dv  ,du\        ^ 

Dies  giebt,  weil  u  —  tf;  nicht  =  0  ist, 

mit  anderen  Worten:  diejenigen  Werthe  von  ^er,  welche  modq)(jg)  zu 
einem  Maximum  oder  Minimum  machen,  sind  Wurzeln  der  Gleichung 
tp'(e)  =  0. 

Alles  Bisherige  zusammen  liefert  folgende  Regel  zur  Beurthei«« 
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long  der  Gültigkeit  von  Nro.  61):  man  bestimme  zaeret  die  Wuneb 
der  Gleichung  (p(z)  =  0,  von  denen  Zq  eine  sein  möge;  man  löse 
femer  die  Gleichung  9>'(^)  =r  0  auf,  deren  .Wurzeln  Zq,  Zi,  Z^^  .  .• 
heissen  eollen,  berechne  hieraus  die  Moduli 

Bo  =  mod(p(Zo)i    Bi  =  iwotf ^(Zi),    R2  =  fnod(p(Zt)t .... 

and  ordne ^eselben  nach  ihrer  Grösse;  die  Ungleichung 

tnodfp(js)  <  i^), 

verbunden  mit  dem  Anfangswerthe  jg  =z  g^^  bestimmt  dann  alle  su- 
lAssigen  Wege  des  i,  vorausgesetzt,  dass  auf  jedem  derselben  f(e) 
und  fp(z)  synektisch  bleiben. 

Um  endlich  noch  die  Goefficienten  der  Reihe  in  Nro.  61)  zu  be- 
stimmen, geben  wir  letzterer  die  bequemere  Form 

62)  /W  =  A,  +  -^  9,  W  +  j^  9  W»  +  Y^  9  W»  +  •  •  •  • 

Daraus  folgt  zunächst  fär  e  =  £q 

63)  ^=fMi 
femer  ist 

^n  =  -j^    für*  =  0 

und  nach  der  Lehre  von  der  Yertauschung  der  unabhängigen  Varia- 
belen (Seite  19,  Formel  34) 

wobei  die  angehangene  Gleichung  e  =  Zq  bedeutet,  dass  nach  ge- 
schehener Differentiation  e  =^  0q  zu  setzen  ist^. 

*)  Die  Formeln  62),  63)  und  64)  wurden  1796  von  Bfirmann  (in 
Mannheim)  auf  anderem  Wege  entwickelt  (Memoires  de  l'lnstitut,  tome 
II,  pag.  14)  jedoch,  dem  damaligen  Standpunkte  der  Wissenschaft  gemäss, 
ohne  Angahe  der  Gültigkeitsbedingungen  für  die  Gleichung  62).  Neuer- 
dings ist  Puiseux  (Liouville's  Journal  Bd.  15)  von  der  leicht  be- 
weisbaren Formel 

9»W-  v(n^       VW) 

ausgegangeUf  worin  sich  die  Integration  auf  eine  geschlossene  Curre  be- 
zieht, innerhalb  deren  f'{e)  und  g>(e)  synektisch  bleiben  und  wobei  g>lz) 
so  beschaffen  sein  muss,  dass  die  Gleichung  ip{g)  —  gp(C)  =  0  nur  durch 
jr  =  C  erföUt  werden  kann.   Unter  der  Voraussetzung  modg>{l^tCmoä^ls) 


ß 
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Wir  geben  im  Folgenden  eine  Reihe  von  Beispielen  za  diesen 
allgemeinen  Erörterungen. 

a.  £s  sei  9 (e)  =  0(0^0)  vaid  go  =  0.  Die  Gleichung  q>'(ß)  =  0 
hat  dann  nur  die  eine  Wurael  Zi  =  |c,  welcher  (p(Zo)  =  \c^  ent- 
spricht. Denken  wir  uns  der  Allgemeinheit  wegen  c  als  complexe 
Zahl,  n&mlich 

c  =  a  +  ih  =  h(cosB-\-isins)^ 
so  ist 

Bo  =  nwdq)(Zo)  =  }(a«  +  h^  =  JÄ», 
und  als  Bedingung  fOr  die  Gültigkeit  der  Entwickelang 

65)     /W  =  Ao  +  i^ir(c-ir)+Y%^'(^-^)'  +  •••-. 

erhalten  wir 

TorauBgesetst,  dass  f(g)  innerhalb  des  so  bestimmten  Raumes  synek- 
tisch  bleibt  Der  geometrische  Sinn  hiervon  tritt  am  deutlichsten 
hervor,  wenn  man  statt  rechtwinkeliger  Goordinaten  Pohircoordbaten 
benutzt,  abo 

0  =  X  +  ip  =  r(cosO  +  isin6) 
setzt;  es  ergiebt  sich  nämlich 

r  Vä«  —  2hrco8(0-'B)  +  r»  <  JÄ«. 


Fig.  29. 


kann   man   linker  Hand  nach  Potenzen  .  von 


Ist  nun  (Fig.  29)  OP=r,  ^POX 

=  e,  00  =h,  z.  OOX  =  «, 
OB  =r  1^,  80  muss  hiernach  der 
Punkt  P  im  Innern  der  halben  Lem- 
niscate  DEF  liegen,  und  f{e)  für 
alle  solche  Punkte  synektisch  bleiben. 
Statt  der  Wurzel  iro  =  0  könnte  man 
auch  jero  =  c  nehmen,  doch  erhält 
man  dabei  kein  wesentlich  neues  Re- 
sultat. 

— ^  entwickeln  und  erhält 


9'W 


ein  Resultat  yon  der  Form 

/'(O  =  flp'(C)  [yi  +  y,  fpiO  +  y,  ^(C)>  + ], 

welches,  wenn  z  für  (  geschrieben  wird,  den  Dififerentialquotienten  der 
Gleichung  '62)  darstellt.  Die  Bedingungen  für  die  Entwickelung  stimmen 
mit  den  eben  angegebenen  überein;  die  CoefBcienten  y^,  y^,  etc.  be- 
stimmt Paiseux  nur  als  sogenannte  Residuen,  ohne  sie  auf  Dififerential- 
quoiienten  zurückzuführen. 
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Die  oben  angegebene  Bedingung  lässt  rieh  in  specieUen  Fallen 
mittelBt  der  gewöhnlichen  Convergenzregeln  leicht  verificiren.  So 
erhalt  man  z.  B.  aus  Nro.  65)  für  c  =  1  undf(ß)  =  (1  — ry,  wo- 
bei diese  Potenz  eindeutig  und  zwar  so  genommen  werden  möge, 
daes  dem  Werthe  z  =  0  der  Anfangewerth  1^  =  1  entepricht» 

_ft(ft-4)0i-5) 

1.2.3  ^        ' 

+ 1.2.3.4) ^{l-'Y—- 

Eb  sei  femer  e{\  —  jt)  =  t(coso  -|-  isinm\  so  convergirt  diese  Reihe 
gleichzeitig  mit  der  folgenden 

1  _  ü<  +  ^»-3)     _  ^Oi-^4)(^~5)  _ 

1     ^       1.2  1.2.3  ^ 

und  in  dieser  nähert  sich  der  Quotient  aus  dem  (n  -f-  l)ten  Gliede, 
diyidirt  durch  das  nte,  der  Grenze 

_.    /       (ft  — 2n)(fi— 2n— 1),\        ..        ,  . 

l       (n  4- 1)  (ft  —  n  —  1)  J 
woraus  die  Gonvergenzbedingung 

t  <  J   oder    m<}(f[jf(l  —  jp)]  <  } 
folgt,  welche  mit  der  früheren  Angabe  übereinstimmt»   Bei  Beschr&n* 
kung  auf  reelle  e  ist  hiemach  0  ^  xr  <^  |  zu  nehmen. 

b.  Für  eine  zweite  Anwendung  der  Formel  62)  sei  9(j»)  = 
e{l  +  e^)  und  z^^  =  0.  Die  Gleichung  q>\z)  =  0,  d.h.  1  +  3jr»==0 
giebt  in  diesem  Falle  Zo  =  +i. }  V^,  Zi  =  —  t .  |  VF,  und  es  iai 
modtp^Zo)  =  fiiod[9(^)  =  }Vd.     Die  Reihenentwickelung 

66)    /(z)  =  Ao  +  ^^(1  +  #2)  +  j^^Ul  +i^»)^  +  .  -  •  . 

gilt  demnach  unter  der  Bedingung 

mod[ir(l+irt)]<|V3, 

Torausgesetst,  dass  f(z)  innerhalb  der  so  bestimmten  Grenaen  ^ynek* 
tisch  bleibt. 

Als  speciellen  Fall  betrachten  wir  die  Annahme /(jr)=arc((ifi#, 
wobei  der  Einfachheit  wegen  z  reell  sein  möge.     Dies  giebt 
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aräan .  =  -L-f-^  _  ^       %^  +  ^  5 

8.9.10  ^'(1 +jr«)'    , 
1.2.3  7  ^ 

nod  ans  der  Bedingung,  dasit  der  absolute  Werth  von  ^(1  +  JS^)  we- 
niger als  I V3  betragen  muss,  folgt  dauu 

—  0,34401  .  •  <  £  <  4-  0,34401  .  .  . 

Auch  hier  ist  die  Yerifioation  mitteigt  der  gewöhnlichen  Gonvergenz« 
regeln  sehr  leicht.  Als  Grenz  werth  des  Yerh&ltnisBes  zweier  aufein- 
ander folgenden  Glieder  findet  man  nämlich  (dem  absoluten  Werthe 
nach) 

-.    f(3n — l)3n(3n  +  l)2n — 1    ,,,    ,     ,.J        „  ,,,    ,     ... 
l      n.2n(2n-fl)        2n+l^^^J         4     vi/» 

mithin  convergirt  oder  divergirt  die  obige  Reihe,  je  nachdem 
£^(l  -h  g^y  weniger  oder  mehr  als  ^  betr&gt,  was  mit  dem  Früheren 
Übereinstimmt» 

c.  Für9(£f)=jefr"'undjro  =  Owird2i  =  l,  modg?(7i)  =  €?"'; 
die  Reihenentwickelung 

67)  /W  =  X,  +  ^Mtr'  +  ^»'^^'  + 

gilt  daher  unter  der  Bedingung 

mod{ze-')<:^, 

falls  f(ßs)  för  alle  solche  m  synektisch  bleibt. 

Hieraus  folgen  z.  B.  die  speoiellen  Formeln 
1«  21  32 

1  ^  1.2  ^  1,2.3  ^ 

a(a  + 4)3 
^1.2.3.4  ^ 

wobei  sich  die  unter  der  vorigen  Bedingung  stattfindende  Conyep- 
gen2  der  Reihen  auf  gewöhnliche  Weise  verificiren  lässt  Bei  reeUen 
M  geht  jene  Bedingung  in  0  ^  jer  <^  1  über. 


.  •  • 


•  •  •  • 


t 
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d.    Wir  betrachten  nooli  den  sehr  bemerkenewerthen  Fall 

B 
^^  ^  CO80 

Die  Oleichung  <p\e)  =  0  wird  jetzt 

COBB  4-  B9in8        ^        ,  1         .  ^ 
!— =  0,    oder    cose  +  BStne  =  0 

welche  man,  weil  amB  nicht  =  0  sein  kazm,  dnreh  smB  dividinn 
darf,     um  die  complexen  Wurzeln  der  nunmehrigen  Gleichung 

cotB  -|-  JBf  =  0 
zn  finden,  sabstituiren  wir  b  =i  x  -{-  iy  und  erhalten  dadaroh  die 
beiden  Gleichungen 

2sin2x 
^®^  *  +  e«r  +  e-«»  -  2cos2x  =  ^' 

(?t  —  «-»» 
«»>  «'  -  />  +  a-»>  -  2COS2X  =  ®' 

aus  denen  durch  Elimination  des  gemeinschaftlichen  Nenners  folgt 

aj(e«y  —  e-ay)  -f-  2y8in2x  =  0. 

Yorausgesetzt,  dass  weder  x  =  0  noch  ^  =  0  ist^  giebt  die  Division 
mit  4xy 

(?^  —  r-««'    ,    sin2x 

oder  nach  bekannten  Reihen 

m2a;        (2y)'  (2y)«  _ 

■''     2«     "•"  1.2.3  "^  1.2...6  "^  ~ 

Diese  Gleichung  ist  aber  unmöglich,  weil  sowohl  1  -| als 

2x 

die  nachfolgende  Reihe  nur  positive,  die  Null  übersteigende  Werthe 

annehmen   kann;  die  Gleichungen   68)  und  69)  besitzen  daher  keine 

Auflösungen ,  bei  denen  x  und  y  gleichzeitig  von  Null  verschiedeB 

sind.     Ist  nun  erstens  y  =  0,  so  wird  aus  Nro.  68) 

X  -|-  €(Ax  =  0, 

und  diese  Gleichung  hat  unendlich  viele  positive  und  negative  Wur» 
zeln,  deren  absolute  Werthe  zwischen  \it  und  n^  \7C  und  2«,  |ir 
und  S^r  etc.  enthalten  sind;  man  kann  abo  die  Wurzeln  unter  der 
Form 

±a«+«).  ±a«+/»).  ±a«+)') 

darstellen,  worin  a^  ß^  y^  .  ,  ,  gewisse  Bögen  des  ersten  Quadranten 
bezeichnen.     Ist  zweitens  dP  =  0,  so  folgt  ans  Nro.  69) 


•    •    •    • 
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9=^-Zr^,     oder    y  =  1  + --^—-j, 

and  dieser  GleichuDg   genügt  nur  der  eine  Werth  y  =  1,199678, 
80  dass 

ß  =  i.  1,199678 
die  einzige  imaginäre  Wurzel  von  g  -^^  cotJ9  =i  0  ist.     Die  mit  üot 
Rij  B%j  .  •  bezeichneten  Werthe  von  mod<p(z)  sind  hiernach 

«tna  sin^p  siiiy 

und 

_j    1.1,199678  1,199  ...  ^ ^co^.o 

'^co«(f.  1,199678)==  l(ei.i««..  +  ^M--.)  =  ^,662742, 

wobei  man  gleich  bemerkt,  daas  der  letzte  ModuluB  der  kleinste  ist. 
Die  Reihenentwickelung 

,0,   m = ».  +  iL  (^)  +  ^  (_L.y + 

^  =/(0),         A.  =  i)J-'  (/W.608«ä](._„ 

gilt  demnaoh  unter  der  Bedingung 

mod(-^)  <  0,662742. 

\CO80  / 

falls  /(g)  för  derartige  xr  synektisch  bleibt. 

Die  zur  Bestimmung  von  A.„  dienende  Differentiation  ist  n.  A. 
in  dem  Falle /(;?)  =  5  leicht  ausführbar,  wenn  man  die  auf  Seite  261 
des  ersten  Theiles  angegebenen  Formeln  9)  und  10)  benutzt.  Bei 
geraden  n  findet  man  A^  =  0,  bei  ungeraden  n 

^n  =  ^    J^,       |(n)on»-^+(n)i(n-2)"->  +  (n)»(n-^4)^-^+^- 

•  •  •  +  (n)i         3»-»  +  (n\         l«-n 

mithin 

Ai  =  +  1. 

A,  =  -  J(3«  +  4.1»)=-3. 

*»  =  +  Ä(5*  +  5  .  3*  +  10 .  1«)  =  +  65, 

Ä,  =  —  ä(7«  +  7  .  6«  +  21 .  3«  +  36  .  1«)  =  —  37&7, 

u.  s.  w. 

die  Yollständige  Entwickelung  ist  also 
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cosz      l.2.B\co8z/        l.2„5\coseJ       1.2..7\easß/ 

mod  (-^^  <  0,662742. 

\C08Zj 

Auf  ähnliche  Weise  ergiebt  sich  in  dem  Falle  f{z)  =  9inz, 
dass  A„  bei  geraden  n  verschwindet  und  bei  ungeraden  n  durch  die 
Formel 

^  =  ^ '^, |(n  +  1)»  (n  +  1)«-»  +  (n  +  1),  (n  - 1)—' 

+  (n  +  1),  (n  -  3)->  +  ...-!-(«+  l).(._„2-j 
bestimmt  wird;  es  ist  daher 

COSZ      l.2.S\co8zJ       l.2..6\co8z/       l.2..7\caszj 

Beschrankt  man  z  auf  reelle  Werthe,  so  darf  zsecz  höchstens  = 
0,662742  werden,  woraua  folgt,  dass  der  absolute  Werth  von  m  we- 
niger als  0,561118  =  arc  32®  8' 58'' 8  betragen  mose. 

IL  Unter  einem  anderen  Gesichtspunkte  betrachtet,  enthalten 
Reihenverwandlungen  der  vorigen  Art  zugleich  die  Löeung  eines 
Problemes,  welches  die  Umkehrnng  gegebener  Functionen 
genannt  wird.  Besteht  nämlich  zwischen  den  beiden  Variabelen  ii 
und  z  eine  Gleichung  von  der  Form 

u  =  q>{z), 
so  ist  auch  umgekehrt  z  eine  Function  von  ti,  etwa 

*  =  zW» 

und  es  entspringt  hieraus  die  Aufgabe,  z  durch  ti  aussudrAd^en,  oder 
aUgemeiner,  irgend  eine  vorgeschriebene  Function  von  jtr,  etway(if), 
durch  u  auszudrücken.  In  so  weit  nun  f(z)  nach  Potenzen  von  ti 
entwickelbar  ist,  ergiebt  sich  f(z)  unmittelbar  aus  der  Gleichung 

/(»)  =  Ao  +  "Y  9(«)  +  o^W  +    •  •  • 

und  zwar  durch  Substitution  von  u  für  <p(z);  man  hat  also 

wobei  die  Gültigkeitsgrenzen  und  Goefficienten  ebenso  wie  früher  be> 
stimmt  werden. 

Hierbei  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  Gleichung  «  =  y(s) 
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mehrere  Umkehrangen  haben  kann*),  dass  also  entschieden  werden 
muBs,  welche  dieser  Umkehrangen  durch  die  obige  Reihenent Wicke- 
lung geliefert  wird.  Ans  der  Untersuchung  über  die  Gültigkeits- 
grenzen weiss  man  aber,  welche  Wurzel  der  Gleichung  q)(jB)  =  0 
den  Anfangswerth  des  #  bildet,  man  kennt  also  dasjenige  g  =  Zq^ 
welches  dem  Falle  u  =  0  entspricht,  und  damit  ist  g  eindeutig  be- 
stimmt. (Geometrisch  heisst  dies:  von  den  möglichen  yerschiedenen 
Zweigen  des  z  ist  derjenige  zu  nehmen,  welcher  durch  den  Punkt  Zq 
geht).  Dasselbe  gilt  von  der  Function  f(g\  weil  diese  synektisch 
sein  muss. 

a.  Beispielsweis  betrachten  wir  die  Gleichung 

u  =  00-* 
und  bescbrftnken  der  Einfachheit  wegen  u  und  £  auf  reelle  Werthe. 
Da  u,  als  Function  Ton  xr  angesehen,  für  xr  =  0  yerschwindet ,  für 

1 
#=1  sein  Maximum —  erreicht  und  für  4r  =  oo   gegen  die  Null 

conTorgirt,  so  entsprechen  umgekehrt  jedem  u  <^  —  2wei  positive 

#,  ^on  denen  das  eine  kleiner,  das  andere  grösser  als  die  Einheit  ist. 

pjg^  30  Die  nebenstehende  Figur 

g  (Fig.  30)  wird  dies  ver^ 

anschaulichen;  in  ihr  ist 
0-1  =  1,  OB=AC= 

— ,  und  zu  einer  gege- 
e 

benen  Ordinate  ON=u 

gehören  die  beiden  AIh 

scissen  NP  und  NPi.     Nach  den  in  I,  c  gegebenen  Entwickelungen 

hat  man  nun  für  /(jb)  =  0,  Mer*  =  u, 

10              2^                  32        ,    , 
g  =  _u  -4-  —-1*2  -I ttS  + 

1       ^  1.2*^    ^  1.2.3       ^ 

0<a<  — 
—  e 

wobei  j»  =  0  als  Anfangswerth  des  0  genommen  ist  Die  Formel  giebt 

daher  dasjenige  #,  welches  für  tt  =  0  verschwindet,  sie  liefert  also 

von  den  beiden  vorhandenen  Umkehrungen  nur  die  kleinere  0  =  NP. 


*)  Aus  der  Gleichung  >•  B. 

*«—  1 

*  =  -2r- 

folgen  die  beiden  Umkehrangen  

£  =  «  +  Vr+U"«   und    #  =  1»  —  Vi  +  u>. 
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b.    Als  zweites  Beispiel  diene  die  Aufgabe,  sinM  aas  der  Gkt- 
chung 


u 


cosz 

zn  berechnen.     Nach  den  in  I,  d.  gegebenen  Entwiokelongen  hat 
man  sofort 

4         ,    ,         96        r  5888      ,    , 

1.2.8       ^1.2. .6  1.2. .7       ^ 

modu  <  0,662742, 
und  dabei  ist  unter  g  diejenige  Umkehrung  zu  verstehen,  welche  Ukr 
u  =  0  verschwindet. 

III.    Mit  einer  geringen  Modification  führen  die  Betrachtungen 
in  I.  auch  zur  Lösung  des  Problemes,  eine  Gleichung  von  der  Form 

B  =  utifie)  +  c 

unüzukehren,  d.  h.  aus  ihr  ir,  oder  allgemeiner /(ir),  als  Function  tod 

u  herzuleiten.     Schreibt  man  nämlich  statt  dieser  Gleichung  die  mit 

ilur  identische 

B  ^^  c 
u  =     ,  ,  ^     oder  kurz  u  =  g)(jef), 

i>(B)  ^   ' 

so  erkennt  man  augenblicklich,  dass  es  sich  eigentlich  um  daaadbe 
Problem  wie  in  Nro.  IL  handelt,  dass  also  eine  Beihenentwickelnog 
Yon  der  Form 

herzusteUen  ist     Der  Ausdruck 

verschwindet  nun  fikr  b  ^  e^  wobei  jedoch  vorausgesetzt  werden 
muss,  daäs  ^(c)  nicht  =  0  sei;  es  ist  daher  jer«  =  c     Wenn  ferner 


in  Null  übergehen  soll,  so  muss,  &Us  der  Nenner  endlich  bleibt«  die 
Gleichung 

*W  =  (i^  — c)*V) 
stattfinden,  deren  Wurzeln  2«,  Zi,  eta  heissen  mögen.     Die  geior^ 
derte  Entwickelung  besteht  dann  unter  der  Bedingung,  daas 

mod-r-T-r-,    d.h.   tnodu 
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weniger  beträgt,  als  die  kleinste  der  Grössen 

,Zq  —  c  .Zi  —  c 

Um  kurz  sein  zu  können,  wollen  wir  unter  dem  kleinsten  u  dasjenige 
Yorstehen,  welches  den  kleinsten  ModnluB  besitzt;  ausserdem  möge 
zur  Ersparong  der  Anhangsgleichnng  e  ^=  c  statt  c  der  Buchstabe  v 
geschrieben  werden;  man  hat  dann  folgenden  Satz:  ans  der  Gleichung 

71)  g  =  u^{jg)  +  V 
folgt  durch  Umkehrung 

72)  /(^)  =  Ao  +  ^«  + j^««  +  jA_«'  +  -... 

A,  =  /(t>) ,        A,  =  !>«-»  {* (»)"/(»)} , 

und  zwar  gilt  diese  Formel  unter  der  dreifachen  Voraussetzung,  dass 
erstens  ^(t;)  weder  Null  noch  unendlich  wird,  dass  zweitens  der  Mo- 
dulus  Yon  u  weniger  beträgt  als  der  Modulus  des  kleinsten  u,  wel- 
ches durch  Auflösung  der  beiden  Gleichungen 

73)  *(!■)  =  (s-v)  t'ie),      u  =  '-^ 

gefunden  wird,  und  dass  endlich  /(ß)  innerhalb  der  hiermit  bestimm- 
ten Grenzen  synektisch  bleibt*). 

a.  Ein  einfaches  Beispiel  liefert  die  Annahme /(^er)  =  jt,  ipiß) 
=  je^,  wobei  jp  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  möge.  Die  Glei- 
chungen 73)  geben  dann 

p—  l'  pppp-^ 

and  ab  Wurzel  der  algebraischen  Gleichung 

erhält  man 

4-  i(Sp),u^f^P-^  + 
modu  <Z  fnod^ — :r^ 


•  •  •  . 


pVf^ 


— 1 


*)  Die  ohige  Umkehrungsformel  findet  man,  jedoch  ohne  die  zu- 
gehörigen Bedingungen,  zuerst  bei  Lag  ränge  (Mömoires  de  PAcademie 
de  Berlin,  an.  1768,  p.  275);  die  Grenzen  der  Gültigkeit  bat  auf  etwas 
anderem  Wege  Gauohy  entwickelt  (Moigno,  Le^ons  de  oaicul  differen- 
tiel  et  de  cslcul  ist^gral|  tome  I,  le^on  18|  p.  162). 
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1  h 

Für  u  =  — ,  V  =  —  liegt  hierin  eine  Anflösong  der  trinomischen 

Gleichung  p-ten  Grades 

gP  ^  ae  -\-  h  =  0, 

nämlich 

o    "•■     1     «»•  +  »  ■*"     2     a«'*» 

^     3      a^'  +  i  ^ 
and  zwar  moss  bei  reellen  a  und  &  der  absolute  Werth  Ton 


sein.     Nach  der  gewöhnlichen  Convergenzregel  und  mit  Hülfe  der 
leicht  beweisbaren  Formel 

kann  man  sich  auch  a  posteriori  leicht  überzeugen ,  dan  die  Reihe 
jenseit  der  angegebenen  Grenze  divergirt. 

In  dem  speciellen  Falle  p  s=  2  wird  die  obige  trinomische  Glei- 
chung quadratisch,    mithin  ihre  kleinsteWurzel 

g  =  |(a  — Va"  — 45)  ; 
man  kommt  dann  auf  eine  binomische  Entwickelung  zurück. 

b.    Nimmt  man  in  der  Gleichung  71) 

*W  =  J(«»-i) 

und  nachher  f(e)  =  0^  so  lässt  sich  die  Gleichung  71)  direct   auf- 
lösen und  es  entsteht 

74)  " 

^^    1       ^  175       ^    1.2.3        ^ 


wobei  die  Goefficienten  durch  folgende  Formeln  bestimmt  sind 

1      d«-'[(t>»-i)-3 

X,-v,        A.  = j^^ 

Die  Gleichungen  73).  werden 

l(ir«— 1)  =  {g^v)e,         u  =  fT^ZTi) 
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und  liefern  anter  Yoranssetzung  eines  positiven  v  die  Bedingung 

modß  <  mod(v —  Vi;"  —  1). 
Differenzirt  man   die  Gleichung  74)   in  Beziehung   auf  v  und  setzt 
nachher 

dv    -  2-'  «-Ät,  V-       ^^     , 


80  entsteht  die   folgende,   unter  der  Bedingung  modt  <[  1  gültige 

Entwickelung 

1 


V(l  —  /2)  (1  -^  k^  t^) 


^     2         ^    2.4       ^  2.4.6       ^ 


und  darin  ist 


f*«  = 


dt?" 


1  +  Ä* 
wenn  nach  ausgeführter  Differentiation  v  =  — — —  gesetzt  wird. 

0.    In  mancher  Hinsicht  bemerkenswerth  ist  die  Auflösung  der 
transcendenten  Gleichung 

75)  e  =  usin  ^  +  v, 

welche  bei  geometrischen  und  mechanischen  Problemen  vorkommt  *). 
Die  erste  der  Gleichungen  73)  wird  hier 

76)  shiz  =  (ß  —  v)  cos  ß  oder    e  —  tanz  =  «?, 

welche  für  g  =  x  '\'  iy  und  bei  reellen  v  in  die  beiden  Gleichungen 
zerfallt  : 


Fig.  31 


*)  Soll  z.B.  in  einer  Ellipse  ÄOB 
der  Radius vector  J'P  so  gelegt 
werden,  dass  derSector  -Al»^ Peine 
gegebene  Grösse  S  hat,  so  ist 
4^A0Qz=i(o  mittelst  der  Gleichung 


ü>  —  c  8%n  0)  = 


2^ 
ah 


zu  bestimmen  (Theil  I,  Seite  375, 
Formel  2).  In  der  Theorie  der 
Planetenbewegung  heisst  diese  Auf- 
gabe das  Kepler' sehe  Problem. 


bchlöTi' ilcli»  Analjfi«      JI. 


8 
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28in2x  

*  ""  2ea82x  +  «*•'  +  e-^^  ~  ^' 

Man  Überrieht  sofort,  dass  x  mid  y  von  v  abh&ngen,  und  dass  eb^- 
deshalb  eine  Yollst&ndige  Auflösung  der  vorigen  zwei  Gleichungen 
nur  dann  möglich  ist,  wenn  v  einen  gegebenen  Zahlwerth  hat.  Um 
aber  hierbei  nicht  stehen  zu  bleiben,  wollen  wir  auf  die  genaue  An- 
gabe des  kleinsten  Modulus  von  u  verzichten  und  dagegen  unter- 
suchen, wie  viel  modu  wenigstens  betragen  muss,  gleichgültig,  wel- 
chen Werth  V  besitzt.  Zu  diesem  Zwecke  ertheilen  wir  der  Glei- 
ohung  76)  die  Form 

C082x  = ' 

2y  2 

und  ziehen  hieraus 

"  4y  ^  4 

oder  nach  bekannten  Reihen 

worin  rechter  Hand  alle  Glieder,  positiv  sind.  Diese  Gleichung  lehrt, 
dass  jedem  y  unendlich  viele  x  entsprechen,  ausgenommen  in  dem 
Falle,  wo  die  Summe  der  Reihe  (ganz  abgesehen  von  der  linken  Seite) 
mehr  als  die  Einheit  beträgt.  Weil  ferner  jene  Summe  gleichsei^ 
mit  y  wächst,  so  ist  der  grösstmögliche  Werth  von  y  derjenige,  bei 
welchem  die  erwähnte  Summe  =  1  wird;  der  Maximal  werth  too 
y^  welcher  T  heissen  möge,  bestimmt  sich  daher  durch  die  Gleichung 

^  ^  e^r  ^  g-ar   ^    gar  .f  e^^r  _ 

.5  4r         +  4  "" 

oder 

Wie  in  I,  d.  folgt  hieraus 

r=  1,199678. 
Auf  u  zurückgehend,  können  wir  die  Gleichung 

tt=  -: 

stnz 
mittelst  Nro.  75)  einfacher  schreiben: 
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u  =  secg  =  8ec(x  -\-  ip) 

~  2eos2x  +  e^i'  +  er^^  * 

wir  erhalten  hieraus  fQr  den  Modolos  von  ti,  welcher  R  heissen  möge, 

B  =  ^. ^-  ■ 

V2coa2x  +  c'y  +  r-«y 

oder,  unter  ZnhÜlfenahme  von  Nro.  76), 

j^    _  1 ._  1 


ya 


4y 

Der  Nenner  dieses  Bruches  wftchst  gleichseitig  mit  y  und  wird  am 
grössten  fAr  y  =  F;  es  ist  daher 

1 


v^ 


=^^* 


r 

woftkr  man  wegen  Nro«  78)  schreiben  darf 

B  ^  TT^ TN .    d.  i.  Ä  ^  0,662742. 

—  |(er_e-J^  — 

Das  kleinste  «,  welches  man  durch  Auflösung  der  Gleichungen 

smjs  =  (0  —  v)co80t  tt  =  — : 

stntf 

finden  könnte,  besitzt  demnach  einen  Modulus  von  wenigstens 
0,662742;  die  gesuchte  Reihenentwickelung  gilt  daher  ohne  Zweifel, 
«obald  modu  <i  0,662742  genommen  wird*).    Aus  der  Gleichung 

£  —  usinM  =  V 

folgt  nunmehr  für  jedes  reeUe  v 

modu  <  0,662742, 
wobei  die  Coefficienten  mittelst  der  Formeln 


*)  Die  Üebereinstimmnng  der  obigen  Bedingung  mit  den  Bedingungen 
in  I,  d.  und  II,  b.  erklärt  sich  durch  den  umstand,  dass  die  Gleichung 

M  —  uainM  s=  V 
far  «  s=  |nr  und  g  =z  ^n  -f-  {  mit  der  dortigen  Gleichung 

C  —  ucosC  =  0 
identisch  wird.    Der  Modulus  des  kleinsten,  den  Bedingungsgleichungen 
genügenden  u  erreicht  dann  gerade  die  untere  Grenze  0,662742. 

8* 


1H;  Die  Functionen  contplexer  Varinbelen. 

Xt=f(v),        ln  =  B— » |/'(i;)«n-i;) 

zn  beetimmen  sind. 

Die  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiationen  hat  i.  B.  in 
dem  Falle /(;?)  =  e  keine  Schwierigkeit;  sie  giebt 

£  =  V  -\-  usinv  +  |u'fitn2t; 

-f  lu^ißsinSv  —  sinv)  +  lu*(2siniv  —  8in2v) 
+  ^u^{l268inbv  —  81  sin 3 v-^  2 sinv)  -}-•... 
und  bei  reellen  u  ist  0  ^  «  •<  0,662742  zu  nehmen*). 


*)  Die  Bedingungen  für  die  Convergens  der  obigen  und  einer 
ähnlichen  Reihe  sind  zuerst  von  Laplace  mittelet  eines  ziemlich  weit- 
läufigen Verfahrens  entwickelt  worden  (Memoires  de  FAcademie  des 
Sciences,  tome  VI,  an.  1823,  p.  61),  welches  auf  einer  bei  grossen  n  ange- 
näherten Bestimmung  des  Werthes  von  A,^.!  :  («A«)  beruht.  Eine  ge- 
nauere, von  der  Theorie  complexcr  Variabelen  ausgehende  Untersuchung 
hatCauchy  geliefert  (Exerciccs  d'Analyse  et  de  Physique  maihematique, 
1841);  sie  ist  später  von  Puiseux  vervollständigt  worden  (Liouville, 
Journal  de  Mathem.  tome  XIV).. 
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Die   periodischen    Reihen. 


I.    Einleitende  Betrachtangen. 

Wenn  eine  Function  der  Variabelen  g  in  eine  Potenzenreihe  ver^ 
wandelbar  ist,  wenn  demnach  innerhalb  gewisser  Qrenssen  eine  Olei- 
chong  Yon  der  Form 

eziBtirt,  so  bietet  die  Substitution  e  r=z  r{eosU'\-V — 1  sin  i«)  ein 
Mittel,  um  zwei  neue  Gleichungen  abzuleiten,  in  denen  die  vorkom- 
menden Reihen  nicht  nur  die  successiven  Potenzen  Yon  r,  sondern  auch 
die  Cosinus  und  Sinus  der  aufeinander  folgenden  Multipla  von  u  ent- 
halten.    Es  ergeben  sich  nftmlich,  wenn 

/(rcosu  +  V  — 1  r$inu)  =  q>(r,u)  +  V— 1  ^(r,u) 
gesetzt  wird,    durch   Yergleichung    der  beiderseitigen  reellen  und 
imaginftren  Bestandtheile  die  neuen  Formeln 

(p(r,u)  =  e^  +Circo8tt  +  C2r*cö82u  +  C8r3cös3tt  +  '  •  • 
^  (r^u)  =  Ci  rsinu  +  Cq  r^sin  2u  +  C3  r'sin  3  m  +  •  •  • 
So  erhält  man  z.  B.  aus  der  bekannten  Reihe  für  2  (1  —  0)  die 
Gleichungen 

—  4^1  — 2rcasf*  +  r2) 

=  — rcosu +  -r-r'cos2u  +  -T-r»cos3tt  + , 

1  «  o 


•     •     •     •     • 
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/     rsinu     \ 

ardan  \ ) 

\1  —  rcosuj 

= -—rsinu  +  —r^^sm2u  -f  -^r^sinSu  -f 

wobei  jedoch  der  absolute  Werth  von  r  ein  echter  Bruch  sein  muss*). 
Gleichungen  dieser  Formen  gestatten  eine  doppelte  Ansicht,  je- 
nachdem  man  nämlich  r  oder  u  als  die  Hauptvariabele  ansieht.  Im 
ersten  Falle  handelt  es  sich  nur  um  Poteuzenreihen,  und  dann  müsseu 
selbstverständlich  die  Coefficienten  derselben  nach  der  für  den 
Mac-Laurin'schen  Satz  geltenden  Regel  gebildet  sein»  also 

1  ö"g>(r,i*) 


Cncosnu  = 


CnSinnu  = 


1.2...«         8r»     ' 
1  8"i('(r,«) 


1.2...n         8r»     ' 

wobei  nach  Ausführung  der  Differentiationen  r  =  0  zu  setzen  ist 
Während  man  hier  auf  Bekanntes  zurückkommt,  bietet  dagegen  der 
zweite  Fall  Gelegenheit  zu  einer  neuen  Untersuchung;  denn  schreibt 
man  zur  Vereinfachung 

1)  q)(u)  ^=z  Co  -\-  Ai  cosu  +  Ä^cos  2m  -|-  ^3 cos  3i*  +  ••  •  •, 

2)  tlf(u)  =  Bisinu-{-  B2Sin2u  +  B^sinSu  +  ••••, 

so  kann  die  Frage  nach  dem  Bildungsgesetzo  der  Coefficienten  r«, 
Ai,Ä2eic,,  BuB%  etc.  gestellt  werden.  Dieselbe  lässt  sich  mittelst  des 
leicht  beweisbaren  Satzes  beantworten,  dass  die  bestimmten  In« 
tegrale 

n  n 

2  r  \  r 

—  j  cosmu  cosnu  du  =^  —  J  [cos(m  —  n)u  +  cos(iw  +  n)u]du 

0  0 

und 

—  j  sinmu  sinnu  du  ^=  —  I  [cos(tn  —  n)u  —  cos (m  -f-  n)u]du 
0  0 

den  gemeinschaftlichen  Werth  Null  besitzen,  so  lange  die  beiden 
ganzen  Zahlen  m  und  n  von  einander  verschieden  sind,  dass  ne 
hingegen    für   m  =z  n   den  gemeinschaftlichen    Werth   1     erhalten. 

2 

Multiplicirt  man  nun  die  Gleichung  1)  mit  — cosnu  du  und  integrirt 

zwischen  den  Grenzen  u  =  0  und  ti  =  ?r,  so  verschwinden  rechter 

♦)  Hinsichtlich der    Bedingungen,    unter    denen    die    Sabstitotion 

£  =  r (CO« tt-f-V—l  sinu)  erlaubt  ist,  verweisen  wir  auf  den  vorh«^ 
gehenden  Abschnitt. 


n 

3)  An  =  ^Jq>{uy 
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Hand  alle  Integrale  mit  AuBnahme  des  einen,  welches  An  cds  Factor 

enthält,  und  es  ist  hei  umgekehrter  Schreibweise 

n 

jcosnudu. 

0 

Für  den  ersten  Coefficienten  Cq  findet  man  ähnlich 

n 

4)  c,  =  '^J  g>iu)du  =  jA^. 

0 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  aus  Nro.  2)  durch  Multiplication  mit 

—  sinnudu  und  Integration  von  u  =  0  hiB  u  =  n 

n 

.  2  r 

6)  Bn  =  -^  I  tlf{u)sinnudu. 

0 

Hiernach  ist  z.  6.  mit  Rücksicht  auf  das  vorhin  gegebene  Beispiel 

f ürn  >  0 

n 
r«              2    ri  ^ 

—  = /  -r-^1  — 2rco8U  +  r^cosnudu 

0 

n 

2    r      ,      /    rsinu    \    .         _ 

=  —  /  ardan  { ]si7inudn» 

nj  \1 — rcosuj 

0 

Diese  Betrachtungen  bedürfen  einer  wesentlichen  Modification, 
sobald  die  Existenz  der  Gleichungen  1)  und  2)  nicht  sicher  ist;  dieser 
Fall  tritt  aber  ein,  wenn  die  Functionen  (p  und  ^  nicht  erst  aus  einer 
Function/  mittelst  der  anfangs  erwähnten  Substitution  abgeleitet,  son- 
dern unmittelbar  gegeben  sind.  So  lässt  sich  z.  B.  schon  in  dem  ein- 
fachen Falle  ^(m)  =  u  nicht  absehen,  ob  die  Gleichung 

u  =  ^1  sini«  4"  -^2  fiw 2 M  -f-  ^a  s'»  3tt  4"  •  •  •  • 
überhaupt  bestehen  kann;  gewiss  ist  sogar,  dass  die  etwaige  Gültig- 
keit derselben  auf  bestimmte  Grenzen  eingeschränkt  sein  muss ,  weil 
die  Reihe,  für  sich  betrachtet,  eine  periodische  Function  von  u  bil- 
det, welche  für  u  =  t;,  u  =  29r-{-t;,  ti=:4«-}-t;  etc.  dieselben 
Werthe  annimmt,  während  die  linke  Seite  diese  Eigenschaft  nicht 
besitzt.  Um  alle  derartigen  Fragen  zu  entscheiden,  wollen  wir  von 
den  linken  Seiten  der  Gleichungen  1)  und  2)  abstrahiren  und  die 
Summen  der  vorkommenden  Reihen  direct  aufsuchen,  wobei  wir  den 
Coefficienten  c^,  An^  Bn  die  in  Nro.  3),  4)  und  5)  gefundenen  Werthe 
geben.  Schreiben  wir  in  den  letzten  drei  Formeln  t  statt  u,  so  haben 
wir  unmittelbar 
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Y^äo  +  ^1 COSU  + ^2  cos  2m  H -{-AnCosnu 

n  n  n 

=— I  /  v{t)di  +  2  I  (p(t)co8UC08tdt'{'2  I  q>(t)oo82uca82tdt-{^^ 

0  0  0 


n 
.  .  -{-  2  /  q>(t)co8nuc(>8nidt\ 


0 

Hier  können  wir  alle  Integrale  in  ein  einziges  zusammenziehen  ood 

zugleich  jedes  doppelte  Product  zweier  Cosinus  in  eine  Summe  zweier 

Cosinus  zerlegen;  die  rechte  Seite  wird  dann 
n 

.— /  9(0[1  +  C08(t  —  u)  +  cos2(t  ^ u)  -] +ca8n(t — i») 

0 

-\-  co8(t  -\' u)  -{-  cos2(t  -\' u)  + '  •  '  +  co8n(t  +  u)] dt, 
und  wenn  die  Reihen  der  Cosinus   mittelst  der  bekannten  Formel*) 

C08C3  +  €082<o  -]-  co83m  +...-|-cosn<ö  =  —  —H — n  '  1 

summirt  werden,  so  erh&lt  jene  rechte  Seite  die  Form 

Fflr  unendlich  wachsende  n  ist  daher 

J-4o  H-^iC08v  +  -4^ cos 2t*-}- Aa cos 3 u  +  -  •  •  • 

" " .1 

0  -  -    -      - 

und  auf  ganz  gleiche  Weise  findet  sich 

Bisinu-\-B2Sin2u-{-  BsSindu  -f 

-«r*"/  2sm|(<-M)  V'WÄ-i/'wy  2«»i(<+u)  *'('>'^'r 

Wie  man  sieht^  kommt  die  Summirung  der  Reihen  in  1)  und  2)  auf 
die  Ermittelung  der  Grenzwerthe  zurück,  welchen  sich  zwei  Integrale 


=  5il^/      2^nK*-u)    ^(f^^+^y     28in\(t+u)    ^^^^^'^ 


*)  Von  der  Richtigkeit  derselben  überzeugt  man  sieb  leicht  dadarcL. 
dasB  man  beide  Seiten  derGleichnng  mit  2sin\ti  multiplicirt  und  linker 
Hand  die  Formel 

2co8a  sin  b  =  sin  (a  -|-  5)  —  sin  (a  —  b) 
für  a  =  (k>,  2  Ol,  3  w, . . .  nc»  und  6  =  Jeu  in  Anwendung  bringt. 
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von  fthriicher  ZoBammensetzmig  bei  unendlich  wachsenden  n  n&hem. 
Setzt  man  im  ersten  Integrale  \(t  —  u)  =  6^  im  zweiten 
3(f  -ftf)  =  d,  so  erhalten  beide  Integrale  die  gemeinschaftliche 
Form 


a 


und  es  bleibt  demnach  unsere  Aufgabe,  den  Grenzwerth  zu  finden, 
gegen  welchen  der  vorliegende  Ausdruck  bei  unendlich  wachsenden 
n  convergirt.  Dieses  Problem  steht  übrigens,  wie  sich  nachher 
zeigen  wird,  mit  einem  anderen  und  etwas  einfacheren  in  nahem 
Zusammenhange;  wir  werden  uns  daher  zunächst  mit  dem  letzteren 
beschäftigen. 


n.    Bestinmiung  von  Lim  j^!^]?(ß)dd  für  p  =  <». 


Wir  betrachten  zunächst  das  Integral 

8p  =  /^^  Fiß] 


1)  8p  = 

0 


und  setzen  dabei  voraus,  dass  y  und  p  beliebige  positive  Grössen 
sind,  und  dass  die  Function  F(fl)  von  ö  =  0  bis  ö  =  y  eindeutig, 
endlich   und  stetig  bleibt  und  fortwährend  abnimmt,  ohne  jedoch 

negativ  zu  werden. 

Mittelst  der  Substitution  |)Ö  =  a5  ergiebt  sich  zunächst 


0 


Das  Product  py  kann  man  in  ein  Vielfaches  von  n  und  in  einen 
Rest  zerlegen,  der  weniger  als  n  beträgt,  man  darf  also 

setzen,  wo  g  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  welche,  beiläufig 
bemerkt,  gleichzeitig  mit  der  beliebigen  positiven  Zahl  jp  ins  Unend- 
liche wächst.    Das  Integral 
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gestattet  nun  eine  Zerlegung  nach  folgendem  Schema 

f  =/+/+/+•■■+/+/ 

0  0  7t  in  (q—i)n       qTi 

es  besteht  also  aus  q  Integralen  von  gleichem  Integration sinterralk 
und  aus  einem  Restintegrale,  welches  wir  mit  Rq  bezeichnen  '«rollen. 
Da  sinx  von  0  bis  n  positiv,  von  ;c  bis  2  ^  negativ,  von  2x  bis  3» 

wieder  positiv  ist  u.  s.  w. ,  da  femer  der  Factor  —  Fl  —  j   immer 

positiv  bleibt,  so  hat  das  erste  jener  q  Integrale  einen  positiven,  dt^ 
zweite  einen  negativen  Werth  und  so  altemirend  weiter;  man  darf 
hiernach  schreiben 

3)    S,=  üi-  U,+  U,-U,  +  ----  +(-  l)«+>  U,  +  B^ 

wobei  selbstverständlich  C7i,  ü^,  Ü3  etc.  die  absoluten  Werthe  der 
einzelnen  Integrale  bezeichnen.  So  ist  z.  6.  ü^  gleich  dem  abso- 
luten Werthe  von 

n 


f  '¥^ij>- 


oder,  wie  die  Substitution  x  =  (n  —  1)ä  +  |  zeigt, 

J  (n-l)3r  +  |      \         P  ) 

'Vergleicht  man  hiermit  das  nächstfolgende  Integral 

und  beachtet,  dass  die  Function  J' abnimmt*  ohne  negativ  zu  werden, 
so  erkennt  man  sofort  die  Richtigkeit  der  Ungleichung 

ün  i,  ^,  /(n  —  1)  ;r  -h  |\  ^      sin  | 

woraus  folgt 

Vn    >    C^„  +  i. 

Die  Werthe  der  TJ  bilden  hiernach   eine    fallende   Reihe ,   der   Art, 
dass  ?7|  >  O2  >  ^3  '  •  •  is*- 


\  2>  /         nn\  l       \      p       J 
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Sehr  anschaulich  werden  diese  Schlüsse,  wenn  man  sich  Sp  als 
die  von  rc  =  0  bis  a?  =  gar  +  g  gehende  Fläche  derjenigen  Cnrve 
denkt,  welche  in  rechtwinkligen  Coordinaten  durch  die  Gleichung 

sinx  ^/  x\ 


X 


bestimmt  ist  (Fig.  32).     Die  Curve   beginnt  mit  der  Ordinate  OB 
=  F(0),  durchschneidet  die  Abscissenachse  an  den  Stellen  OÄi  =7t, 

Fig.  32. 


OÄ2  =  2  3r,  OA^  =  3»,  •  •  •  •  OAg  =  qn,  und  bildet  demnach 
eine  Reihe  von  Zügen  BÄi,  AiBiA^2f  A^B^Aj  etc.,  welche  ab- 
wechselnd über  und  unter  der  Abscissenachse  liegen.  Abgesehen 
vom  Vorzeichen  ist  die  Mazimalordinate  jedes  Zuges  grösser  als 
die  Maximalördinate  des  nächsten  Zuges,  so  dass  die  einzelneu  Züge 
sich  mehr  und  mehr  der  Abscissenachse  nähern.  Die  Grössen  üi, 
Ü^,  ü'i  etc.  sind  die  absoluten  Werthe  der  Flächen  der  einzelnen 
Züge  und  zwar  beträgt  jede  solche  Fläche  mehr  als  die  folgende ; 
das  Restintegral  jRq  bedeutet  die  über  Ag  C  =  Q  stehende  Fläche 

AgCD. 

Wenn  in  einer,  aus  beliebig  vielen  alternirenden  Gliedern  ge- 
bildeten Reihe 

Ui  —  ü,  +   U.,  +  l\  + +  (—  1)^+1  ü, 

jeder  Term  grösser  als  der  nächstfolgende  ist,  so  beträgt  die  Summe 
der  Reihe  bekanntlich  mehr,  als  irgend  eine  gerade,  dagegen  weniger, 
als  irgend  eine  ungerade  Anzahl  von  Gliedern;  bezeichnet  demnach 
2h  +  l  eine  ungerade  Zahl  <  g,  so  ist  nach  Nr.  3) 

^1  T-  ^2  +   ^3  —  CT^  + Un 

<  Sp  —  B,  < 

ül     —     Ui    +     ü;i    —     ü^    + \-     t4*+l 

oder,  vermöge  der  Bedeutung  der  CT, 
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Bequemer  ist  es,  statt  dieser  Ungleichung  eine  Gleichung  zn  schrei- 
ben, indem  man  den  Satz  benutzt,  dass  irgend  eine  Ungleichung 
A  <i  M  <^  B  durch  die  Gleichung  M  =^  A  +  b{B  —  A)  ersetzt 
werden  kann,  worin  e  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  ecbten 
Bruch  bezeichnet;  man  hat  daher 

"jr  (2*+i)7r 


%kn 


Wendet  man  auf  das  Restintegral 
di»*bekannte  Formel  an 


» 

f{x)dx  =  (b  — o)/(a-f#[b  — o]),       0<*<  1, 


so  erh&lt  man 


'        *^      ff«  +  dp  \       p       ) 


und  auf  gleiche  Weise  findet  man 
(2*+i)7r 


J^  ^    \pj    ~2ä;+^  V     p     r 

Die  Gleichung  4)  gestaltet  sich  nun  zur  folgenden 

J     X        \pj       ^    2*  +  d      \         i)        y' 

l&sst  man  hier  X;  constant  bleiben,  dagegen  jp,  mithin  auch  q,  ub- 
endlioh  wachsen  und  beachtet,  dass  —  <  — ?  gegen  die  Null  con- 
vergirt,  so  gelangt  man  zu  der  Gleichung 
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0 

wobei  das  Product  der  drei  echten  Brüche 

2k 

kurz  mit  £^  bezeichnet  worden  ist.     Aus  der  vorigen  Gleiohting  er- 
hellt nnn  unmittelbar,  dass  die  Differenz 

2k7i 

S.-  J'(0)/f|idx  =  |f(0) 

0 

beliebig  klein  gemacht  werden  kann,   wenn    man  die  willkürliche 
ganze  Zahl  A;  gross  genug  wählt;  es  ist  daher  f&r  k  =^  co 


OD 

S^-FiO)f^dx  =  0 


0 

oder  yermöge  der  Bedeutung  yon  S« 


J^Fi^ae  =  Fio)f^äx. 


Im  Folgenden  sei  zur  Abkürzung 


OB. 

dx  =  K; 


J      X 

0 


man  kennt  zwar  diesen  Integralwerth  aus  anderen  Untersuchungen, 
jedoch  ist  diese  Kenntniss  vorläufig  nicht  erforderlich,  vielmehr  ge- 
nügt die  Bemerkung,  dass  K  einen  endlichen  Werth  hat,  wie  sich 
leicht  ergiebt,  wenn  man  die  vorige  Untersuchung  für  den  Fall 
F{fl)  =  1  wiederholt  und  dabei  berücksichtigt,  dass  K  einer  fallenden 
Reihe  gleichkommt,  deren  Glieder  altemirende  Vorzeichen  besitzen. 
In  der  bis  jetzt  entwickelten  Formel  . 

5)  umj^!^  F(d)dd  =  KFiO) 

0 

ist  die  Function  F(0)  an  die  zu  Anfang  dieses  Abschnittes  erwähnten 
Bedingungen  gebunden;  es  gilt  nun,  jene  Bedingungen  so  weit  als 
möglich  wegzuschaffen. 

Wenn  die  Function  F(ß)  bei  ihrer  continuirlichen  Abnahme 
negative  endliche  Werthe  annimmt,  so  lässt  sich  immer  eine  positive 
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endliche  Constante  A  der  Art  wählen,  dass  Ä  +  F(0)  nur  positire 
Werthe  erhält.  Die  Formel  5)  ist  dann  auf  die  positiv  ahnehmende 
Function  Ä  +  F(0)  anwendhar  und  gieht 

Y 

Umf'JniLiA  +  F(e)]dO  =  K[Ä-\-  F(0)], 

0 

oder  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 
A.  Lim J?^ de  +  Umj^^  F(e)de  =  KÄ  +  KF(0). 

0  0 

Man  bemerkt  nun  leicht,  dass  die  Formel  5)  noch  für  den  Fall 
F(0)  =  1  gilt,  dass  also 

0 

ist,^as  man  übrigens  auch  mittelst  der  Substitution  pd  =  x  finden 
kann;  die  vorhergehende  Gleichung  reducii't  sich  daher  auf 

r 

Liwf^^  F(ß)dn  =  KF{0), 

0 

d.  h.  die  Gleichung  5)  bleibt  auch  für  solche  continuirlich  abneh- 
mende F{ß)  richtig,  welche  das  Gebiet  des  Negativen  betreten- 

Wenn  die  Function  F{6)  von  0  =  0  bis  Ö  =  y  continuirlich 
zunimmt,  ohne  jedoch  unendlich  zu  werden,  so  ist  ^  —  F{ß)  ^i«** 
abnehmende  Function,  wobei  B  eine  beliebige  Constante  bezeichnet. 
Die  Formel  5)  kann  nun  auf  die  Function  B  —  F{ß)  angewendet 
werden  und  liefert 


LimJ^^  [B-Fmde  =  K[B- F{(i)l 

0 

Durcli  Integration  der  einzelnen  Theile  gelangt  man  analog  dem 
Vorigen  zu  dem  Satze,  dass  die  Formel  5)  auch  fiir  zunehmende 
Functionen  richtig  bleibt,  dass  sie  also  überhaupt  für  solche  F{h\ 
gilt,  welche  von  ö  =  0  bis  ö  =  y  eindeutig,  endlich  und  stetii? 
bleiben  und  entweder  nur  abnehmen  oder  nur  wachsen. 

Mittelst  dieses  Satzes  lässt  sich  der  Betrag  von 


UmJ 


^''"■"^^  F(e)<iö, 


ö 

(( 
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für  /J  >  «  >  0  bestimnien,  falls  Fiß)  von  0  =  a  big  d  =  /J  die- 
selben Eigenschaften  besitzt,  die  soeben  f^  das  Intervall  d=rO  bis 
0"=y  vorausgesetzt  wurden.  Wenn  jP  (6)  von  ö  =  0  bis  ö=a=Oil 
in  Fig.  33  einen  beliebigen  Verlauf  FQ  hat,    dagegen  von  6f  =  a 


Fig.  83. 


Fig.  84. 


bis  ß  =  ß  z=  OB  continuirlich  abnimmt  und  demnach  längs  AB 
durch  die  fallende  Curve  0 J7  repräsentirt  wird,  so  kann  man  sich 
eine  andere  Function  Fi  (ff)  denken ,  welche  auch,  von  0  =  0  bis 
ß  =  a  nur  abnimmt  und  von  Ö  =  a  bis  Ö  =  /J  mit  jP(Ö)  identisch 
ist,  deren  Bild  also  die  immer  fallende  Curve  Fi  QH  ist.  Ebenso 
lässt  sich  einer  von  d  =  0  bis  0  =  a  beliebig  verlaufenden  und 
von  0  =  «  bis  0  =  /J  zunehmenden  Function  JP(0)(in  der  Fig.  34 
der  Curve  FGS)  eine  durchaus  wachsende  Function  F\  (U)  (die 
Curve  Fl  GH)  substituiren ,  die  von  0  =  a  bis  0  =  /J  mit  F(0) 
zusammenfallt.     Es  ist  nun 


Umf^F,(e)ä6  =  Lim  [f^ 

a  10 


Fi(Ö)de 


-f^  Fl  (6)  de  [  =  EF,  (0)  -  KF,  (0)  =  0, 

0  i 

mithin,   wenn  im  ersten  Integrale  Fi  (ff)  durch  die  innerhalb  des 
Integrationsintervalles  mit  Fi  (0)  identische  Function  JF(0)  ersetzt 

wird, 

ß 
9inpO 


6) 


Lim  f  — 


6 


F((f)  dÖ  =  0,        ß>a 


a 


ächlömilch,   Analysi«.   II. 


0. 


9 
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Die  Formeln  5)  und  6)  lassen  sich  durch  folgende  Bemerkungen 
wesentlich  erweitem.  Wenn  die  Function  F(Ö)  von  ö  =  0  bis 
0  =  y  eindeutig,  endlich  und  stetig  bleibt,  im  Uebrigen  aber  bald 
wächst ,  bald  abnimmt ,  so  besitzt  sie  zwischen  0  und  y  etliche 
Maxima  und  Minima,  welche  der  Reihe  nach  an  den  Stellen  fii. 
yixi^  ^  •  '  fV-i)  f^r  eintreten  mögen.     Das  Integral 

0 

lässt  sich  nun  nach  folgendem  Schema  zerlegen  : 

y  fA  ut  ur  y 

J  =/  +/+•-+/  +f 

H  0  fii  f4r-l  fit 

und  dabei  sind  die  einzelnen,  rechter  Hand  vorkommenden  Inte- 
grationsintervalle so  beschaffen,  dass  F(ß)  innerhalb  eines  solchen 
Interyalles  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt.  Zufolge  diese» 
Umstandes  convergirt  das  erste  Integral  rechter  Hand  gegen  die 
Grenze  KF(0),  alle  folgenden  Integrale  dagegen  verschwinden  bei 
wachsenden  p  (nach  Formel  6);  damit  kommt  man  wieder  auf  die 
Gleichung  5)  zurück.  Durch  ganz  dieselben  Schlüsse  überzen^  man 
sich  leicht,  dass  auch  die  Formel  6)  auf  solche  Functionen  ausgedehnt 
werden  kann,  die  zwischen  a  und  ß  bald  wachsen,  bald  abnehmen. 
Um  noch  den  Fall  einer  etwaigen  Discontinuität  von  JP(6)  in 
Betracht  zu  ziehen,  wollen  wir  voraussetzen,  dass  sich  F0)  an  den 
zwischen  0  und  y  liegenden  Stellen  ^i,  A^,  •  •  •  A«  sprungweis  än- 
dere, ohne  jedoch  unendlich  zu  werden.  Jedem  solchen  A entsprechen 
dann  zwei  Functionswerthe  F(k  —  0)  und  F(A -j- 0),  während  im 
Uebrigen  zu  jedem  ß  nur  ein  Functionswerth  gehört.  Zerlegt  mac 
nun  das  Integral  nach  folgendem  Schema: 

y  A-i— 0       Ä^-o       V-o  y 

f  =/  +y  +/  +•••+/. 

Bo  ist  F(d)  in  jedem  der  rechts  vorkommenden  Integrationsinterralle, 
für  sich  genommen,  eindeutig,  endlich  und  stetig,  mithin  convergirt 
das  erste  Integral  rechter  Hand  gegen  den  Grenzwerth  SF{0\ 
während  die  folgenden  Integrale  verschwinden.  Damit  wird  man 
wieder  auf  die  Formel  6)  zurückgeführt  Mittelst  ganz  derselben 
Zerlegung  lässt  sich  auch  die  Formel  6)  auf  solche  Functionen  F(^} 
ausdehnen,  die  zwischen  a  und  ß  beliebig  oft  discontinairlich,  aber 
nicht  unendlich  werden. 
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Zur  vollständigen  Erledigung  des  Gegenstandes  gehört  ecliliesB- 
lieh  die  Bestimmnng  der  Constanten  K.  Da  diese  weder  von  p  noch 
von  y,  noch  von  der  Natur  der  Function  F(ß)  abhängt,  so  kann 
irgend  eine  Specialisirung  von  y,  p  und  F{S)  zur  Ermittelung  von 
K  benutzt  werden. 

Am  besten  eignet  sich  hierzu  die  Wahl 

Y-\n,         p  =  2n+l,  ^(^  =  -^^ 

wobei  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  möge ,  und  F(0)  inner- 
halb der  Grenzen  0  und  \7C  den  Bedingungen  der  Eindeutigkeit  und 
Endlichkeit  genügt    Es  ist  nun 


J  stnO 


0 

oder,  wenn  man  die  Gleichung 

7)2^^?^^4^i^=14-2[cos2Ö+cos4e  +  co86ÖH \-C082ne] 

8tnu 

zur  Ausführung  der  Integration  benutzt 

K  =  l^r. 

Das  Gesammtresultat  der  vorigen  Untersuchung  besteht  in  dem 
Satze,  dasB  für  beliebige  positive ,  unendlich  wachsende  p  die  For- 
meln gelten 

r . 

8)  iAmJ^-^^F{6)de  =  \nF{0\    y  >  0, 


.     All 


9)  Limj'^^F(e)de  =  0,  /J  >  «  >  0, 

a 
wenn  Fiff)  innerhalb  des  betreffenden   Integrationsintervalles   ein- 
deutig und  endlich  bleibt. 

Um  hier  gleich  ein  paar  Anwendungen  zu  zeigen ,  wollen  wir 
die  vorige  Summenformel  7)  aUgemeiner  zwischen  deiv  Grenzen 
0  =  0  und  d  =  y  integriren ;  diess  giebt 

11  1 

y  -|-  — sfn2y  -f-  -sin4y  +  •  •  •  H — sin  2ny 

_  lsin{2n  +  l)e  ,^        fsin{2n^\)        6    ^ 

0  0 

9* 
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unter  der  Yoraassetznng  y  <  ä  bleibt  die  Function  disinO  endlich 
von  0  =  0  bis  ö  =  y ,  mithin  ist  durch  Uebergang  zur  Grenze  für 
unendlich  wachsende  n 

y  -\-  \8in2y  +  lsin4y  -f-  |sin6y  -f  .  .  .  .  =  \x, 

0  <  y  <  jr. 
oder  für  y  =  |tt 

J(jr  —  u)  =  \sinu  +  \sin2u  -f-  |sfn3u  +  •••*, 

0  <  tt  <  2ä. 
Man  gelangt  zu  einem  analogen  Resultate,  wenn  man  die  leicht 
beweisbare  Gleichung*) 

2[sin20  +  stn4fl  -\-  sinGO  +  •  •  •  +  s«ti2n0] 
=  cotO  +  sm2n0  —  co8  2ndcotO 

.n    ,      .   o    .1        stn(2n  +  l)0  — s«i(2n— 1)0      ^^ 

=  cotO  +  8m2nO ^^ • — \  ,  ^    ^—  coid 

28tnO 

mit  dd  multiplicirt  und  zwischen  zwei,  vorläufig  noch  nicht  n&her 

bestimmten  Grenzen  0  =  a  und  0  =  ß  integrirt.  Zunächst  ergiebt  sich 

i + 2 +"+ n 

C082na  —  co82nß 


-\p 


=  l8inß  —  Zstna-f- 

2ii 

sin(2n+l)0     0         .  ,^  ,    irÄi»(2n— 1)0     0 


0  8inO  2J  0  8%nQ 


a 


und  wenn  hier  0<^a<^ß<^7C  genommen  wird,  so  bleibt  die  Function 

8tnu 
endlich  innerhalb  des  Integrationsintervalles.     Nach  Formel  9)  hat 
man  nun  durch  Uebergang  zur  Grenze  för  unendlich  wachsende  m 
co82«^co82ß    ,    cos4a  —  co8Aß    ,    cosßa  —  cos6ß    , 
1  ^  2  ^  3  ^ 

z=lsinß  —  Isina,  0  <C  «  <  /*  <  *• 

Specieller  f£Lr /3  =  |  sr,  a  =  ^u  und  unter  Anwendung  der  bekann- 
ten Formel  1  —  J  +  l  —  i  +  etc.  =  12  folgt  hieraus 

'-l(28in\u)=\cosu  +  \co82u  +|cos3u  + . . .,        0  <m<  w. 
Die  beiden  erhaltenen  Summenformeln  geben  au  erkennen,  dass  die 
auf  S.  119  beispielsweis  angeführten  Reihenentwickelungen  auch  in 
dem  Grenzfalle  r  =  1  gelten,  sobald  die  (sonst  beliebige)  Yariabele 
u  auf  ein  bestimmtes  Intervall  eingeschränkt  wird. 

*)  Wird  nämlich  beidereeits  mit  sind  multiplicirt  und  linker  HaD«! 
jedes  doppelte  Product  zweier  Sinus  in  die  Differenz  zweier  Cosinus  um- 
gesetzt, 80  entsteht  eine  identische  Gleichung. 
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m.  Bestimmung  von  Lim  f^^^/(.e)de  für »»  =  «. 


Im  Folgenden  wollen  wir  die  Gleichung  9)  auf  den  Fall 

anwenden  und  dabei  voraussetzen,  dass  f(0)  eine  von  d  =  0  bis 
0  =  y  endlich  bleibende  Function  sei.  Für  0  =  0  erhält  F(0) 
den  endlichen  Werth  F(0)  =/(0),  für  ö  =  sr,  2jnr,  3ä,  etc.  wird 
dagegen  F(ff)  im  Allgemeinen  unendlich;  um  diese  Fälle  auszu« 
sehliessen ,  müssen  wir  vorläufig  y  <^  x  voraussetzen  und  haben 
dann 

r  ^ 

10)  -^*^/^/(Ö)  de  =  Jjr/(0),        0<Y<7t. 

0 

Anders  gestaltet  sich  die  Sache  für  y  =  jf.  Da  hier  die  Glei- 
chung 9)  nicht  unmittelbar  zur  Anwendung  kommen  darf,  so  be- 
nutzen wir  erst  die  Zerlegung 


J    stnO  J    sind  J    8tnd 

«  »  In 


de 


2 

und  subBtituiren  im  zweiten   Integrale    rechter  Hand  0  =  n  —  17, 
wodurch 

n  h 

-j^mde  =  -  cosfnnj  -^/(n  -  ri)dv 


i'' 


wird.    Hiemach  ist,  wenn  wir  m  als  ungerade  Zahl  voraussetzen  und 
statt  fj  wieder  6  schreiben 


in 


0 
Das  letzte  Integral  ist  ebenso  gebildet,  als  wenn  in  Nro.  9) 
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gesetzt  worden  w&re,  und  da  diese  Function  von  0=  0  bis  d  =  |ar 
endlich  bleibt,  so  folgt 

7t 

^  ^^      ^'^f^^^^^'^  <iö  =  1«  r/(o)  +/(«  -  0)]. 

0 

Durch  die  genaue  Schreibweise  f{7C  —  0)  wird  hier  angedeutet»  wel- 
chen Werth  Yoik  f(n)  man  in  dem  Falle  zu  nehmen  hat,  wo  etwa 
f(ß)  iüT  0  =  X  eine  Unterbrechung  der  Gontinuit&t  erleidet. 

Mittelst  der  Formel  11)  ist  leicht  zu  entscheiden,  wie  sich  die 
Sache  gestaltet,  sobald  y  ein  Vielfaches  von  n  ausmacht,  etwa 
y  =z  hx.     Die  Zerlegung  des  Integrationsintervalles  giebt  sonächat 

J    smO  J    smO  J    sinO 


■■■^ß 


stnü 

(A— 1)31 

und  wenn  wir  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  0  =  17,  im  zweiten 
6  =  n  -{-  fit  im  dritten  0  =  2jt  -\-  ij  etc.  substituiren,  so  erhal- 
ten wir 

n  n 

stnrj  ^  '^     '      J    stnn  ^^      •     #/     1    > 
0  '  0  ' 

n 

0  ' 

Die  Integrale  rechter  Hand  lassen  sich  in  ein  einziges  Boaammen- 
ziehen,  wobei  wir  wieder  0  statt  17  schreiben  wollen.  In  der  ao  ent- 
stehenden Gleichung 


/ 


sind 
0 

71 


= /^^[/(ö)+/(«  +  e)+/(2«  +ö)  +  ...  -|-/(Ä^ri  jt-\-6l)]dß 
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Ist  die  rechte  Seite  eheoso  gebildet ,  ab  w&re  in  Nro.  11)  statt /(0) 
die  endliche  Reihe  /(ö) +/(ä -f  ö) -f-  etc.  gesetzt  worden;  der 
üebergang  zur  Grenze  für  m  =  <x>  liefert  demnach 


I  /(2«— 0)+/(2jr-f-0)  I        .  /(A-l«-0)4-/(fc-lar+0) 
2  "r'"'"r  2 

4-  |/(Ä3t  -  0) 

Wir  haben  endlich  noch  den  Fall  zu  betrachten,  wo  y  zwischeti 
zwei  benachbarten  Vielfachen  von  tc  Hegt,  mithin  y  =  ^  ;r  -f-  (  nnd 

0  <^  (>  <;^  ir  ist.    Unter  dieser  Voraussetzung  zerlegen  wir  wie  folgt 

0  0  ATI 

und  substituiren  im  zweiten  Integrale  rechter  Hand  0  ^=^  hx  -^  tj^ 
wobei  wir  zuletzt  wieder  0  statt  i}  schreiben;  diess  giebt 

f^fmäo  =J'^m^e  +/S/(»« + »HU. 

0  0  0 

FOr  das  erste  der  rechts  verzeichneten  Integrale  benutzen  wir  die 
Formel  12),  f&r  das  zweite  die  Formel  10),  indem  wir  das  in  letzterer 
vorkommende /(0)  durch /(A;r  -f"  S)  ersetzen;  wir  erhalten  so*) 

^V(23r  -^  0)  +/(23r  +  0)  j         ,  /(/^^r  -~  p)  +  /(A^r  +  0)1 

0  <  ^  <  Ä. 
Hiemach  Iftsst  sich  auch  der  Fall  y  =  oo  behandeln,  indem 
man  sich  h  als  unendlich  wachsende  Zahl  denkt,  also  die  Reihen  in 
12)  und  13)  ins  Unendliehe  fortsetzt.  Wenn  diese  Reihen  diver- 
giren,  so  hat  das  Resultat  keine  Bedeutung,  convergiren  sie  aber, 
80  musaf(hn)  bei  unendlich  wachsenden  h  ins  Unendliche  abnehmen, 

*)  Die  Formeln  10)  bis  13)  hat  zuerst  Lejeune-Dirichlet  ent- 
wickelt in  Grell e's  Journal  Bd.  IV,  S.  94  und  mit  mehrfachen  Erläu- 
terungen reproducirt  in  Dove's  Repertorium  der  Physik  Bd.  I,  ^.  152. 
An  beiden  Orten  transformirt  derEr^nder  das  ohen  betrachtete  Integral 
mittelst  derselben  Methoden,  welche  wir  auf  das  einfachere  Integral  in 

1  angewendet  haben ;  der  hier  eingeschlagene  Weg  dürfte  indessen  be- 
quemer sein. 
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und  dann  ist  es  gleichgültig,  r-elohe  von  den  Fonneln  12)  und  13) 
in  Ansprach  genommen  wird.     So  erhält  man  s.  B.  für/(0)  =  €^^ 


sind 

0 


J      St) 


IV.  Suxnmirang  periodisolier  Reihen. 

Durch  die  vorigen  Untersachungen  sind  wir  in  den  Stand  ge- 
setzt, die  Summen  solcher  unendlicher  Seihen  zu  finden,  deren  allge- 
meiner Term  durch  das  Integral 

n 

j  f(f)co8n{t  +  x)dt 


0 


dargestellt  wird;  zur  Abkürzung  benutzen  wir  hierbei  folgende  Be- 
zeichnungen 

n  n  n 

14)  ün=\Jf{t)dt  +Jf(t)cos(t—x)dt+JMcos2(fr-x)dt-\'- 


0 


+ff(t)casn(t  —  x)dU 


0 


15)  Vn=\Jf(t)dt+J/({)cos(t  +  x)dt+f/(t)co$2{t  +  x)dt+.' 

00  0 

n 

.  •  •  -\'Jf(i)co8n(t+x)dt. 
0 
Was  nun  die  erste  Reihe  betrifft,  so  können  wir  dieselbe  auf 

folgende  Form  bringen 
n 


u^=ffm 


+  co6(t  —  x)  +  co8  2(t  —  a?)  H h  C08n{t  —  a?)]rf< 


und  erhalten  nach  einer  schon  mehrmals  benutzten  Snmmenformel 

TT 


c/  2sw|(<  — «) 


0 
Statt  I  führen  wir  eine  neue  Yariabele  cd  ein  mittelst  der  SabstitatioD 
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l(i  —  x)  =  o  oder  i  =z  2c^  -\-  x  und  bezeichnen  die  ungerade  Zahl 
2n  4- 1  kurz  mit  tn\  en  ist  dann 


i(7i-*) 


/(2co  -f  a;)(fo. 


2* 


Dieses  Integral  lässt  sich  in  die  beiden  Theile 
0  iin—x) 

— : /(x  +  2a)dco+  I  — f{x-\-2(X})do 

zerlegen»  und  wenn  wir  im  ersten  Integrale  co  =  —  d,  im  zweiten 
ca  =  0  setzen,  so  wird 

16)      i;.=/5!^/(._2ö)dö+/^/(.  +  20)dö. 

J    stnO  J    smO  "  ^     ' 

Mittelst  der  im  vorigen  Abschnitte  bewiesenen  Sätze  können 
jetzt  die  Grenz werthe  bestimmt  werden,  gegen  welche  die  beiden 
Integrale  convergiren,  sobald  n  und  m  unendlich  wachsen.  Jene 
Grenzwerthe  hängen  aber  von  dem  Betrage  des  x  ab,  und  daher  müs- 
sen wir  hinsichtlich  des  letzteren  bestimmte  Voraussetzungen  machen. 
Yfir  beschränken  uns  dabei  auf  drei  Fälle,  ob  nämlich  x  =  0, 
oder  zwischen  0  und  tc  enthalten,  oder  =  n  ist.  Im  ersten  Falle 
verschwindet  das  erste  Integral  wegen  der  gleichen  Integrationsgren- 
zen, und  das  zweite  convergirt  gegen  den  Werth  \7tf(-\-  0).  Liegt 
zweitens  x  zwischen  0  und  jc,  so  hat  man  gleichzeitig  0  <^  \x  <^  x 
und  0  <[  K^r  —  a?)  <C  ^i  mithin  convergirt  das  erste  Integral  gegen 
den  Grenzwerth  \nf{x  —  0),  das* zweite  gegen  \'Xf{x-{-0).  End- 
lich für  X  =  ^  verschwindet  das  zweite  Integral  in  Nro.  16)  und 
das  erste  convergirt  gegen  |?r/(^  —  0).     Demnach  ist 

[iixvx  =  0.  Pco=5^/(+0), 


17) 


o<.<«.  g.  =  . /('-'»+/»+''), 


„    a:  =  ;r,  17«  =  |jr  f{n  —  0). 

Eine  ganz  ähnliche  Behandlang  gestattet  F».     Man  ündet  zu- 
nächst 

n 


Vn—JJit)     2sinUt  +  x) 

0 


und  rür|(^  +  a;)  =  e, 
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X 


oder  durch  Zerlegung 

i(7f+«)  i. 

0  0 

Im  Falle  rr  =  0  verschwindet  das  zweite  Integral  Ton  eelbst» 
und  das  erste  convergirt  gegen  \^f{-\-  0).  Liegt  x  zwischen  0  und 
9r,  so  sind  \{^  -\-  x)  und  \x  gleichzeitig  zwischen  0  und  n  enthalten; 
dann  convergiren  beide  Integrale  gegen  einen  und  denselben  Grens* 
werth.  Endlich  f ür  a;  =  sr  convergirt  das  erste  Integral  (nach  Nro. 
11)  gegen  \nf{7C  —  0)  -f-  |ä/(—  n  -f  0),  das  zweite  gegen 
!«/( —  7t  +  0).     Zusammen  giebt  diess 

[für  «  =  0,  F«  =  |ä/(+  0), 

18)  ^    0  <  Ä  <  3r,  F„  =  0, 

^    x  =  it,  F«  =|«r/(jr— 0). 

Addirt  man  jetzt  dieGleichungenl4)undlÖ)  ffir  n=  oo,  indem 
man  ihre  unter  Nro.  17)  und  18)  angegebenen  Summen  beachtet,  so 
findet  man  nach  beiderseitiger  Division  mit  ^,  dass  die  Summe  der 

unendlichen  Reihe 

n  n  n 

-  J  f(t)dt  i--  Jf(t)costdt.co8X  +  -  Jf(t)co$2tdt.cM^      

0  0  0 

durch  ^,         ^\    ,     ^x     ,    rv\ 

/(+0).        /(^-0)+/(^  +  0)^        ^(,_0) 

ausgedrückt  wird,  jenachdem  x  =^  0  oder  0  <^  X  <^  sc  oder  x  =  ar 

ist.     Dieses  Resultat  lässt  sich,  wenn 

n 

19)  An=^fmcosntdt 

0 

gesetzt  wird,  zu  folgendem  Theoreme  zusammenfassen: 

Wenn  die  Function  f{x)  von  x  =  0  bis  a;  =  jr  end- 
lich und  stetig  bleibt,  so  gilt  die  Gleichung 

f(x)  =  \Ao  '\-  ÄiCOSX  +  Ä2C0S2X  -}-  Ä9C083X  +  *'* 

für  alleWerthe  von  x  =  0  bis  x  =  7t  inolusive  beide  Gren- 
zen;  erleidet  aber  f(x)  innerhalb  dieses  Intervalles  eine 
Unterbrechung  der  Gontinuität,  ohne  jedoch  unendlich  sa 
werden,   so  ist  die  Summe  der  obigen  Reihe   gleich  dem 
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arithmeÜBchen  Mittel  aus  den  beiden  Werthen,  welche /(op) 
an  der  betreffenden  Sprungatelle  besitzt. 

Durch  Subtraction  der  Gleichung  15)  von  Nro.  14)  ergiebt  sich 
auf  ganz  ähnliche  Weise,  dass  der  unendlichen  Reihe 
n  n 

—  I  f{t)sintdt.8inx  -\ —  j  f{t)sin2tdi*9in2x  + 


•  •  • 


0 

die  Summen 


u,  -  ,       u 


zukommen,  jenachdem  ä  =  0,  oder  0  <  a?  <C  ä  oder  x  ^=  %  ist. 

Mittelst  der  Abkürzung 

n 

20)  Bn=-  lAt) sinnt  dt 

0 

gelangt  man  jetzt  zu  dem  analogen  Satze: 

Wenn  die  Function  f{x)  von  a?  =  0  bis  rc  =  ä  endlich 
nnd  stetig  bleibt,  so  gilt  die  Gleichung 

/(a?)  =  ^1  zinx  +  J?8«in2a?  +  ^3  5m  3a;  H 

für  alle  zwischen  Ound^  liegenden  Werthe  vono;  eX0lUSlV6 
beide  Grenzen;  erleidet  aber  /(x)  innerhalb  dieses  Inter- 
valles  eine  Unterbrechung  der  Continnität,  ohne  jedoch 
unendlich  zu  werden,  so  ist  die  Summe  der  obigen  Reihe 
gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  beiden  Werthen, 
welche  /(a;)  an  der  betreffenden  Sprungstelle  besitzt. 

Zur  vollständigen  Discussion  der  vorigen  Reihen  gehört  noch 
die  Ermittelung  der  Reihensummen  für  den  Fall,  dass  x  ausserhalb 
des  Intervalles  0  bis  ;r  liegt.     Betrachtet  man  nun  in  der  Reihe 

I  uio  +  -4i  cos«  +  iij  cos  2a?  +  ilg  cos  3 a?  +••  • 

X  als   willkührliche  Variabele  und  versteht  unter  £  irgend  eine  zwi- 
schen 0  und  »  liegende  Zahl,  so  bemerkt  man  leicht,  dass  jeder  ein- 
zelne der  vorkommenden  Cosinus  für 
X  =  2:nr  — I,  2;r  +  f,  4;r  —  |,  4ä  +  |,  67c  —  {,  6»  +  |,-... 

denselben  Werth  erhält  wie  für  a;  =  |.  Das  Nämliche  gilt  auch  von 
der  Reihensumme,  welche  demnach  eine  periodische  Function  von 
z  ist.  Für  negative  x  bleibt  die  Rcihensumme  dieselbe  wie  für  gleich 
grosse  positive  x.  Diese  Verhältnisse  werden  sehr  anschaulich,  wenn 
man  sich  die  beiden  Curven  construirt  denkt,  deren  Gleichungen  in 
rechtwinkligen  Coordinaten  sind  y  =:z  f(x)  und 
21)  Y  =  \Äo  -\- Äi  C08X  -\-  Ä2 cos  2x  +  '" 
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Die  erste  Gorve  NP  Qi  E  ist  willkührlioh,  (Fig.  35)  and  es  sei  darin 
PQi  der  Bogen,  welcher  der  Abscisse  OLi  =  x  entspricht.    Die 

Fig.  35. 
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zweite  Curve  fUllt  von  as  :=  0  bis  a?  =  jr  mit  der  ersten  Carre  so- 
sammen,  für  x  "^  n  sowie  fär  o;  <^  0  besteht  sie  ans  einer  Reihe 
von  Bögen,  die  dem  Bogen  PQ^  congruent  sind.  In  der  GleichaDg 
21)  hat  man  daher  ein  Mittel  zur  Constraction  einer  wellenförmigen 
Curve,  in  welcher  der  von  o;  =  0  bis  o;  =  ;r  reichende  Bogen  mit 
dem  entsprechenden  Bogen  irgend  einer  gegebenen  Gorve  überein- 
stimmt. 

6anz>  ähnliche  Betrachtungen  gelten  für  die  Reihe 

Bisinx  -\-  BiSm2x-^  BsSinSx-^  ••• 
Auch  hier  besteht  die  Curve,  welche  die  Reihensnmme  darstellt, 
aus  congruenten  Bögen,  jedoch  liegen  dieselben  abwechselnd  über  und 
unter  der  Abscissenachse  (Fig.  36).  So  oft  x  gleich  einem  Vielfachen 

Fig.  36. 


von  Ä  wird,  verschwindet  die  Reihensnmme;  die  zweite  Curve  hat 
demnach  unendlich  viele  auf  der  Abscissenachse  liegende  isolirte 
Punkte  wie  z.  B.  0,  Lu  Li  n.  s.  w. 

Bevor  wir  Anwendungen  der  beiden  Theoreme  zeigen,  wollen 
wir  erst  die  Frage  erörtern,  unter  welchen  Umst&nden  es  erlaubt  sein 
würde,  die  Gleichungen 
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22)  f{x)  =4-4o  +  -4i<?ö««+  AiC082x  -\-  A%cos^x  -\ 

23)  f{x)  =  Bi8inx  -^  B^2sin2x  +  B^sin^x -\ 

in  Beziehung  anf  x  zu  differenziren.  Die  Differentiation  der  ersten 
Gleichung  gieht 

24)  f{x)  =  —  \Ai9inx  —  2A^8in2x  —  BAzSinZx •, 

und  es  bedarf  nun  der  Entscheidung,  ob  diese  Gleichung  richtig  ist 
oder  nicht.  Soll  sher  /'(x)  wie  eine  nach  Sinus  fortschreitende  Reihe 
entwiokelbar  sein,  so  muss  erstens /'(o;)  von  x  =  0  bis  x=  ^  end- 
lich bleiben  und  zweitens  ist  der  Coefficient  von  sinnx  mittelst  der 

Formel 

n 

sinnt  dt 


Ifm^ 


0 

zn  bestimmen ;  die  Gleichung  24)  würde  daher  richtig  sein,  wenn  der 
vorliegende  Coefßcient  =  —  n^«  wäre.  Durch  theilweise  Integra- 
tion ergiebt  sich  leicht 

n  n 

-J f\t)sinntdt  =  -\f{n)s%nnn  '-/(0)sinO  --n  J  f(t)cosntdt\ 


=  — |/(3r)sfn  wjr  — /(0)s«nO|  —  nAt 


und  wenn  hier  /(O)  und  f(n)  endliche  Grössen  sind ,  so  ergiebt  sich 
in  der  That,  dass  der  gesuchte  GoefQcient  denWerth  — nAn  hat.  Die 
Differentiation  der  Gleichung  22)  ist  also  erlaubt,  wenn  f(x)  und 
/'(x)  von  0?  =  0  bis  a?  =  jr  endlich  bleiben. 

Etwas  anders  gestaltet  sich  die  Sache  für  die  Gleichung  23), 
deren  Differentialquotient  sein  würde 

26)        f'(x)  =  lBi€08^+  2B2C082x  +  BBsC08Sx-\ 

Verwandelt  man  nämlich  f'(x)  in  eine  nach  Cosinus  fortschreitende 
Reihe,  so  hat  man  als  Coefficienten  von  cosnx  den  Ausdruck 

f'(t)co3ntdt=^lf(7t)ca8nn^f{0)  +  nrf(t)8inntdt\ 


0 


=  ^\f(n)co8nX'-f(0)\+nSn, 


f 

welcher  mit  dem  in  Nro.  25)  vorkommenden  Coeffioienten  nBn  nicht 
übereinstimmt,  ausgenommen  den  Fall  f(x)  =  /(O)  =  0.  Die 
Differentiation  der  Gleichung  23)  ist  also  nur  dann  erlaubt,  wenn 
f(x)  und  f^(x)  von  x  =  0  hin  x  =  n  endlich  bleiben  und  wenn 
ausserdem  /(O)  =  /(tc)  =  0  ist. 
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y.  Anwendiinsen  der  vorigen  Theoreme. 

A.   Beispiele  zu    Formel    22). 

Für  f{x)  =  X  erh&lt  man 

-  .  2    1  —  cosnn 

mithin 

n       4  fcosx    ,    cosdx   .    co$6x    , 

2         äI   1«    ^      3»     ^      5«      ^ 
oder 

26)        \x (\7C -^ x)  =  \cos x  +  Icos  3X'\-  ^cos^x  -}-... 

0  ^  a?  ^  Ä. 
Die  Specialisimngen  a;  =  0  und  o;  =  ?r  führen  zu  Snmmenformeln, 
welche  nach  §.  50  des  ersten  Theiles  schon  bekannt  sind. 
Die  Annahme 

worin  k  eine  beliebige  Constante  bezeichnen  möge,  liefert 


2    c^»  —  e-*^ 


und  daraus  folgt  ^ 

«-X        ^  e^'+c"-^-'       1         kcosx    .  Acos2a;      AcosSrr   , 
^        2    i^?--7-^~2A~li«  + A2/   2'+ A2      3«  +  A« 

Da  der  Ausdruck  linker  Hand  für  negative  x  derselbe  ist,  wie 
für  gleich  grosse  positive  x,  so  gilt  die  Gleichung  unter  der  etwas 
erweiterten  Bedingung  —  n  ^  x  ^  7t, 

Ffirf(x)  =  cosfi^x^  wo  fi  keine  ganze  Zahl  sein  möge,  ergiebt 
sich 

2sin^n  2sinfi7C  ( — l)''+^ft 

mithin 

n  cos^x 1         HC08X       (ico$2x      fLcosSx 

^  2 '8tnfi7r~2ji  "^  1«  — ft>'"22  — /t^"'"  32  — ft«"~  * 


was  Dasselbe  ist,  als  wenn  man  in  Nr.  27)  A  =  ft  Y —  1 
h&tte.  Auch  diese  Formel  lässt  sich  auf  das  Intervall  o?  =  —  ^  bis 
X  =  -^  X  ausdehnen.  Die  speciellen  Wcrthe  o;  =  0  und  ^  =  ar 
föhren  zu  Gleichungen,  welche  von  den  im  ersten  Theile  in  §.  50  ent- 
wickelten Formeln  6)  und  3)  nicht  wesentlich  verschieden  sind. 
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B«  Beispiele. za  Formel  23). 

Die  Annahme  f{x)  =  1  giebt 

„         2     1 — cosnn 

ij«  =  —  • 

7C  n 

mithin 

29)  ijr  =  }«fna?  ■^\8inZx  +  \smf>x-\ , 

0  <  fl?  <  3r, 

woraus  8.  £.  für  o;  =  |;r  die  bekannte  Leibnitz'sche  Reihe  folgt. 
Nimmt  man/(a?)  =  x^  so  erhält  man 

n 
demnach 

30)  |aj  =  \8inx  —  lsin2x  -\-\sin  3x —  •  •  •  • 

Da  die  linke  Seite  für  x  =  0  verschwindet  und  für  negative  x  die 
nämlichen,  aber  dem  Zeichen  nach  entgegengesetzten  Werthe  annimmt 
wie  für  gleich  grosse  positive  a;,  so  l&sst  sich  das  Gültigkeitsintervall 
der  Gleichung  ausdehnen  auf  —  »  <^  ap  <  -f-  « . 

Ersetzt  man   in  der  vorliegenden   Gleichung  x  durch  7t  —  x^ 
so  gelangt  man  zu  der  schon  auf  S.  129  entwickelten  Formel 

31)  5  («  —  x)  =  \8inx  +  \sin2x  -|-  |sin  3iC  -|-  •  •  •  •, 
welche  an  die  Bedingung  0  <i  x  <^  27C  gebunden  ist.     Das  arith- 
metische Mittel  der  Gleichungen  30)  und  31)  führt  auf  Nro  29)  zurück. 

Durch  Substitution  von 

f{x)  =  e^'  —  er-^' 
erhält  man 

and  hieraus  die  Gleichung 

...  «   e»«_c-A*        Isinx        2gi»2x  ,  3gm3x 

deren  Gültigkeit  sich  leicht  auf  —  x  <^  x  <Z  4~  ^  ausdehnen  lässt 
Dasselbe  Resultat  folgt  aus  Nro.  27)  durch  Differentiation  in  Be- 
ziehung auf  X, 

Mittelst  der  Substitution  f(x)  =  sin  ft  o;,  wo  f»  keine  ganze  posi- 
tive Zahl  sein  möge,  findet  man 

-,         2«fnfi«  (— l)*+*ii 

"  3f         nS  —  ßi 

und  demgemäss 

^  2'55nfi5~l«-^f*«"'2«— f*«"^  3«— ua~  '  *     '* 
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ein  Resultat,  dessen  Gültigkeit  anf  die  Grenaen  —  «'<«<+* 
ausgedehnt  werden  kann.  Man  erhält  ührigens  dieselbe  Gleichiug 
aus  Nro.  32)  wenn  X^zfiY —  l  gesetzt  wird. 

C.  Transformation  Ton  jd«. 

Für  manche  Anwendungen  der  Formel  22)  ist  eine  Transfor- 
mation von  Wichtigkeit,  welcher  das  Integral 

n 


f 


f(t)co3ntdt 


in  dem  Falle  unterworfen  werden  kann ,  wo  f(t)  eine  Function  tod 
cost  darstellt,  wo  mithin /(^)  =  q>(cost)  gesetzt  werden  darf.  Man 
gelangt  hierzu  auf  folgendem  Wege. 

Bezeichnet  wie  gewöhnlich  9^"^  (e)  den  n-ten  Differentialquotienten 
von  (pie),  so  ist  durch  theilweise  Integration 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Function  ^(£)  sowohl  für  £r  =  a 
als  für  jer  =  &  verschwindet  und  dass  9?^*»~^)  (js)  von  £  =  a  bis  jr  =  6 
endlich  bleibt,  folgt  hieraus 

b  h 

J q>^''\B)^{e)  dz=  —  ftp^—^>(js)  t\e)dJB. 

o  a 

Wendet  man  rechter  Hand  wieder  dasselbe  Verfahren  an  and  setzt 
voraus,  dass  if'{ä)  =  0,  ^'(6)  =  0  und  g)^*~*>(j»)  innerhalb  der  Im 
tegrationsgrenzen  endlich  ist,  so  gelangt  man  zu  der  Formel 

b  b 

'  a  a 

Fs  erhellt  von  selbst,  wie*  sich  dieses  Verfahren  fortsetzen  Iftsat;  die 

n- malige  Anwendung  desselben  giebt 

b  b 

jtp(f^){z)i\f{z)dB  =  (—  1)"  /^9W^(">Wi*. 

a  a 

und  zwar  müssen  dabei  if[e\  ^'W»  •  •  •  ^^""^^jb^)  sowohl  fÄr  #  =  a 
als  für  iP  =  b  verschwinden  und  ^>{z\  9'(A*«*  9>^*~'^(^)  innerhalb 
der  Integrationsgrenzen  endlich  bleiben.  Den  für  ^(j?)  angegeben« 
Bedingungen  genügt,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  4ie  Function 

^{z)  =  (1  —  e^y-i 

wenn  a  =  —  1,  &=-|-  1  genommen  wird,  und  es  ist  daher 
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-1  -1 

AndererseitB  hat  man  (S.  7,  Formel  10) 

d*-'(l  —  jer2)"-ä        (--1)"-M.3.5...  (2n~'l)  .    , 

j-r-i =  ^ ^ -8in{narcco8g) 

mithin  auch 

+  1 


— 1 


g)(«)(^)(l— ^2)"-^^^ 


1 .3.5...(2n — 1)     r      .dsm(narccose). 

—  —  ^  J  9>W  j^  ö^. 

—1 

and  daraus  wird  mittelst  der  Suhstitution  arccosz^:=t  oder  e  =  costi 

n 


I  q>^'*^(cost)si 


sin^Hdt 


_  1.3.5.,.(2n— 1) 
n 


0 

n 


I  q>(cost)d(sinnt) 


n 


1 .3,ö...(2n  —  1)  /  q>(cost)cosntdt 


Demnach  ist  umgekehrt  o 

n  n 

34)    /  (p(cost)co8ntdt  =  .      >  /  9)^">(cos0stn'"t(^Y, 

nnd  hierin  besteht  die  abzuleitende  Transformation*). 

Um  ihren  Gebrauch  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  wollen  wir  die 
Coefficienten  in  der  Reihenentwickelung 

y  =  \Äo  -f-  ÄiCOSX  +  -^2C0s2x  -f-  •  •  •  • 

yi  —  2XC0SX  -f  X« 

Dfiher  untersuchen;  es  bedeute  hierbei  x  einen  positiven  oder  nega- 
tiven echten  Bruch.  Die  linke  Seite  hat  die  Form  (p(co8x)j  und 
2rwar  ist 

^  Vi  —  2x^  +  X« 

mithin 

g)(»)(jef)  X« 


1  .  3  .  6  . ..  (2n-- 1)        y(i  —  2xjr +  ;p2)""  +  i 


*;  Sie  findet  sich  zuerst  in  einer  Abhandiaug  von  Jacobi,  Crelle's 
Jonmal  Bd.  XV,  S,  1. 

SchlOmilch,  AnalyHs.   11.  «  10 
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and  nach  den  bisherigen  Formebi 

n  n 


.    2^    r         cosntdt 2x«  T sh 

"  ~  »  /  Vi— 2xcose  +  x3  ~  "«"/  V(l  — "2xco8t  +  x2)^"+* 

_  27^  r/ sint Y" 1! 

~    ^  J  \Vl  —  2xoos^r4-" X V    Vi  —  2xcasT  +  x« 

Behufs  einer  weiteren  Umwandlung  benutzen  wir  die  Substitution 

sint 

Vi  —  2xcost  +  X» 
und  ziehen  aus  derselben  die  beiden  Gleichungen 

Vi— 2xco8<  +  x2  1  (1— xcösOrf* 

1— xcos*  Vi  —  x«stn*w*     1— 2xcös^+x« 

deren  Product  ist 

dt  du 


Vi  —  2%cost  +  x2       Vi  —  X*  stn^  u 
Die  Formel  für  An  geht  jetzt  in  die  folgende  über  *) 


n 


2x»  p     sin^^udu 

"  "~    «  «y  Vi  —  x«stV«' 
statt  deren  auch  geschrieben  werden  kann 

.    4x"   /*     sin^^udu 

"  ~    ^  /  Vi  —  ^'^sin^u 

Zur  völligen  Entwickelung  von  An  kann  man  sich  von  hier  an  un- 
endlicher Reihen  bedienen,  indem  man  i.  B.  den  binomischeD  Ssts 

auf  (1  —  x^tfcn'w)   ^  anwendet. 


VL  Erweiternngen  der  ExLtwiäkelxingsfbrmeliL 

Für  manche  Anwendungen  der  allgemeinen  Formeln 

f{x)  =  Jilo  -|-  Aicosx  •\-  A%cos2x  -\-  AtCOsZx  -|-  •  •  •  • 

n 

An  =  ^Jf(f)cosntdt, 


*)  Auf  weit  mühsamerem  Wege  gelangt  Legendre  zu  denelb-^ 
Formel  in  seinem  Traite  des  fonotions  ellipüques,  Tome  11,  page  ^ 
formale  10. 
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fix)  =  Bxsinx  +  B.28in2x  +  B^sindx  + 


•  •  •  •     ; 


n 


Bn  =  —  Jf(t)  Sinnt  dt 

Q 

ist  es  ein  l&stiger  üebelstand,  dass  die  Yariabele  x  auf  das  Interrall 
0  bis  «  beschränkt  bleiben  mnss,  und  es  verdient  deshalb  die  Frage, 
ob  sich  möglicherweise  das  Gültigkeitsinteryall  erweitem  Hesse,  eine 
nähere  Untersuchung. 

a.    Setzt  man  in  der  ersten  Formel 


X 


=  ^,  /(.)=/(^)  =  ,,(,). 


wo  h  eine  willkflhrliche  positive  Grösse  bezeichnet,  so  erhält  man  die 
nene  Oleichnng 

9(y)  =  IAq  +  AiCOS-^  4-  ÄiCOS-^  -f  .  .  .  . 

n  n 

und  awar  gilt  letztere  unter  der  Bedingung  0  ^  -rA-  ^  9r,  d.  h. 

0  ^  y  ^  h;  man  gelangt  also  zu  einer  neuen,  innerhalb  beliebiger 
positiver  Grenzen  geltenden  Entwickelung.     Um  auch  An  entspre- 

chend  umzuwandeln,  benutzen  wir  die  Substitution  t  =  -r-;  sie  giebt 

h 
h  h 

2    r ^(7t\iC\       nnu  ,  2    T    ,  ^       nxu  , 

0  0 

Schreiben  wir  endlich  in  den  gefundenen  Gleichungen  wieder/,  x^  t 
statt  9,  y,  ii,  so  haben  wir  den  Satz,  dass  die  Entwickelung 

36)  f(x)  =::\Äo  +  Äicos-Y-  +  Ä^cos— |--4«cos— r-H • 

fiir  alle  x  von  o?  =:  0  bis  rr  =  A  gilt,  wenn,  die  GoefQcienten  nach 
der  Formel 


h 


36)  J^  =  jJf(t)eos^^dt 

0 

bestimmt  werden. 

Mittelst  der  nämlichen  Substitutionen  gelangt  man  zu  dem  ana- 
logen Satze,  dass  die  Entwickelung 

37)  f(x)  =  JBiSffi-^  +  BiStn-j-'  +  ^aWn-^  +  •  •  • 

für  alle  zwischen  0  und  h  liegende  x  gilt,  wobei  die  Coefficienten 
nach  der  Formel 

10' 


148  Die  periodischen  Reihen. 

h 
88)  B.=^ff(t)8in^dt 

0 

sa  bestimmen  sind'*^. 

b.  Um  auch  negative  Werthe  von  x  in  das  Bereich  der  ünte^ 
snchnng  zu  ziehen,  bemerken  wir,  dass  äi^  Gleichung  35)  fiir  nega- 
tive x  gültig  bleiben  würde,  wenn  die  Function  /(x)  die  Eigenschaft 
/( —  x)  =  /(+  x)  hätte,  und  dass  analog  die  Gleichung  37)  ebenfalls 
bei  negativen  x  ihre  Geltung  behalten  würde,  wenn  /( — x)^= — /(+J') 
wäre.  Bezeichnet  nun  F(x)  eine  beliebige  Function  von  x,  so  be- 
sitzt der  Ausdruck 

die  Eigenschaft  /( —  x)  z=zf{x)  und  kann  daher  für  alle,  von  jr  =  —  ä 
bis  0?  =  -^  h  reichenden  Werthe  des  x  nach  Formel  35)  entwickelt 
werden;  man  hat  also 

F{x)  +  F(— o:) 


OV) 

2 

=  \A,-\- 

Ai 

cos 

nx 
h 

+   Ä2 
-   Ä< 

cos 

X 

2nx 
h 

<  + 

+ 
h. 

A, 

cos 

Znx 
h 

+ 

Darin  ist 

A,  =  jfmt)  +  F{-t)]cos^dt 


=  ÜfFit)cos'^dt-\-fFi-t)cos*^dt\, 


und  wenn  man  im  letfeton  Integrale  statt  t  die  neue  Yariabele  —  t 
einführt,  so  erhält  dieses  Integral  die  Form 

0 

F(t)co8^dt, 
— » 

woranf  es  mit  dem  vorhergehenden  susammengezogen  werden  kann; 
dies  giebt 


0 


*)  Die  obigen  Entwickelungen  hat  Lagrange  gefiinden  und  in  dfO 
älteren  Abhandlungen  der  Tariner  Akademie  mitgeiheilt  (Miacellaoei 
Taurinensia,  T.  III,  p.  261). 


Die  periodischen  Reihen.  149 

n 
h 


40)  Än=jfF(t)cos^dt. 

— Ä 


Wir  benutzen  zweitens    die  Formel  37)  znr  Entwickelung  des 
Aasdracks 

welcher  die  Eigenschaft  /(—  a?)  =  —  f(x)  besitzt  und  deshalb  eine 
auch  für  negative  x  gültige  Reihe  liefert,  nämlich 

41)  J-(ar)  ^  J^(-  x) 

2 

—  Ä  <  a?  <  +  Ä. 

Darin  ist 

h  k 


Bn  =  ^ 


h 


fF(t)sin^dt  ^  fFi^t)sm^dtU 


und  wenn  man  im  zweiten  Integrale  —  f  an  die  Stelle  von  t  treten 
läsat,  so  wird  einfacher 

+  A 

42)  Bn  =  jf^i^)  ^n  ^^*- 

— » 
Endlich  ergiebt  sich  durch  Addition  der  Gleichungen  39)  u.  41) 

43)  F(x)  =  Iäo  4-  ^1  cos-T h  A^cos-^ 1_  .  .  .  . 

Jtx                    27tx 
+  j5i«n-r 1-  B^sin—rr f-  .  .  .  ., 

n  n 

und  diese  Entwickelung  gilt  für  alle  zwischen  —  h  und  -|-  h  liegen- 
den Werthe  der  Variabelen  *). 

Als  Beispiel  diene  die  Annahme  F(x)  =  e*\  man  erhält  dann 


1         ,f       1  ytx  1  2nx    ,  \ 

,         r         1  .    JT«  2  .     27tX    ,  1 

^       l«2  4-  /*«        h         (2ä)2  +  Ä>  Ä      '  J 


"^j  Die  Combination  der  Formeln  35)  and  37}  zur  obigen  Entwickelung 
verdankt  man  Fourier;  s.  dessen  Theorie  de  la  cLaleur,  Paris  1822. 
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^  c.    Die  bisherigen  üntenmchongen  lassen  sieh  aueh  nach  einer 

anderen  Seite  hin  erweitem.  Ein  Rückblick  auf  den  Ansgangspuiikt 
in  Abschnitt  lY.  aeigt  nftmliob,  dass  die  dort  angewendete  Methode 
der  Sommirang  überhaupt  auf  solche  Reihen  passt»  deren  allgemei- 
ner Term  doroh  das  Integral 

« 
/(t)co8n(i  +  x)di 


' 


gebildet  wird,  worin  ^  eine  beliebige  Grösse  bedeatet  In  der  Thst 
handelt  es  sich  hier  snletzt  immer  nur  um  Anwendungen  der  For- 
meln 10)  bis  13),  wobei  die  Fälle  zu  unterscheiden  sind,  ob  ft  ein 
Vielfaches  von  n  ausmacht  oder  nicht.  Es  wird  hinreichen,  wenn 
wir  den  extremen  Fall  fi  =  oo  mit  wenigen  Worten  berühren. 

Setzen  wir  analog  dem  Früheren 


..=i/ 


/(<)  dt  +//(<)  cos{t—x)dt  + //(O  cös  2  (* — »)  dt  + 


-.+/; 


f{t)eo8n{t—x)dt, 

0 

F,  =  \Jf{e)dt  +J/{t)co8it+x)dt  +Jf(t)eo82(t  +  x)dt  +  ••• 

0  0  0 

0 

so  erhalten  wir  znn&chst  für  2n  -^  1  =  m  und  endliche  9 

0  0 

Bei  unendlich  wachsenden  n  wird  hieraus,  falls  x  zwischen  0  nnd 
2  7t  liegt  und  f{x)    continuirlich  bleibt 

ü^  =  7c{f(x)  +f(27t+x)  +/(4«  +  x)  +/(6«  +  «)+  •••! 
Nach  ganz  demselben  Verfahren  ergiebt  sich 

und  fOr  n  =  00  bei  gleichen  Voraaaaetnmgen 

F,  =«{/(2«  — «)  -1-/(4«  —  «)  -1-/(6«  —  «)  -I- 1. 
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Verbindet  man  die  gefundenen  ReBoltaie  durch  Addition  und  Sub- 
traction  und  setzt  zur  Abkürzung 

44)  ^»  =  ^  f^^^^  cosntdt, 

0 

45)  Bn  =  —  lAt)sinntdt, 

0 

fio   erhält  man  die  folgenden  unter  der  Bedingung  0  <^  o;  <C[,29r 
geltenden  Gleichungen 

46)  1^  4-  Äicosx  +  A2GO82X  -}-  AiCOßBx  -!-••• 
=  /(^)+/(2Ä^a;)+/(2Ä  +  a;)  +  f(in-^x)+f(4Jt  +  x) 

+  /(6ä— a;)+/(6«  +  a;)H , 

47)  BiSinx  -f-  B'2Sin2x  +  B^sinSx  -|-  .  .  .  . 

=  /W-/(2«-a:)+/(23r+a?)-/(4;r-a;)+/(4Ä  +  aj) 

— /(63t— a?)+/(6»4-aj)H , 

deren  erste  auch  für  x  =  0  und  fiir  x  =  27t  richtig  bleibt,  wäh- 
rend dies  bei  der  zweiten  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist. 

Hinsichtlich  der  Beschränkung,  welcher  x  unterworfen  ist,  be- 
merken wir  noch  Folgendes.  Die  in  Nro.  46)  linker  Hand  stehende 
Reihe  ist  fQr  o;  =  |  ganz  dieselbe  wie  für  a;  =  2  9C  -)-  I;  die  Reihe 
auf  der  rechten  Seite  ist  im  ersten  Falle 

/(l)  +  /(2jr-|)  +  /(2«  +  Ö  +  /(4«-ö  +  •  '  • 
dagegen  im  zweiten  Falle  bei  etwas  anderer  Anordnung  der  Glieder 

/(-ö  +/(2ä-I)  +/(23r  +  ö  +/(43r-|)  +  •..., 
die  Gleichung  46)  gilt  daher  im  Allgemeinen  nicht  für  2n<^x<^^n. 
Wohl  aber  ist  dies  der  Fall,  wenn  die  Function  f{x)  die  Eigenschaft 
/( —  ^)  ==  /(^)  besitzt,  mithin  erstreckt  sich  dann  die  Gültigkeit  der 
Gleichung  46)  von  o;  =  0  bis  d?  =  4;r.  Hier  lässt  sich  die  näm- 
liche 8chluBsweise  wiederholen  und  es  erhellt  daraus,  dass  die  ge- 
nannte Gleichung  Überhaupt  für  positive  x  gilt,  sobald  jene  Eigen- 
schaft stattfindet  Da  unter  dieser  Voraussetzung  bei  negativen  x 
beide  Seiten  der  Gleichung  ungestört  bleiben,  so  ergiebt  sieb,  dass 
die  Gleichung  46)  für  jedes  reelle  x  gilt,  sobald  f{x)  eine  sogenannte 
gerade  Function  von  x  ist.  Ganz  ähnliche  Schlüsse  sind  auf  die 
Gleichung  47)  anwendbar;  sie  zeigen,  dass  die  genannte  Gleichung 
für  alle  reellen  x  richtig  bleibt,  falls  f{x)  eine  ungerade  Func- 
tion von  x^  d.  h.  eine  solche  Function  ist,  welcher  die  Eigenschaft 
/( —  «)  =  —  fix)  lukommt 

Zufolge  dieser  Bemerkungen  lässt  sich  die  Gleichung  46)  für 
j^es  X  auf  die  gerade  Function 
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F(x)  +  Fj-'X) 
2  ' 

ebeiiBo  die  Gleichung  47)  auf  die  ungerade  Function 

F(x)  -  F(—  x) 
2 
anwenden.     Die  Goefficienten  An  und  Bn  werden  dann 

48)  An  =  —jF(t)co8ntdt,     Bn  —  ^J  F(t)  sinnt  di 

—  00  — «0 

und  durch  Addition  der  erhaltenen  Gleichungen  ergiebt  sich 

49)  \A^  +  Aicosx  -f  A2COS2X  +  AgCosSx  +  •  •  . 

+  Bisinx  +  B2sin2x  -f  BzsinSx  -f-  .  .  •  . 
=  F(x)  +  F(ic  — 2«)  +  Fix  +  2x)  +  F(iC  — 4«) +  F(x  +  4») 

+  F(x  —  6n)  +  F(x  +  6«)  +  •  •  • 

Zu  dem  nämlichen  ReBultate  gelangt  man  unmittelbar^  wenn   man 
die  Reihe 

\J  F{t)dt  +J  F(t)co8(t'^x)dt  -\-jF(t)cos2(t'"X)dt  -| 

—  00  —00  ~~00 

nach  der  in  Abschnitt  IV.  benutzten  Methode  summirt. 

Um  ein  bemerkenswerthes  Beispiel  geben  zu  können«  entwickeln 
wir  erst  die  Werthe  einiger  bestimmten  Integrale  und  gehen  dabei 
von  der  Formel 


/ 


e-'^dx  =  JVä 
0 

aus,  die  auf  Seite  456  des  ersten  Theiles  bewiesen  ist.    Durch  onbe» 
stimmte  theil weise  Integration  erhalten  wir  zunächst 

rj;a»6-'Ma?=a;2'«-i  Ae-**da;-  (2n--l)  y  a;''»--«d«  fxc-^dx 

a?2«-i        .   ,    2n— 1  ?  ,      ,       .^ 
= 2~^"     +  ~2 J  «'"■■'«"•^^*5 

ist  nun  2n —  1  positiv,  so  verschwindet  das  Product  «*"""^€r~**  so- 
wohl lüra;=  00  alsfüra;  =  0,  un^es  folgt 

Jx^^e-'^dx  =  ^^~  ^  Jx^^-^e-'^dx. 

0  0 

Hieraus  ergiebt  sich  der  Reihe  nach  für  n  =  1 ,  2 ,  u.  s.  w. 
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Jx'^e-^d%  =  \Je-'*dx  =  J  — . 

0  0 

Jx^iT'^dx  =  lfx*e-"dx  =  1^.^, 

0  0 

und  überhaupt  für  jedes  ganze  positive  n 

J  2»  2 

0 

Etwas  allgemeiner  wird  die  Formel  durch  die  Substitution  ^  =  a^, 
wobei  a  eine  positive,  die  Null  übersteigenden  Constante  sein  möge; 
es  folgt  nämlich 


/ 


*-^-Mrf,=.}^.Lll4lll(ijlzi),    a>0. 

2  2"a^*»  +  * 


Hieraus  Iftsst  sich  der  Werth  des  bestimmten  Integrales 


/ 


0 

dadurch  ableiten,  dass  man  cos  21)1  nach  Potenzen  von  21)1  entwi- 
ckelt, die  einzelnen  Reihenglieder  integrirt  und  hierbei  auf  die 
Gleichung 

1  .3.5.7. ..(2n--l)_  1 1 

1.2. 3. 4.. .(2«)     ~  2.4.  6...  (2  n)  ""  2'«.  1 .2  ...n 
Rücksicht  nimmt;  man  findet 

l€r-^^co8  2btdt  =  ^e"W  . 
,/  2a 

0 

Hiervon  machen  wir  Gebrauch  für  die  Formel  46) ,  indem  wir 
/"(x)  gleich  der  geraden  Function  e~"''*  nehmen,  wodurch 

wird.     Die  entstehende  Gleichung  lautet 

50)-T-p=J  +  e    ^«''cosx  +  e    ^^""^  cos2x  +  e  ^^^^  cosBx-] [ 

rr-  ß— a«a«  _|_   g-a«(2;r  — X)«  _j_   g~ o« (2 TT  +  *)« 

^   g— a«(47y  — X)«    _j_   g— a«(4ff  +  x)«    ^ 


=n 
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und  l&BBt  sich,  wenn  a  =  —77=«  o;  =  2j9   gesetzt  und    die   recht« 

2Va 
Seite  zur  linkeh  gemacht  wird,  folgendermaassen  darstellen 

51)  c«+e       «+e       «       +e       « 

1  +2e-^co820  +  2e-*«cos4ir  -f-  2r-*«cos6jBr  4-.-' 

Versteht  man  unter  n  eine  ganze  Zahl,  welche  alle  die  Werthe 

_Q0 3,   -  2,  —  1,  0.   +  1,    +  2,   4-  3, +  x 

annimmt,  so  kann  man  die  vorige  Gleichung  mittelst  zweier  Sum- 
menzeichen  kurz  zusammenfassen,  nämlich 

+  •         (t-^nny^  1   /ff    i^ 

52)  ^e        «       =  y^- 2e-«'«cös2n5. 

Diese  Formel  ist  für  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  tos 
hedeutendem  Werthe. 

Vn.    Die  ümkehmng  der  Functionen. 

Bei  den  hisherigen  Entwickelungen  wurde  TorausgeBetzt,  d«ss 
die  Functionen  f{x)i  F(x)  und  dergleichen  explicite  gegeben  seiea; 
man  kann  aber  noch  einen  Schritt  weiter  gehen  und  gelangt  dann 
zur  Lösung  der  Aufgabe,  aus  einer  Gleichung  von  der  Form 

53)  .    a?  =  *(y) 

umgekehrt  y  als  Function  von  x  zu  entwickeln,  oder  noch  allgemei- 
ner F(f/)  durch  x  auszudrücken.  Es  kann  dies  auf  zweierlei  Weise 
geschehen,  je  nachdem  man  hierzu  die  eine  oder  andere  der  Glei- 
chungen 35)  und  37)  benutzen  will. 

A.  Wenn  wir  für  x  das  Intervall  a5  =  0bisfl?  =  a>0fo 
wfthlen,  dass  die  entsprechenden  Werthe  von  y  und  F(y)  reell  miä 
endlich  sind,  so  genügt  F(y)y  als  Function  von  x  gedacht,  den  Be- 
dingungen der  Formel  35),  und  es  muss  daher  eine  Entwickelaog 
von  der  Form 

jt  X                   2x  X 
64)       F(jy)  =r  1^0  +  ^1  cos \-  Ai  cos 1-  .  .  .  . 

0  ^  X  ^a, 
möglich  sein,  wobei  es  weßentlich  darauf  ankommt,  den  CoeiBcienteo 
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^-  =  —  /  F(y)  cos dx 


0 

durch  die  gegebene  Function  ^  auszudrücken.     Mittelst  theilweiser 
Integration  erhält  man  zunächst 


/ 


F(i/)cos dx 


=  TZ^^^^'^'-lr :^      JP"(y)stn— —  ely 

nie  a  fhTC  j  u 

=  —^(2^)^^ — Z^  "ZZ  I  ^(Sdstn — - —  dy, 

und  es  handelt  sich  jetzt  um  die  Bestimmung  der  für  y  geltenden 
Grenzen,  welche  den  Grenzen  x  =  0  und  x=  a  entsprechen,  unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  Gleichung  ^(y)  =  0  reelle  Wurzeln  hat, 
entspricht  dem  Werthe  flj  =  0  irgend  eine  dieser  Wurzeln,  die  ß 
heissen  möge.  Da  ferner  a  ein  beliebiger  positiver  Werth  ist,  so 
kann  man  ihn  als  einen  der  positiven  Werthe  von  ^(y)  ansehen  und 
demgemäss  a  =  ^(b)  setzen,  wo  &  im  Allgemeinen  willkühflich  ist; 
dem  Intervalle  o;  =  0  bis  o?  =  a  entspricht  dann  das  Intervall 
y  =  /}  bis  y  -=  5.  Jedoch  bedarf  es  hierzu  noch  einer  Bemerkung. 
Die  ursprüngliche  Yariabele  x  war  eine  von  ^  =  0  bis  rc  =  a  wach- 
sende Grösse;  die  Function  i^(^),  welche  an  die  Stelle  von  x  getre- 
ten ist,  muss  also  dieselbe  Eigenschaft  besitzen,  und  dazu  gehört, 
dass  ^(y)  von  y  =  /J  bis  y  =  b  wächst,  wenn  &  >  /S ,  dagegen  ab- 
nimmt, wenn  h  <C,  ß^     Durch  fiinfühmng  der  neuen  Grenzen  und 

2  2 

durch  Moltiplication  mit  —  =  ergiebt   sich   jetzt,    weil    das 

Produot 

Bowohl  fürx  =  aalsfüra;a=0  verschwindet, 

Im  speciellen  Falle  n  =  0  giebt  dasselbe  Verfahren 

b 

56)  \Ao  =  FiV)  -  J^fr{if)^{y) dy. 

Setzt  man  in  den  Formeln  54),  55)  und  56)  für  ß  der  Reihe 
Bach  die  verschiedenen  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  ^  (y)  =  0  und 
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wählt  in  jedem  Falle  das  zugehörige  h  so,  dass  ^(y),  von  ^  =  /i 
hiB  y  =  h  positiv  hleibend,  entweder  nur  wächst  oder  nur  abnimmt, 
so  erhält  man  ebenso  viel  von  einander  verschiedene  Entwickelmigen 
als  es  verschiedene  ß  giebt;  man  findet  demnach  alle  reellen  Umkeb- 
rongen  von  x  =  ^(y). 

Beispielsweis  behandeln  wir  die  Aufgabe,  aus  der  Gleichung 

umgekehrt  F(y)  =  y  herzuleiten.     Das  Product  ye^^  verschwindet 

fflr  y  =  0 ,  erreicht  f ür  y  =  1  sein  Maximum  — ,  und   nimmt  für 

y  ]>>  1  continuirlich  bis  zu  jedem  Grade  der  Kleinheit  ab;  die  Glei- 
chung yer-if  =  0  hat  daher  die  beiden  reellen  Wurzeln  y  =  0  uad 
y  =  voo.  Nehmen  wir  erstens  ß  =  0,  so  dürfen  wir  h  nicht  gros- 
ser  als  1  wählen,  damit  yer^*  nur  wachse;  die  Wahl  6  ==  1  ist  aber 
die  vortheilhafteste,  weil  dann  das  Intervall  für  y  so  gross  als  mög- 
lich wird.  Unter  dieser  Voraussetzung  ergeben  sich  für  die  Coeffi- 
cienten  die  Formeln 

\Äo  =  1  —  e  /  yer-^dy^ 

0 

1 

An  = /  sin(nneye-^)dy^ 

nnj 

0 

wo  die  angedeuteten  Integrationen  mittelst  unendlicher  Reihen  aas- 

führbar  sind;  als  erste  Umkehrung  der  Gleichung  ye~'  =  x  hatmao 

y  =  ^Aq  +  AiCosTcex  +  Ä^cos^nex  -)-..•. 

0  <a?<  — . 
—     —  e 

Die  zweite  Umkehrung,  die  wir  zur  besseren  Unterscheidung  mit  f 
bezeichnen  wollen,  ergiebt  sich  mittelst  der  Annahme  ß  z=i  cd.  Da- 
mit ye"^  von  y  =  ao  bis  y  =  5  nur  abnehme,  darf  h  nicht  kleiner 
als  1  gewählt  werden;  der  vortheilhafleBte  Werth  ist  auch  hier  6=1- 
Unterscheiden  wir  die  neuen  Goefficienten  von  den  früheren  durch 
andere  Buchstaben,  so  erhalten  wir 


J^o  =  1  +  e  j  ye-^dy. 


1 

OD 


2      /• 
^a  =    1 /  sin{mtcyc'~^)dy^ 

IlTt  J 
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and  für  Y  die  Entwickelong 

0<Ä<— . 

Bemerkeuswerth   ist  npch   die  Di£Perenz   der  beiden   ümkehrnngen. 
Man  hat  nämlich 


2     P 

—  An  =  —  /  sin  (n 


(njtep€r9)dy 
nst  tj 

0 

_     Jl  (nge)»    ,    (nae)*  (narg)«  ,              | 

—  '^Ml»'  äF"  +  ""6«               7i~  "•■ I 

mithin,  wenn 

^          1  (nsre)»    ,    (njre)*  (nney   , 

gesetzt  wird 

2e 

=  |Co  +  Cicosnex  -f-  C2Cos2nex  +  CsCOsSxex  +  •  -  • 

0  <a?<— . 
""     "~    e 

B.  Wir  kehren  wieder  zn  der  allgemeinen  Aufgabe  zurück,  um 
JP(y)  in  eine  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  von  x  fortschreitende 
Keihe  zn  entwickeln,  nämlich 

57)    F(y)  =  Bisin—  +  B.sin^^  +  B^sin^^  +  •  •  • 

a  a  a 

0  <  Ä  <  a, 
wobei 


a 

Bn  =^  —  I  F{y)stn dx 


0 

ist«     Durch  theilweise  Integration  ergiebt  sich  zunächst 


/ 


nstx 

F(if)sin dx 


im  letzten  Integrale   schreiben    wir  ^(y)  statt  x^  führen  dann  die 
Grenzen  a;  =  0,  x  =  a  ein,  denen   wiederum    die   Grenzen  y  =  ß^ 
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y  =  5  entsprechen  mögen,  nnd  erhalten  nach  beiderseitiger  Mnlti» 

plication  mit  —  = 


h 

Bn  =  -  —F(P)coenx  +  —F(ß)  +  —  A'(y)co8?i^Äfy 
nn  nn    ^^       nnJ       ^  ^(6) 

oder  kürzer 

wo  selbBtverBt&ndlich 

gesetzt  worden  ist.    Die  Oleiohang  67)  erh&lt  jetzt  folgende  Gestalt 

_.  .        2F(b)i,   .XX       .   ,   2«x    ,    .   .    Zjtx  \ 

FOf)  =  -^[\<>*n—  -  }«m-^  +  1««-^ ) 

+  CiStn h  Cjfitn 1-  CgStn }-••••! 

a  a  a 

and  darin  lassen  sich  die  beiden  ersten  Reihen  mittelst  der  Formeln 
\ginm  —  l9in2m  +  \sind(D  —  . . .  .  =  |(d, 
\8ma}  +  |9fn2iD  +  |sm3(D  +  .  .  .  .  =^(9r  —  o), 

0  <;  ©  <;  Ä, 

snmmiren;  das  Resultat  ist 

69)    Fd,)  =  F(ß)  +  ^^^  -  ^^  X 

a 

.    ^    .  nx        ^    ,    2nx    -    ^    ,   Bxx 

a  a  a 

Hinsichtlich  des  /3,  b  und  a  =  ^(b)  gelten  hier  dieselben  Bestim- 
mungen wie  früher,  üebrigens  liefert  die  vorstehende  Gleichung 
auch  f ür  ^  =  0  und  y  =  /3,  sowie  für  o;  =  a  und  y  =  &  richtige 
Ergebnisse;  sie  darf  daher  noch  an  den  Grenzen  des  Gültigkeitainter^ 
▼alles  benutzt  werden'*'). 


*)  Die  allgemeinen  Entwickelungen  mittelst  der  Formeln  54)  bis  r>9^ 
hat  der  Verfasser  in  der  kleinen  Monographie  „Die  allgemeine  Umkeb> 
mng  der  Functionen"  (Halle,  1849)  zuerst  bekannt  gemacht 
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Als  Beispiel  möge  die  Bestimmung  von  y  aus  der  Oleichnng 

y  —  sstny  =  x 

dienen;  unter  £  sei  hierbei  ein  positiver  oder  negativer  echter  Bruch 
verstanden.  Die  Gleichung  ^(j/)  =  0  hat  im  vorliegenden  Falle  nur 
die  eine  Wurzel  y  =  0,  also  ist  /}  =  0.  Weil  ferner  tlf\y)  = 
1  —  scosy  immer  positiv  bleibt,  so  wächst  ^(y)  continuirlich^  mithin 
darf  b  beliebig  gross  genommen  werden ;  der  Einfachheit  wegen  sei 
h  =  n,  woraus  a  =  ;r  folgt.     Wir  haben  jetzt  die  Entwickelung 

y  =  X  -{-  Cisinx  +  C2Sin2x  -\-  Czsin3x  -[-  .  .  .  . 

0  ^  a;  ^  jr, 

und  far  den  Coefficienten  On  die  Formel 

n 

2   r 

Cn  =  —  /  C08(ny^n6siny)dy 


9 

n  n 


=  —  I  cosnyco8(n sstny) dy  -\ 1  stnnystn (n sstny) dy. 

nuj  nytj 

0  0 

Bei  geraden  n  nimmt  das  Product  cosnycosinssiny)  im  zweiten 
Quadranten  dieselben  Werthe  an,  wie  im  ersten  Quadranten,  während 
dasl^roduct  8innysin{nssiny)  in  beiden  Quadranten  gleiche  und  ent- 
gegengesetzte Werthe  hat;  es  ist  daher  einfacher 

In 

4     /' 
für  gerade  n,      0«  =  —  /  cos(nssmy) cosny  dy. 

0 

Doroh  Ahnliche  Bemerkungen  erhält  man 


\n 


4     C 

für  ungeraden,    C«  =  — •  /  8%n{^swny)sinnydy. 

0 

In  beiden  Formeln  setzen  wir  y  =  |;r  —  %  und  erhalten 

4         nit  i* 
C«  =  — coB-^  I  co8(nscosi)co8ntdt9       n  gerade, 
n7C        2  u 
a 

4        nÄ  / 
Cn  =  — ^^"JT  /  ««^(nficosOcosn^d^,        n  ungerade 
nit        2 «/ 

0 

oder,  was  auf  Dasselbe  hinauskommt. 
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n 

Cn  =  — ^^^'TT  I  cos(nB  (mt)  cosnt  dt^       n  gerade, 

0 
TT 

Cn  =  — sin---  I  $in(nB cost) casnt dt t        n  angerade. 
fiJt         2  J 

0 

Auf  die  Torliegenden  Integrale  l&sst  eich  die  Formel  34)  anwenden, 
das  eine  Mal  för  q>(cost)  =  cos(nECOSt)t  das  andere  Mal  für  9  {cost) 
r=^  sin  (n  £  cos/) ;  in  beiden  Fällen  erhält  man  Dasselbe,  nämlich 

n 

Cn  =  —  ,    ^  ^       ;^ TT  /  co8(nBcost)sin'^''tdt. 

nTt  1.3.5...(2«  — l)o/        ^ 

Die  Ansfühning   dieser  Integration  hat  keine  Schwierigkeit,  wenn 

cos{nBcost)  nach  Potenzen  von  n e  cos f  entwickelt  wird;  man  gelangt 

dabei  zu  den  Integralen  von  der  Form 

n 

j  cas^Hsin^Hdt, 

0 

die  sich  mittelst  der  Reductionsformel 

co^Hsin^'^idi 
cos^^-Hsin^'^'^H    .     2Ä  — 


/' 


^   2k  +  2nJ 


2k  +  2n  '    2k  +  2 

leicht  entwickeln  lassen.     Durch  Ä;- malige  Anwendung  derselben  fin- 


det sich 

n 

cos'^H  sin^H  dt 
ö 


n 

I 


^  (2^~l)(2fe-3) 8.  1  r     tntdi 

2*.(Ä;  +  n)(ÄJ-f  n  — l)...(n  +  2)(n  +  l)y  ^^ 

_         1.3 (2Ä:--1)  1.3.5...(2n— 1) 

3ff 


2*(ii+l)(n4-2)...(n-f  Äj)        2.4.6....(2n) 

nnd  daraus  folgt  f&r  den  Coefficienten  C«  die  nachstehende  Formel, 
in  welcher  zur  Abkürzung  1 . 2 . 3 . . .  m  mit  m'  bezeichnet  ist, 


'~n'    n'      \         l'(n  +  l)  "^  2'(«  +  l)(n 


+  2) 


ß«*)«  ^..  I 


3'(n  +  l)(«  +  2)(«  +  8r     I 
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Es  verdient  übrigens  bemerkt  zn  werden,  dass  die  Entwickelang 

y  =  X  +  CiSinx  +  C.2Sin2x  +  C^sinSx  +  .  .  • 
auch  f ür  re  >»  sr  und  x  <^  0  gültig  bleibt   Ist  n&mlich  x  '^  n  aber 
<Z  2n,   so  kann  a?  =  2»  —  |  gesetzt  werden,  wo  |  zwischen  0 
und  n  liegt;  dem  entsprechend  sei  y  =  29r  —  i/.     Die  Gleichung 

y  —  ssiny  =  x 
geht  dann  über  in 

iy  —  fisiwi?  =  I, 
und  es  ist  daher  ^ 

ri  =  ^  -\-  Cisin^  +  (i5in2g  +  Q,stti3|  +  ••••» 
durch  Restitution  von  ij  =  2«  —  y  und  |  =  2;r  —  a?  folgt  hier- 
aus wieder  die  vorige  Entwickelung.  Dieselben  Schlüsse  gelten, 
wenn  x  ==  2n  -\-  ^,  y  =  2x  -\-  ri  gesetzt  wird,  und  es  erhellt,  in- 
dem man  auf  diesem  Wege  weiter  geht,  dass  die  genannte  Reihe  für 
alle  positiven  x  gilt.  Weil  endlich  die  Gleichung  y  —  Bsiny  =  x 
und  die  Reihe  für  y  in  der  Eigenschaft  übereinstimmen,  dass  glei- 
chen und  entgegengesetzten  x  gleiche  und  entgegengesetzte  y  ent- 
sprechen, so  bleibt  jene  Entwickelung  für  alle  reellen  x  richtig  *). 

Vm.   Die  Diriohlet'sohen  Reihen. 

Zufolge  der  in  Abschnitt  IV.  enthaltenen  Betrachtungen  bildet 
die  Summirung  der  Reihen  von  der  Form 

\Äo  +  Äicosx  -\-  Ä2Cos2x  4-  ÄiCasSx  +  •  ■  •, 

Bisinx  +  Bi8in2x  +  BsSinSx  -[-•... 

nur  ein  einfaches  Beispiel  für  die  Regeln,  nach  welchen  der  Grenz- 
werth  von 


/'■ 


sind 


bei  unendlich  wachsenden  m  bestimmt  wird  (Abschn.  III).  Die  All- 
gemeinheit dieser  Regeln  lässt  erwarten,  dass  jene  Anwendung  keine 
vereinzelte  sein  wird,  dass  vielmehr  aus  derselben  Quelle  auch  ander- 
weite Reihensummirungen   geschöpft  werden  können.     Wie  dies  in 

*)  Wie  es  scheint,  hat  Poisson  in  §.  221  seines  Lehrbuchs  derM^ 
chanik  den  ersten  Yersuoh  gemacht,  das  Kepler' sehe  Probtom  durch 
periodische  Reihen  aufzulösen,  ohne  jedoch  die  nöthigen  Formeln  hinrei- 
chend ZQ  entwickeln.  Das  Letztere  ist  von  Bessel  geschehen  in  den  Ab- 
handlungen der  mathem.  Gl.  der  Berliner  Akademie,  Jahrg.  1816  —  17. 
Berlin  1819.  S.  49  —  66. 

SehlSmilch,  AnalyBlt.  ü.  11 


162  Die  periodischen  Reihen. 

der  That  möglich  ist,  wollen  wir  im  Folgenden  an  einem  zwaten 
Beispiele  zeigen;  wir  stellen  uns  dabei  die  Aufgabe,  ana  der  als  b^ 
kannt  voraosgesetzten  Samme  der  endlichen  oder  unendlichen  Reibe 

Co  +•  Cicosx  -|-  C2COS2X  +  CsCosS«  -|-  •  •  • 
die  Summen  der  beiden  neuen  Reihen 

Co  +  C1CO8&  -\-  C^cosim  +  Czcos^a  +  ••••» 
CiSinto  -f  C^sin^m  +  CaSin9o  +  C^sinlöö  -f  .  .  .  • 
herzuleiten,  welche  letztere  man  als  Cosinus-  und  Sinusreihen  zwei- 
ter'Stufe  bezeichnen  könnte,  in  so  fem  hier  die  Vielfachen  Yon  o 
eine  arithmetische  Reihe  zweiter  Ordxftmg  bilden*). 

Bevor  wir  uns  mit  diesem  Probleme  näher  beschäftigen,  müssen 
wir  erst  einige  Bemerkungen  über  gewisse  Integrale  vorausschicken. 

a.    Versteht  man  unter  Ic  eine  ganze  positive  Zahl  und  unter  p 

eine  zwischen  0  und  n  enthaltene  Grösse,  so  ist,  yg  im  absolaten 
Sinne  genommen, 

de  ■{■      I       ^  de-\- 


dB  + 


/sins  , 


(*— X)7r  kn 

im  ersten  Integrale  rechter  Hand  werde  a  =  y  substituirt»  im  zwei- 
ten jer  =  ^  -|-  y,  im  dritten  j?  =  2ff  -]-  j^  u.  s.  f.,  es  ergiebt  sich 
dann  durch  Zusammenziehung  derjenigen  Integrale,  welche  die  glei* 
eben  Grenzen  0  und  Jt  erhalten  haben, 

0  0 

Für  das  zweite  Integral  linker  Hand  bemerken  wir,  dass  sin  jf  immer 
positiv,  mithin 

*)  Diese  Analyse  ist  eine  Schöpfung  von  LeJeune*Dirichlet;  s. 
Abhandlungen  der  K.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  Jabi^^cg 
1835,  erschienen  1837,  oder  Grelle 's  Journal,  Bd.  17,  S.  57. 
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Vhx  +  QJ  J  Vkx  +  y  Vää/ 

ist;  der  Werth  dieses  iDtegrales  convergirt   daher  bei   unendlich 
wachsenden  h  gegen  die  Null.    Es  ist  demnaeh 


00  7t 


sinffdy. 


Die  rechter  Hand  vorkommende   unendliche  Reihe  convergirt  und 
besitzt  eine  positive,  weniger   als  --j^  betragende  Summe;  hieraus 

vy 

folgt 

Demnach  hat  das  Integral 


/ 


8tnß  - 
de 


einen  zwischen  0  und  2Vn  enthaltenen,  d.  h.  einen  positiven  end- 
liehen Werth. 

Betrachten  wir  zweitens  das  analoge  Integral 


i;* 


/cose  .  icasB  -     ,      Pcose  , 

,  W"  =  J  vT'' -^  IvT"' 

80  gelten  folgende  Schlüsse.     Im  ersten  Integrale  rechter  Hand  ist 
cose  positiv,  mithin 


/•TT  in 

cose  ,    ^    /•  1 


de; 


das  Integral  besitzt  demnach  einen  positiven,  zwischen  0  und  V2n 
liegenden  Werth.  Im  zweiten  Integrale  sei  i^  =  |sr  -^  £;  dasselbe 
verwandelt  sich  dann  in 


« 


.       6 


und  hier  zeigen  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin,  dass  der  Inte« 
gralwerth  von  endlicher  Orösse  ist. 
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Nach  diesen  Bemerkungen  Bosammeii  dürfen  wir 

setzen,  wo  a  und  h  gewisse  endliche  Grössen  sind,   deren  Werthe 
wir  später  gelegentlich  bestimmen  können. 

Für  ;er  =  ^>  gehen  die  Yorstehenden  Gleichungen  in  die  folgen- 
den über 


\Jco8(p)dt  =  a,     2]i 


-      2  1  C08(t^)dt  =  a,     2  I  sin(t^)dt  =  h, 

wofür  geschrieben  werden  kann 

•  Jco8{t'^)dt  =  a,       J8in(t^)dt  =  h. 
— »  — • 

Substituirt  man  femer  ^  ==  u  -|-  A,  wo  il  eine  beliebige  Constante 
bezeichnet,  so  erleiden  die  Integrationsgrenzen  keine  Aenderong. 
und  es  wird  wegen  (u  -\-  ky  z=  u^  -\-  k^  -{-  2  ku 

J  cos(u^  +  k^)co82kudu  —    I  sin{u^-\-k^)sm2kuduz=ia, 


—  00  — OD 


1 8in(u^']-k^)co82kudu  +    J  cos(u^ -^  k^)sin2kudu  =  h. 


—  OO  —  00 


Zufolge  des  Umstandes,  dass  die  Functionen  sin{u^  -^  k^)8in2ku  nnd 
cos  (u*  -j-  ^^)8in2ku  die  gemeinsame  Eigenschaft  q)( — u)= — <F(«' 
besitzen,  verschwinden  die  beiden  Integrale,  in  denen  8in2ku  To^ 
kommt;  das  noch  Uebrige  lässt  sich  folgendermaassen  schreiben: 

co8{k^)  I  cos{u'^)co82kudu  —  s%n{k'^)  I  sin  (u^)  cos 2 ku  du  =  a. 

—  •  —OD 


in(k^)  I  cos(u*)co82kudu  -f-C08(A«)  /  si 


sin(k^)  I  cos(u*)co82kudU'{'C08(k*)  1  sin(u^)cas2kudu  =  ft. 


—  OD 


Hieraus  ergeben  sich  die  Werthe  der  beiden  linker  EUund  stebeodcL 
Integrale,  n&mlich 

/  cos{u^)co8  2kudu  =  aco8(k^)  +  hsin(k*)^ 

—  00 

/  sin  (1*2)  cos 2  Au  du  =  hco8(k^)  —  asin(k^. 
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Substitoiren  wir  noch 


u  = 


A  =  n  Vöi 


wo  Q  und  n  beliebige  Constanten  bedeuten,  bo  gelangen  wir  zu  den 
beiden  Formebi 

61)  I  ^^^{j — jcosnxdx  =  2[acos(n*o)  +  bsin(n^(o)]V(D, 

—  00 

62)  /  sin(-—)C08n3cdx  =  2[hco8(n^m)  —  a8m(n^a})]Va^ 

CO 

von  denen  wir  sogleich  Gebranch  machen  werden. 

b.  Im  Folgenden  setzen  wir  voraus,  dass  F(x)  eine  bekannte 
Function  von  x  sei  und  dass  för  alle  reellen  x  eine  Gleichung  von 
der  Form 

F(x)  =  Co  +  C1CO8X  +  CliC082x  +  CdCOsSx  -f  .  • . . 
existira^  ferner  sei 

ü ^=  C9  -\-  Cicaso)  -\-  C^cosiaa  -\-  CzCos9a  » '  '  '^ 
,     7=  CismG)  +  C^sin^G)  +  C^mSo  +  C74Stnl6oi -f-****« 
wir  können  dann  die  unbekannten  Summen   U  und  V  leicht  in  be- 
stimmte Integrale  verwandeln.     Multiplicirt  man  n&mlich  die  Glei« 
chungen  61)  und  62)  mit  Cn,  nimmt  dann  n  =  0,  1,  2,  3,  etc.  und 
addirt  alle  entstehenden  Gleiohnngani  so  erh&lt  man  augenblicklich 

J<^^(^)^i^)^^  =  2{aü+hr)  Vö, 

•-•  OD 

f9inC^Fix)dx=  2(517— aF)V», 


—00 


woraus  ü  und  V  selber  leicht  gefunden  werden  können.  Zufolge 
der  Bemerkung,  dass  F( —  x)  =  F(x)  ist,  lassen  sich  die  vorstehen- 
den Gleichungen  durch 

63)  J^^i^) ^^^^ dx  =  {aü  -\-hV)V^, 

64)  f^ir^^^^^^^  =  (hU—  aV)V^ 
0 

ersetzen,  und  in  dieser  Form  wollen  wir  sie  einer  genaueren  Disous- 

sion  unterziehen. 
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c.    Das  in  Nro.  63)  vorkommende  Integral  ist  der  Grenzwerth, 
welchem  sich  der  Ausdruck 

mTT  +  p 

66)  '  JcosI-^\Fix)dx 

0  mn 

für  unendlich  wachsende  m  n&hert,  wohei  m  eine  ganze  positive  ZaU, 
p  einen  positiven  endlichen  Best  bedeutet.  Das  letzte  Integral  un- 
tersuchen wir  zuerst,  substituiren  darin 

und  lösen  die  trigonometrische  Function 

in  die  Cosinus  und  Sinus  der  drei  einzelnen  Bogentheile  auf;  dies  giebt 
/  F(x)cosl  —  )dx=i — cos-- —  /  Flmn-\ Ojeos — ^casfwdtJ 

mn  0 


sin-: —  /  FltnnA ölsin— r-owmödö 


»  r    /         2cD  \ 
7  F(fnn+-ey, 


cos- —  /  F[m7C-\ d]sm—T-smmOdb 

0 

ß 

0 

Vor  den  rechter  Hand  verzeichneten  Integralen  stehen  Faotoren,  vu- 

che  zwischen  —  -—  und  -| enthalten,  also  von  endlicher  Gröese 

29t  29r 

sind;  weil  ferner  F(x)^  der  YoraussetzuDg  zufolge,  immer  nur  end- 
liche Werthe  besitzt  und  die  beiden  Functionen 

cos — T-    und    sm — r- 

die  Grenzen  —  1  und  4-  1  nicht  überschreiten  können,  so  hat  mu 
es  überhaupt  mit  Integralen  von  den  Formen 

ß  l 

J(p{d)cosmddd     und     J  ilf(e)sinmddd 
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zu  thun,  worin  die  FunctioDen  q>(6)  and  ^(6)  durchaus  endliche 
Werthe  behalten«  Nach  Formel  9)  ist  nun  bei  unendlich  wachsen- 
den m 


Lmjt(d)8mmede  =  LimJ^^^ 


et(0)dO  =  0. 
Ferner  hat  man  für  d  =  20' 

/  (p(e)cosmddd  =  2   /  (p(2d)co8  2tn»df^ 

0  0 

-ß  'ß 

0  0 

und  da  sich  die  beiden  letzten  Integrale  gleichen  endlichen  Grenzen 
nähern,  so  ist  auch 


imfi 


Lim  J  q>(e)cosmedd  =  0. 

0 

Die  vier  oben  genannten   Integrale   convergiren  demnach   gemein- 
BchafUich  gegen  die  Null,  oder  es  ist 


Lim  I  F(x)cos(^jdx  =  0 


und  nach  Nro.  65) 

eos(j^F(x)dx  =  Umfcos(^F{x)dx, 

d.  h.  man  darf  ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  die  obere 
Grenze  oo  als  ein  unendlich  Vielfaches  von  n  ansehen,  wobei  es  auch 
nicht  darauf  ankommt,  ob  m  gerade  oder  ungerade  ist. 

Wir  denken  uns  im  Folffenden  m  als  eine  Zahl  von  der  Form 
4n  -f  I  Qi^d  zerlegen  das  von  a;  =  0  bis  a;  =  (4n  -f-  1)^  gehende 
Integral  nach  dem  Schema 

''^  f     =/  +  /  +/  +•  •  +  / 

0  0  n  371  (In— 1)71 

Hit  Ausnahme  des  ersten  Integrales  sind  die  Integrale  rechter  Hand 
von  der  Form 
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:)dx^        $  =  1,  2,  3,  .  .  .  2n; 


mittelst    der    Sabstitution    x  =  2qx  -\-  y,    bei    welcher  F{x)  in 
F(2q7C-\-f/)  =  JP(y)  übergeht,  wird  daraus 

n 


AK 


4gi 

—  71 


^^(y)<iy. 


.  Dieses  Integral  zerlegen  wir  wieder  in  zwei  andere,  von  —  ar  bis  0 
und  Yon  0  bis  -|-  ;r  gehende  Integrale;  im  ersten  setzen  wir  y^z-^x, 
im  zweiten  y=x^  und  erhalten  dann  zwei,  auf  das  gleiche  Intervall 
0?  =  0  bis  rc  =  9r  ausgedehnte  Integrale,  welche  sich  zusammenzie- 
hen lassen.    Wegen  F{ —  x)  =  F{x)  giebt  dies 

n 
=  J  2F{x)cos(-^--j^yos^dx. 

0 

Da  jetzt  alle  in  Nro.  66)  vorkommenden  Integrale  gleiche  Grenzen 
besitzen,  so  können  dieselben  zu  einem  einzigen  Integrale  vereinigt 
werden;  man  erhält  damit  ein  Resultat  von  der  Form 

(4ii  +  l)W  71 

67)  y*^^(S)^^^^^*  ~  jXF{x)dx, 

0  0 

worin  X  folgende  Summe  bedeutet: 
•     ^  «*     ,    «      4««  +  a?»      Jr«    ,    ^      4(23r)«  +  ««      27cs 

X  =  COS-j—    4-  2C08 T^ €08 1-  2C0S-^ ^ ■ COS 

40)      '  4(D  CD  4  Gl  Ol 

,    ^       4(2«3r)3  4-  a>«      2n3ra5 

+  ••••  +  2co8— ^ r cos • 

4(0  (0 

Die  Summirung  dieser  aus  2n  -f~  I  Gliedern  bestehenden  Reibe 
ist  im  Allgemeinen  eine  schwere  Aufgabe,  sie  l&sst  sich  aber  in  dem 
speciellen  Falle  leicht  bewerkstelligen,  wo  für  a>  ein  aliquoter  Tbeil 
der  Kreisperipherie  gesetzt  wird.     Bezeichnet  nftmlich  X;  eine  ganse 

2  9t 

positive  Zahl  und  ist  a  =  -r- «  bo  verwandelt  sich  der  Ausdruck 

2cos(-= —  +  - — ]cos- — , 
\  CO  4cö/         m 

welcher  irgend  einen  der  Theile  von  X  darstellt,  in 
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qJcx 


2cas(--^  +  —)cos 


2    ' 

wo  hinsichtlich  der  Zahl  q  zwei  Fälle  zn  nnterscheiden  sind.  Bei 
geraden  q  ist  q^  und  ehenso  q'*h  von  der  Form  4p,  mithin  bildet 
\q^hx  ein  gerades  Moltiplum  von  n^  folglich  ist  das  vorliegende 
Prodnct 

Igx^       qkx  _ 

2  cos  -r —  cos  — r- ,  q  gerade. 

Bei  ungeraden  q  steht  ^  unter  der  Form  4|>  -f- 1  ^uid  q^k  unter 
der  Form  4r  -|- A;;  aus  dem  obigen  Producte  wird  dann 

2cos(—  4-  ■3^)^«~2~'      ^  ungerade. 

Nach  diesen  Bemerkungen  erh&lt  man 

kx^  [  1 

X  =  2cos-^||  +  coskx  -|-  cos2kx  +  •  •  •  +  cosnA;«! 

I    n       /**    .    Ä;a;A  f     ää  ,        ^kx  ,         ,        (2n— 1)ä?ä1 
+  2co5(^—  +  — j  [COS-  +  COS— +-+cos^^ ^ j 

Are*     sm(n  +  i)Ä;a? 
=  (JOS .  — "*     '   *^ — 

,         ßn   ,    kxWsm(^-\-'^kx      ..  /     i  int    1 

woraus  unmittelbar  folgt 

n 

0  ■ 

n 

—    I  F(x)cos(n  +  ^kxcos(—  -{-  —]dx. 

0 

Auf  der  linken  Seite  benutzen  wir  die  Gleichung  67),  rechter  Hand 
substituiren  wir  ^kx  =  0  und  setzen  zur  Abkürzung  2n  -f-  1  =  ^i 
es  ist  dann 
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CiPf^       ^^  ji  2    rsinm0/20\         fl«    ^,, 

t/  4g)  kj    Sinti      \k  J       2kn 


,     2    r$intne^/2e\       /kn  ,     fl«  \       .,. 


Bei  unendlich  wachsenden  n  und  m  convergiit  das  letate  Integnl 
gegen  die  Null;  die  Grenzen,  welchen  sich  die  beiden  übrigen  Inte- 
grale auf  der  rechten  Seite  nähern,  sind  mittelst  der  Formeln  12) 
und  13)  leicht  zu  ermitteln,  und  so  ergiebt  sich 


/ 


Fix)  cos  -r—  äx 


.    2ä(,  ^,^,       kn        ^/2ä\       /kn    ,    Vn\ 

,    _,/4«\      ßn    .    2«3r\ 

+  ^(T)nT  +  -2r)  — 


Hinsichtlich  der  letzten  Glieder  der  rechts  stehenden  endlichen  Rei- 
hen ist  noch  eine  Bemerkung  erforderlich.  Für  gerade  k  =  2  A  wird 
die  obere  Integrationsgrenze  \kn  :=hx^  und  dann  zeigt  die  Formd 

12),  dass  der  letzte  Summand  den  Factor  ^(~t~)  i^^hst  dem  Coef- 

ficienten  \  enth&lt.  Bei  ungeraden  A;=2A  -f~  I  ^i'd  \k7t^=^h%  -\'\%% 
und  nach   Formel  13)   kommt  im  letzten  Summanden    der  Ftctor 

— r— j  mit  dem  Coefficienten  1  vor.   Schreibt  man  wieder  o  statt 

23t 

—  und  berücksichtigt  die  Gleichung  63),  so  hat  man  folgendes  Resultat 
=  \F(0)  +  F[p)cos^  -f  F{2(o)cos^  + 

•  4  4 

4.iF(0)cas^  -  F(«)co5(-  +  — ) 

+  F(2iä)cos\^-  +  — j  - 
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Bei  geraden  k  enthält  das  letzte  Glied  jeder  Reihe  den  Factor 
F(|ä;g))  =  F(n:)  and  ist  nur  zur  Hälfte  in  Rechnung  zu  bringen; 
bei  ungeraden  Ä;  schliessen  die  Reihen  mit  denjenigen  Gliedern ,  wel- 
che den  Factor  F(|(Ä  —  l)ö)  =  F{3C  — 50)  besitzen. 

d.  Die  im  Vorigen  auf  die  Gleichuirg  63)  angewendeten  Trans- 
formationen gelten  fast  wörtlich  auch  für  die  Gleichung  64).  Man 
überzeugt  sich  vorerst,  dass 

OB  fflTf 

Am^^)F(a?)ela?  =  Linifsin(j^F{x)dx 
0  0 

ist,  worin  m  eine  unendlich  wachsende  ganze  Zahl  bedeutet;  man 
nimmt  femer  t»  =  4n  -f-  1,  benutzt  die  Zerlegung  nach  dem  Schema 
66)  und  findet  durch  dieselben  Substitutionen  wie  vorhin 

(4ii  +  l)7I  5*^ 

/  x^/^  •    ^'^  2    ramme  ^/2d\   .    6«    ,. 

/  F{x)stnr--dx  ==-=-  I  —:--ä-F('rr]Sin'Tj--dO 


0 


0 

Ikn 

_  1  fF(^A\ 
hJ      \kj 


Ikn 

wobei  rechter  Hand  m  =  2n  -f*  1  ist.  Durch  Uebergang  zur 
Grenze  für  unendlich  wachsende  n  gelangt  man  schliesslich  zu  der 
Gleichung 

Vta 
=  Fia)sm^  +  F(20)sin^  +  F(3a)ain^  -\ 


+  Fi2m)stn(^-  +  t)  ~ 


für  die  letzten  Glieder  der  rechts  vorkommenden  endlichen  Reihen 
gelten  hier  die  nämlichen  Regeln  wie  bei  der  Gleichung  68). 

Aus  den  beiden  Gleichungen  68)  und  69)  zusammen  können  U 
und  V  entwickelt  werden ,  was  am  besten  erst  in  jedem  speciellen 
Falle  geschieht. 
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Wählt  mRn  die  ursprängliche ,  durch  F(x)  rammirte  Reihe  eo, 
dass  sich  die  Summen  ü  und  F  direct  finden  lassen,  so  fahren  die 
Gleichungen  68)  und  69)  auch  zur  Eenntniss  von  a  und  h.  Dies 
ist  z.  B.  der  Fall  für  Co  =  l,  Ci  =  d  =  Cz  .  .  .  =  0;  es  wt 
dann  (S.  163)  F(x)  =  1,  ü'=  1,  7  =  0,  mithin  nach  Nro.  68) 

a 


=  J  +  cos-- \-  cos— 1-  cos—- [- 

4  4  4 


und  nach  Nro.  69) 

h  .  V(o  2^(0  3«© 

77=  =  stn— 1-  sm— 1-  sin—, U  .  .  • » 

ycD  4  4  4 

Beide  Gleichungen  müssen  für  jedes  o  =  -r-  gelten,    wobei    £e 

ganze  positive  Zahl  h  willkürlich  bleibt.  Im  einfachsten  Falle  l!=l, 
Q  z=  29r  ergiebt  sich 

b  ,   .    jr 


ö  1,1       Ä 


V23r 


=  ^«»T 


mithin 
70) 


»='=VI- 


e.    Ein  sehr  bemerkenswerthes  Beispiel  liefert  die  Annahme 
F(x)  =  1  +  cosx  +  cos2x  +  •  •  •  +  oos(k —  l)x 


.    ,    sin(h  —  \)x 


2sin^^ 


Für  jedes  ganze  positive  h  ist  dann 

in(2Ä;r-^) 


F(h(o)  =  \  + 


2  sin 


hn 


—  i 

9 


stn 


hn 


1  — 


sin 


hx 


d.  h.  FQhm)  =  0,  vorausgesetzt,  daas  h  nicht  in  h  auigeht.  Dieser 
Ausnahmefall  tritt  bei  den  Gleichungen  68)  und  69)  niemals  ein, 
weil  h  höchstens  =  |X;  werden  kann;  man  hat  daher  wegen  ^(0)  =  ^ 
und  zufolge  der  Werthe  von  a  und  h 


Die  periodischen  Reihen.  173 

(^+F)— -^(l+cos-), 

(17-  F)^  =  _«„-. 

Entwickelt  man  hieraus  die  Werthe  von  ü  und  V  und  erinnert  sich 
der  ursprunglichen  Bedeutung  dieser  Grössen,  so  gelangt  man  zu  den 

folgenden  Reihensummirungen 

,    ,  V2n;    ,         222«    .  .'        (k—iy27C 

1  4-  cos — ; h  cos — f-  .  .  .  .  +  cos^ T^ 

k  k  k 

=  1(1  -\-coslk7t  +  sinlkn)Vkt 

.    V2n    ,  .  .    2>2«     ,  ,      .   (Ä— 1)^2« 

stn — ; \-  sin — ; h  ....  4-  stn^ ; 

k  k  k 

=  5(1  -f-  coslkjt  —  si«|Ä»)  Vk. 
Dieselben  sind   nicht  nur  analytisch  merkwürdig,  sondern  auch  fär 
die  Zahlenthebrie  von  "Werth  *). 

*)  Auf  anderem  Wege  ist  Gauss  zu  diesen  Snmmen  gelangt  in  der 
Abhandlung  Summatio  quarundarum  serierum  singularium;  comment. 
recent.  societ.  Gotting.  T.  I.  Hinsichtlich  der  damit  zusammenhängenden 
zahlentheoretischen  Untersuchungen  s.  Lejeune-Dirichlet's  Vorlesungen 
über  Zahlentheorie,  herausgegeben  von  Dedekind,  Braunschweig  1863, 
Supplement  I. 
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FOURIER'SCHEN  INTEGRALE. 


Die   Fourier'sclien   Integrale, 


L  Einleitende  BetracMungen. 

Bei   Ansicht'  der   im   vorigen  Abfichnittc    (S.  147)  bewiesenen 
Oleichnngen 

f{x)  =  |i4o  +  -äicos— +  A2C0S— — h-AaCos—jT—H « 

h 


A  2   r\,.^^      nni  .^ 

An  =  J^J  f(t)€OS  -^  dt. 


f(x)  =  J5i  8in  —  +  Basm  -y-  +  B^^sm  — g  -  + 


•  •  •  • 


0 
in  denen  a;  zwischen  0  und  A  enthalten  sein  mas«,  liegt  der  GManke 
nahe,  das  Gültigkeitsintervall  dadurch  so  viel  als  möglich  au  erwei- 
tem, dase  man  die  beliebige  positive  Grösse  h  unendlich  wachsen 
läast  Um  zu  sehen,  wohin  dieser  Orenzenübergang  fahrt,  setzen  wir 
zur  Abkürzung  fiLr  irgend  ein  u 

h  h 

jf{t)cosutdt  =  fp(u),     Jf(t)8inutdt  =  i>(H) 
0  0 

fem«r  ^  =  d  lUso  i  =  ^  und  schreiben  demgemäss 

Sohlömiloli«  Analysit.  II.  12 
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fix)  +  lv(0) 

=  -.6l  q)(p)  -\-  (p{5)cosx5  +  q>(2S)cos2x5  +  •  •  •  •  1 

f(x)  =^'d\tlf(d)sinxö  +  i;{2d)sin2x8  + 1. 

Bei  unendlich  wachsenden  h  convergirt  ö  gegen  die  Null,  und  es  kann 
in  diesem  Falle  der  bekannte  Satz 

1)  Um  J3[f(0)  -f  FiS)  -h  F(2Ö)  +  F(3 «)  +  •  • .] j  =rJF(u) du 

angewendet  werden;  man  erh&lt  so  aus  der  ersten  Gleichung 

2   /* 

f(x)  =  —  /  9(u)co8Xudu 

0 

und  aus  der  zweiten 

2   C 
f{x)  =  -  /  ^{u)8mxudu 

0 

Substituirt  man  noch  die  Werthe  yon  q^iti)  und  ^'(m)!  in  denen  jetzt 
ft  =  00  isti  80  gelangt  man  an  den  beiden  Formeln 

«0  00 

2)  f{x)  =  -  J  cos  XU  du  I  f(i)co8utdtf 


0 

00 


00  JO 

3)  f(x)  =  -J  sin  XU  du  1  f(f)  sin  utdt, 

0  0 

welche  die  Eigenthümlichkeit  darbieten,  dass  die  zweimalige  Inte- 
gration einer  willkürlichen  Function  wieder  auf  dieselbe  Fmiction 
zurückfahrt*). 

Diesem  Gedankengange  liegt  indessen  eine  Yoranssetanuig  zu 
Grunde.  Man  darf  nfimlich  die  Formel  1)  nur  dann  benutzen,  wenn 
die  Producte  2d,  Sd  •  .  .,  trotz  der  unendlichen  Abnahme  von  d, 
schliesslich  ins  Unendliche  wachsen ;  nAhem  sich  dagegen  jene  Pfo- 
dttcte  einer  endlichen  Grenze  A;,  so  ist  auch  nicht «  =  oo  Bosdem 
li  =  ib  die  obere  Grenze  des  Integrales  toA  F(u)dfL  Weldier  toq 
beiden  Fällen  hier  stattfindet,  lässt  sich  gar  nicht  enteeheideii, 
weil  die  Factoren  des  Productes  nö  von  einander  unabhängig  sind. 


*)  l>ie  obige  Entwickelung  wurde  zuerst  von  Fourier  gegeben  io 
der  Theorie  de  la  chaleur,  Paris  1822. 
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and  es  können  deshalb  die  Fonneln  2)  und  3)  noch  nicht  als  streng 
bewiesene  gelten.  Ferner  giebt  die  vorige  Betrachtung  keinen  Auf- 
schlnss  über  die  Werthe  der  Doppelintegrale  in  2)  und  3),  faUs  die 
Integrationsgrenzen  für  t  und  u  andere  als  0  nnd  Qo  sind;  es 
macht  sich  daher  auch  nach  dieser  Richtung  hin  eine  genauere 
Untersuchung  der  erhaltenen  Doppelintegrale  nothwendig. 


n.    Die  Fourier'scliexi  Doppelintegrale. 

a.  Wir  betrachten  im  Folgenden  das  nach  t  und  u  genommene 
Doppelintegral 

jU  b 

1)  P^  =  -    I  cosxudu  I  f(t)co$utdt, 

0  a 

worin  5  ^  a  ]>>  0  sein  möge.  Unbeschadet  der  Allgemeinheit  kön- 
nen wir  dabei  x  als  positiv  ansehen,  denn  es  erhellt  unmittelbar, 
dass  P^  für  irgend  ein  negatives  x  denselben  Werth  hat  wie  für 
ein  gleich  grosses  positives  x.  Setzen  wir  ferner  voraus ,  dass  f(t) 
von  f  =  a  bis  ^  =  b  endlich  und  stetig  bleibe,  so  sind  die  Bedin- 
gungen erfüllt,  unter  denen  die  Reihenfolge  der  beiden  Integrationen 
umgekehrt  werden  darf;  wir  haben  daher  auch 

b  jLl 

P^  =  ^  j  f(t)dt  I  2costucosxudu 

a  0 

oder  nach  Ausführung  der  auf  u  bezüglichen  Integration 


a  a 

Im  ersten  Integrale  substituiren  wir  f  —  o?  =  ö,  im  zweiten 
t  -\-  X  =  0  und  erhalten 

Zufolge  der  Voraussetzungen  5  >  a  >  0  und  a;  >  0  convergirt 
das  zweite  Integral  bei  unendlich  wachsenden  fi  gegen  die  Null,  so 
dass  nur  übrig  bleibt 


b — X 


3)  P^    =\lJmf^nx^(i)d(l. 


a—x 
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Hinsichtlich  des  x  sind  nun  fünf  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  nämlich 
X  <^  üf  oder  =  a,  oder  zwischen  a  und  b  enthalten,  oder  =6  oder 
!>•  h  ist.  Im  ersten  Falle  sind  die  Integrationsg^nzen  a  —  x  und 
h  —  X  gleichzeitig  positiv  und  von  Null  verschieden;  die  Formel  4) 
giebt  dann 

4)  P«  =  0,  0<x<a. 
Für  X  =  a  erhält  man  wegen  h  —  a  >  0 

5)  P.  =  l/(a),  x=ra. 

Wenn  x  zwischen  a  und  h  liegt,  ist  die  untere  Integrationsgrenze 
negativ,  die  obere  positiv;  das  Integral  lässt  sich  dann  auf  folgende 
Weise  zerlegen 

— (ar— a)  0 

wobei  wir  im  ersten  Integrale  —  0  statt  0  einführen  wollen.  Aus 
der  nunmehrigen  Gleichung 


X — a 


0  0 

folgt 

7)  P^=fix\  a<a:<5. 

Für  X  •=^h  verschwindet  das  zweite  Integral  in  Nro.  6),  und  das 
erste  giebt 

8)  P.  =  i/(ft),  x  =  b. 

Ist  endlich  a?  ^  5,  so  erhält  das  zweite  Integral  in  Nro.  6)  eine  ne- 
gative obere  Grenze,  welche  sich  durch  Einführung  von  —  d  statt 
6  in  eine  positive  Grenze  umwandeln  läset;  man  erhält  so 

ar— «  x—b 

0  0 

d.  i. 

9)  P«  =  0,  x>  b. 

Zufolge  der  ursprünglichen  Bedeutung  von  Pu^  verglichen  mit 
den  in  Nro.  4),  6),  7),  8)  und  9)  gefundenen  Werthen  von  P^,  bat 
man  nun  den  Satz: 

« 

Wenn  b>.o>'0  ist  und/(a:)  endlich  und  stetig  bleibt 
von  X  z=  a  bis  «  =  6,  so  gilt  die  Gleichung 


10) 


00  " 

f(x)  =  -J  cosxudu  J f{t) 
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COS  XU  du,   I  /lt)co8utdt 

0  a 

für  alle  zwischen  a  und  h  enthaltenen  x\  für  x=a  re- 
dncirt  sich  der  Werth  der  rechten  Seite  auf  |/(a),  für 
x^=h  auf  5/(6);  für  positive  ausserhalb  jenes  Inter- 
valles  liegende  x  verschwindet  das  Doppelintegral. 

Man  kann  sich  hiervon  leicht  ein  geometrisches  Bild  verschaffen, 
wenn  man  x  als  Abscisse,  y  =  f{x)  als  Gleichung  einer  gegebenen 
Curve  und 


COS  XU  du  j  f{t) 


cosutdt 


als  Gleichung  einer  zweiten  Curve  betrachtet  Nehmen  wir  in  Fig.  37 

Fig.  37. 


OA  =  a,  AC=f{a),  AE  =  \f{a),  OB  =  h,  BD  =f(hl 
BF  =  5/(0),  so  besteht  die  zweite  Curve  bei  positiven  x  aus  der 
Strecke  OA,  dem  isolirten  Punkte  E,  dem  Bogen  CD  der  gegebenen 
Curve ,  dem  isolirten  Punkte  F  und  der  unendlichen  Strecke  B  X. 
Für  negative  x  ist  die  Curve  dieselbe. 

In  dem  Falle  a  =  0  bedarf  die   vorige   Untersuchung    einer 
kleinen  Modification ,  weil  sich  dann  das  Intervall  0  bis  a  auf  Null 
reducirt  und  daher  hinsichtlich  des  x  nur  noch  vier  Falle  zu  unter-^ 
scheiden  sind.     Die  Gleichung  2)  wird  jetzt 


— X 


und  hier  convergirt  das  zweite  Integral  nur  dann  gegen  die  Null, 
wenn  x>  0  ist,  während  dies  früher  auch  für  a?  =  0  der  Fall 
war.     Man  hatTnun  für  x  =  0 
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OC 


=  —  lAm  I  — 


sin  yLÜ 


0 


/(Ö)^ö=/(0); 


für  die  übrigen  Fälle  0<;a;<;l>,  fl;  =  6  und  a?  >  6  findet  man 
dieselben  Werthe  wie  vorhin,  mithin  lautet  der  neue  Satz : 

Wenn/(fl?)  in  dem  positiven  Intervalle  von  «  =  0  bis 
X  =  b  endlich  und  stetig  bleibt,  so  gilt  die  Gleichung 

OD  6 

1 1)  fix)  =  —  /  cosxudu  I f(t)co8utdt 

0  0 

für  alle  zwischen  0  und  h  enthaltenen  X;  für  x  =  Q  ist 
der  Werth  der  rechten  Seite  =/(0),  für  a?  =  5  ist  er 
=  s/W;  für  a?  >  b  gleich  Null. 

Fig.  38. 

I 

V 


Diesem  Resultate  entspricht  Fig  38,  welche  keiner  näheren  Er- 
läuterung bedürfen  wird. 

Ihre  grösste  Ausdehnung  erhält  die  Formel  11)  für  b  =-  r, 
nämlich 


12)    m  =  -j 


2/"         , 

^=  —  /  cosxudu 


00 

j  f(t)cosu 


tdt 


0  <r<:  X. 


b.    Wir  betrachten  zweitens  das  analoge  Doppelintegral 
Qu  =  —  I  sin  XU  du  I  f{i)s%nuidt 


unter  den  Voraussetzungen  6  >  a  >  0  und  x  >  0,  deren  letxt« 
sich  durch  die  Bemerkung  rechtfeiiigt,  daes  gleichen  und  entgc^T' n- 
gesetzten  x  gleiche  und  entgegengesetzte  Qu  entsprechen.  Pi<^ 
umgekehrte  Anordnung  der  Integrationen  giebt 
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Qu  =  "*  /  /(O^'  /  29intu8inxudu 


a  0 

b 


a  a 

oder,  wenn  im  ersten  Integrale  t  — «  =  #,  im  zweiten  (  -f-^^ö 
gesetzt  wird, 


Diese  Gleichung  anterscheidet  sich  von  Nro.  7)  nnr  im  Vorzeichen 
des  zweiten  Integrales,  und  daher  sind  hier  wörtlich  die  nämlichen 
Betrachtungen  wie  dort  anwendbar ;  man  gelangt  damit  zu  folgendem 
Theoreme : 

Wenn  5  >>  a  >>  0  ist  und/(x)  endlich  und  stetig  bleibt 
von  X  =  a  bis  o;  =  b,  so  gilt  die  Gleichung 


14) 


fix) 


sin  XU  du 


ffiOsi 


sinutdt 


für  alle  zwischen  a  und  b  enthaltenen  x;  für  x  tr=  a 
reducirt  sich  der  Werth  der  rechten  Seite  auf  |/(a), 
für  X  =  h  auf  |/(&);  für  positive  ausserhalb  jenes  In- 
tervalles  liegendeo;  verschwindet  das  Doppelintegral. 


Dem  entsprechend  zeigt  Fig.  39  die  graphische  Darstellung  der 
beiden  Curven,  welche  durch  die  Gleichungen 
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sin  XU  du  I  fit)si 


sinutdt 


bestimmt  sind. 

Wie  bei  der  vorigen  Untersuchung  tritt  auch  hier  eine  Modifi- 

cation  ein,   wenn  a  =  0  und  zugleich  x  =  0  ist.    Die  Formel  13) 

giebt  dann   Q^  =  0,   was  von  Hause  aus  zu  erwarten  war;    die 

übrigen  Fälle  bleiben  ungestört  und  man  hat  daher  den  Satz: 

Wenn/(ir)  in  dem  positiven  Intervalle  0  bis  b  endlich 
und  stetig  bleibt,  so  gilt  die  Gleichung 

sinxudu  I  /it)sh 


15) 


sinutdt 


0  0 

für  alle  zwischen  0  und  h  enthaltenen  x;  für  x  =  O  ii-t 
der  Werth  der  rechten  Seite  =  0,  für  a?  =  6  ist  er 
=  1/(6),  für  X  >  6  gleich  Null. 

Fig.  40  zeigt  die  entsprechende  graphische  Darstellung. 

Fig.  40. 


ihre  grösste  Ausdehnung  erhalt  die  Formel  15)  für  b  =   x. 
nämHch 


»  -=  1/ 


16)  /(x)  «c=  -  /  sinxudu  J  f(t)sinutdt, 

0  0 


'l 


0  <  a;  <  OD. 


c.    Die  in  den  beiden   vorigen  Abschnitten  entwickelten  Für- 
mein sind  u-  A.  an  die  Voraussetzung  gebunden,  das8/(x)  odery^M 
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endlich  bleibt  innerhalb  des  für  i  genommenen  Integrationsinter- 
valles,  und  es  entsteht  daher  die  Frage,  ob  jene  Bedingung  eine 
unerlässliche  ist,  oder  ob  es  nicht  Fälle  geben  kann,  wo  dieselbe 
ausser  Acht  gelassen  werden  darf.  Wir  wollen  diese  Untersuchung 
für  die  am  meisten  benutzten  Formeln  11)  und  15)  vornehmen  und 
dabei  den  sehr  gewöhnlichen  Fall  betrachten,  wo  /  (x)  gleich  anfangs 
für  X  =  0  positiv  unendlich  wird,  im  Uebrigen  aber,  d.  h.  für 

0  <C  ^  ~  ^1  endliche  Werthe  behält.  Da  unter  diesen  Umständen 
keine  Rede  davon  sein  kann,  die  Formeln  11)  und  15)  für  o?  =  0 
in  Anspruch  nehmen  zu  wollen,  so  setzen  wir  x^O  (aber  natürlich 
X  <^  h)  voraus  und  denken  uns  zwischen  0  und  x  eine  willkürliche 
Zahl  Q  eingeschaltet;  wegen  Q  <^  x  <^  h  ist  dann 

/b 
cosxudu  I  f(t)cosutdt, 

0  Q 

und  zufolge  der  Zerlegung 


b  b  i 


(10  0 

kann  dafür  geschrieben  werden 

/b 
cos  XU  du  I  f(t)cos  utdt 

0  0 

2  T         r'^ 

—  —  /  cosxudu  I  f(t)cosutdt. 

0  0 

Donken  wir  uns  die  obere  Integrationsgrenze  w  =  oo  wie  früher 
aus  einer  unendlich  wachsenden  Zahl  ft  hervorgegangen,  so  haben 
wir  auch     ^ 

/* 
cosxudu  J  f(f) cos tU dt  =  J?^, 

0  (I 

wobei  selbstverständlich 

Rf^  z=  "  I  cosxudu  I  f{i) cos  utdt 

0  0 

ist.  Die  Reihenfolge  der  Integrationen  darf  man  hier  nicht  ohne 
Weiteres  umkehren,  weil  das   unter  den   Integralzeichen  stehende 
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Vroduct /{t)  cos  XU  cos  ut  gleich  anfangs  für  i  =  0  unendlich  wird; 
jedoch  kann  man  sich  auf  folgende  Weise  helfen.  Wenn  die  Function 

f(t)  80  beschaffen  ist,  dass  /  f(t)dtf^i  =  0  einen  endlichen  Werth 
behält     wie  z.  B.  in  dem  Falle  f(t)  =  -p=  j,  so  besitzt  das  Integral 

ff(t)dt 

gleichfalls  einen  endlichen  Werth,  der  für  p  =  0  verschwindet. 
Wegen 

.  f  mdt  =  p/(* p),    0  <  fr  <  1, 

0 

gilt  dasselbe  von  dem  Producte  d'Qf{d'Q),  d.  h.  bei  unendlich  ab- 
nehmenden 5  ist 

Lim[ö/{d)]  =  0. 
Zufolge  dieser  Voraussetzung  hat  das  Doppelintegral 

S  =  2  J  cosxudu  I  /(0(1  —  cosut)dt 

0  0 

jedenfalls  einen  endlichen  Werth«  denn  das  unter  den  Integralzeichen 
stehende  Product  oder  der  Ausdruck 

.  ^/.v    1  —  cosxU 
cosxu,t/(t) 

wird  für  t  =  0  nicht  unendlich,  sondern  =  0.  Die  Grösse  S  ge- 
stattet zwei  verschiedene  Formen  der  Darstellung,  jenachdem  man 
die  angegebene  Reihehfolge  der  Integrationen  beibehalt  oder  nni- 
kehi't;  im  ersten  Falle  hat  man 


S=2  'J^f/(t)dt-nR^, 


0 

und  durch  die  zweite  Operation,  welche  jetzt  erlaubt  ist,  findet  sich 
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^     J  J        X  —  t  J        X  -\-t 

mithin  durch  Vergleichung"  beider  Werthe  von  8 

0  0 

Wegen  a?  >  p  und  t  <i  Q  ist  nun  für  jedes  fi 

1      ^  8inft(a;->0  1 


X —  Q  X  —  t  X  —  Q 

_     2.     <-  sm  /t  (j?  +  Q  <^    I  1 

und  wenn  man  q  so  klein  wählt,  dass  f(t)  von  ^  =  0  bis  ^  =  (» 
positiv  bleibt,  so  darf  man  diese  Ungleichungen,  ohne  sie  zu  stören, 
mit  f{t)  dt  multipliciren  und  integriren.  Zufolge  der  so  entstehen- 
den Ungleichungen  ist  für  jedes  ft  also  auch  für  ft  =  oo 


*-  =  j(j^ + ?)//»■«• 


0 

worin  £]  und  £2  zwei  nicht  näber  bestimmte  positive  oder  negative 
echte  ßr&che  bezeichnen.  Lässt  man  endlich  Q  in  Null  übergehen,  so 
schwindet  Bao  und  aus  Nro.  17)  wird 

f(x)  =  -  /  cosxudu  I  f{t)co8utdt,         0  <  «  <  5; 

0  b 

anter  der  für  f(t)  angegebenen  Bedingung  und  f ür  a;  >>  0  bleibt 
also  die  Formel  11)  immer  noch  richtig. 

Noch  etwas  einfacher  gestaltet  sich  die  Sache  bei  der  Formel 
15).     Man  hat  zunächst,  wenn  9  <C  ^  <C  ^  üt, 

b 


f{x)  =r  —  /  sin xudu  I  f(t) sin utdt 


Q 
b 


=r  -  /  sin  XU  du  I  f{t)  sin  utdt  —  Jl,^ , 


0  0 


worin 


2  f         r' 

Ra  =  ~  I  sin  XU  du  I  f{t)  sin  ufdt 
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gesetzt  wurde.  Zufolge  der  fiir/(0  angegebeDen  Beduagang  be- 
hält das  unter  den  Integralseichen  siehende  Product 

stnxu .  tf(t)  •  — - — 

durchaus  endliche  Werthe  und  verschwindet  für  ^  =  0;  man  darf 
deshalb  die  Anordnung  der  Integrationen  umkehren  und  erh&lt  durch 
ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin 

woran  sich  analoge  Folgerungen  wie  früher  knüpfen«  Die  For- 
meln 11^  und  15)  sipd  daher  auch  auf  solche  Functionen 
anwendbar,  die  für  x  =  0  unendlich  werden,  sobald  das 
Integral 

bei  endlichen  q  einen  endlichen  Werth  besitit. 

d.  Wir  wollen  noch  den  FaU  betrachten,  wo  f(t)  innerhalb  da* 
für  t  gewählten  Integrationsgrenzen  Unterbrechungen  der  Continuität 
erleidet,  ohne  dabei  unendlich  zu  werden.  Tritt  nur  eine  solche 
Discontinuität  an  der  zwischen  a  und  l)  liegenden  Stelle  t  :=.  Xi  ein. 
so  haben  wir  folgende  Zerlegung  ansuwenden 

-  /  cos  XU  du  I  f(t)  cos  ut  dt 

0  a 

=  -  /  cosxudu  I  f{t)cosutdt  -\ —  /  cosxudu  J  f(t)cosutdt. 

0  a  0  jTi+O 

In  jedem  der  Integrale  rechter  Hand  für  sich  bleibt  f(t)  oontinuirlich, 
und  die  Werthe  der  Integrale  können  nach  dem  Satze  11)  gefunden 
werden ;  jedoch  sind  hierbei  drei  Fälle  zu  unterscheiden.  Liegt  x 
zwischen  a  und  Xi ,  so  ist  der  Werth  des  ersten  =  f(x) ,  der  des 
zweiten  =  0.  Liegt  zweitens  x  zwischen  Xi  und  &,  so  verschwindet 
das  erste  Integral,  und  das  andere  giebt  f(x).  Im  dritten  Falle 
X  =z  Xi  hat  das  erste  Integral  den  Werth  \f(Xi  —  0),  das  zweite  dco 
Werth  }f{xi  -\-  0),  man  erhält  also  zusammen 

i  [fix,  -  0)  +  fix,  +  0)]. 

Kommen  zwei  Unterbrechungen  der  Gontinuität  vor  an  den  zwiseiMO 
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a  nnd  h  liegenden  Stellen  t  =  Xi  nnd  t  =  x^^  so  zerlegt  man  das 
aaf  i  bezügliche  Integral  nach  dem  Schema  * 

nnd  erhält  drei  Doppelintegrale,  deren  Werthe  nach  Nro.  11)  einzeln 
bestimmbar  sind.  Falls  x  zwischen  a  nnd  5  liegt,  aber  weder  =  Xi 
noch  =  x^  ist,  findet  man  als  Gesammtwerth  /  (:r);  für  x  =  Xi  da- 
gegen ergiebt  sich 

!(/(«,  -o)+/(ä!i  4-0)] 

nnd  für  a»  =  X) : 

U/ («*  -  0)  +  /  («,  +  0)]. 

Hieraus  ist  unmittelbar  ersichtlich,  wie  sich  die  Sache  bei  beliebig 
vielen  Unterbrechungen  der  Continuität  yerhält. 

Genau  dieselben  Schlüsse  sind  anf  die  Formel  14)  anwendbar, 
und  man  kann  daher  die  allgemeine  Hegel  aufstellen:  Erhält  x 
einen  solchen  individuellen,  zwischen  a  und  h  liegenden 
Werth,  dass/(a;)  discontinnirlich  aber  nicht  unendlich 
wird,  so  ist  nicht/(a;)  sondern  das  arithmetische  Mittel 

J  [/  («  -  0)  +  /  (rr  +  0)] 
der  gemeinschaftliche  Werth  der  Doppelintegrale  in 
11)  und   14). 

Noch  wollen  wir  bemerken,  dass  die  Fälle,  wo  f  {x)  an  den 
Grenzen  x  ^=:^  a  oder  rc  =  &  discontinnirlich  wird,  keine  Ausnahmen 
begründen.  Das  Intervall  von  a  bis  &  ist  nämlich  selbstverständlich 
mit  a  -|-  0  anzufangen  und  mit  h  —  0  zu  schliessen,  und  es  können 
daher  die  Werthe  /  (a  —  0)  und  /  (&  +  0)  nicht  vorkommen.  Das 
Doppelintegral  hat  im  ersten  Falle  den  Werth  \f{a  +  0),  im  zweiten 
den  Werth  \f  {h  —  0). 

e.  Bei  Ansicht  der  gefundenen  Gleichungen,  welche  unter  den 
Formen 

OD  00 

f  (x)  =  --  I  (p(u)co$xudu,        f(x)  =:z  —  I  tif (ujsinxudu 

0  0 

enthalten  sind,  liegt  es  nahe,  Differentiationen  in  Beziehung  auf  x 
vorzunehmen  und  hierdurch  neue  Gleichungen  von  den  Formen 

f'(x)  = I  u(p(u)sinxudu,    f'(x)  =  -\ I  uilf(u)co$xudu 

B  CO 

f"(x)= /  tt^w(u)cosxudu,    f*{x)  = /  u'*il){u)sinxudu 

%%/  TtJ 

0  0 

U.  8.  W. 


/ 
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herzuleiten.     Znfolge  des  ümstandes,  dass   das  Integrationsinterrall 
für  u  unendlich  gross  ist,  bedürfen  aber  diese  Operationen  einer  be* 
sonderen  Untersuchung  (ThL  I,  §.  92),  welche  wir  in  Beziehung  auf 
die  am  meisten  benutzten  Formeln  14)  und  15)  ausführen  wollen. 
Aus  Nro.  16)  folgt,  wenn  ohne  Weiteres  differenzirt  wird, 

usinxudu  j  f{t)cosuidt\ 

0  0 

um  diese  noch  problematische  Gleichung  zu  prüfen,  setzen  wir  in 
Nro.  15)  /  an  die  Stelle  von  /,  wobei  f{t)  von  f  =  0  bis  *  =  6 
endlich  bleiben  muss,  und  transformiren  die  nunmehrige  Oleichong 

f\x)  =  —  /  sinxudu  I  f'{t)sinutdt 

0  0 

mittelst  partieller  Integration  in  Beziehung  auf  U    Wegen 
b  b 

f(t)8inutdi  =f(h)8inhu  —  uJf(t)co8utdt 
giebt  dies 
f(x)  =    ^^  ^  j  sinhusinxudu /  usinxudu  j  f{()cosutdU 

0  0  0 

Der  Vergleich  mit  Nro.  18)  zeigt,  dass  die  letztere  Formel  nur  dann 
richtig  ist,  wenn  die  Gleichung 

/(&)  /  sinhusinxudu  =  0 

stattfindet.  Nun  hat  aber  das  vorliegende  Integral  den  völlig  unbe* 
stimmten  Werth 

es  kann  folglich  das  obige  Product  einzig  und  allein  in  dem 
Falle /(&)  =  0  verschwinden.  Die  Differentiation  der  Glei- 
chung 11)  ist  daher  nur  unter  der  Bedingung  /(6)  =  0 
erlaubt. 

Aus  Nro   15)   folgt   durch    Differentiation  die   problematiscb# 

Gleichung 

/b 
ucosxudu  j  f(i)8mutdt 
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Aodereraeits  ist  nach  Kro.  11),  falls /'(O  endlich  bleibt  von  ^  =  0 

/b 
casxudu  I  f({)cosutdi 

and  darch  theilweise  Integration  in  Beziehung  auf  t 

w/  ^        ^^f(f>)  P     u  ^         2/(0)  P 

f{x)  =  -^ — '  j  cosbucosxudu ^-^—  /  casxudu 


0 

b 


—  /  u casxudu  I  f(()sinutdt 


+ 

0  0 

Der  Vergleich  mit  Nro.  19)  zeigt,  dass  die  letztere  Formel  nur  unter 

den  Bedingungen 

f(fi)  I  cashu casxudu  =  0,      /(O)  /  casxudu  =  0 

Geltung  hat;  wegen  der  Unbestimmtheit  der  beiden  vorliegenden  In- 
t^rale  gehört  dazu/(&)  =  0  und/(0)  =  0.  Die  Differentiation 
der  Gleichung  15)  ist  also  nur  dann  erlaubt,  wenn  so- 
wohl /(6)  =  0  als/(0)  =  0  ist*). 


m.   Anwendungen  der  vorigen  Sätze. 

a.    Wählt  man  die  Function  f(t)  so,  dass  sich  die  Werthe  der 
Integrale 

»  b 

ff(t)casutdt,         ff(t)sinutdt 

a  a 

angeben  lassen,  so  gehen  die  betrachteten  Doppelintegrale  in  einfache 
Integrale  nach  u  über;  die  Werthe  der  letzteren  folgen  dann  von 
selbst  aus  den  Sätzen  des  vorigen  Abschnittes.  Für  f(i)  =  1  s.  B. 
liefert  das  Theorem  Nro.  11)  die  Formeln 

,^.  2    rcasxusinhu  .  ,  t^^    ^  ^       ^» 

0 


*)  Die  Untersuchungen  dieses  Abschnittes  sind  zuerst  vom  Verfasser 
angestellt  worden  (Analytische  Studien,  2.  Abtheil.,  Leipzig  1848);  sie 
erscheinen  hier  in  präciserer  Form. 


\  % 
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21)  —  /  du  =  0,         für  a?>0, 

0 

welche  aber  nicht  in  Beziehung  auf  x  differenzirt  werden  dürfen. 

b.     Aehnlicher  Art   ist  die  aus  der  Substitution  f(x)  =  c~ ' 
entspringende  Anwendung  der  Formeln  12)  und  16).     Man  erhalt 


f- 


cosxu    ^  n  ^  ^ 

du  =  ^re"-',  a?  >  0 


1  -f  w«  2 


•/^ 


aw  =  -r  e~',  «  >  0. 


+  ««  2 

0 

Die  erste  Gleichung  darf  wegen  /(oo)  =  c"*  =0  in  Beziehung 
auf  x  differenzirt  werden,  wodurch  wieder  die  zweite  Gleichung  ent- 
steht; weitere  Differentiationen  sind  aber  nicht  erlaubt*). 

Führt  man  statt  u  eine  neue  Variabele  g>  ein  mittelst  der  Sab- 

stitution  ü  =:  —  und  setzt  x  =  aß^  so  gehen  die  beiden  letzten 

Formeln  in  die  folgenden  über 


23) 


+   »2 

V 

^—^d«  =  _«-<./».       a>0,    ^>0. 


*)  Die  obigen  Integrale  hat  zuerst  La  place  entwickelt  mittelst 
eines,  nicht  hinreichend  gerechtfertigten  üeberganges  vom  Reellen  zum 
Imaginären  (Memoires  de  TAcademie  des  Sciences,  pour  l'annee  1782-; 
einen  anderen  und  genaueren  Beweis  giebt  Laplace  in  seiner  Theorie 
analytique  des  probabilitcs,  seconde  partie,  chapitre  premier. 

Es  möge  hier  gelegentlich  bemerkt  werden,  dass  man  zwar  cosxu, 
sin  XU  und  c— '  in  die  gewöhnlichen  Reihen  verwandeln,  also  z.  B. 


J\l  1.2.3  "*"  172775  "''    j  r 


du 


+  u^ 


_  »^  /,  _  «^   ,    j^ or^       ,  \ 

2V  1  "^  1.2  1.2.3  "^  *  •  •  7 
setzen  darf,  dass  es  aber  nicht  erlaubt  ist,  die  beiderseitigen  Coefficien- 
ten  gleicher  Potenzen  von  x  zu  identificiren.  Aus  einer  Gleichung  zwi- 
schen zwei  unendlichen  Potenzenreihen  Qq  +  aiX  -^  (i^a^  -{'  etc.  und 
fto  +  *i«  +  ^2«*  +  etc.  folgen  nämlich  die  einzelnen  Gleichungen 
Oq  ^  (q,  0]  =  &i,  etc.  nur  unter  der  Bedingung,  dass  beide  Reihen 
oonvergiren;  die  links  durch  Integration  der  einzelnen  Glieds  entiite- 
hende  Reihe  besitzt  aber  diese  Eigenschaft  nicht. 
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Mittelst  der  in  Thl.  I,  §.  92  angegebenen  Regeln  überzeugt  man  sieb 
leicht,  dass  diese  Gleichungen  beliebig  vielmal  in  Beziehung  auf  a 
differenzirt  werden  dürfen,  wodurch  man  zu  Integralen  von  den 
Formen 

/cosßo)       _           ,       /     a)sinß(o      . 
a(0    und      /  ^ ao 

gelangt.  Um  diese  Operation  allgemein  auszuführen,  setzen  wir 
für  den  Augenblick  a^  =  r  und  schreiben  statt  Nro.  27) 


/ 


— -i — -da  z=-—r=(rpyr  = —  — i— 

r  +  d«  2Yr  ß        ^r 


woraus  durch  n- malige  Di£ferentiation  nach  r  folgt 

J    (r4-cD2)"+i  ß     ^      ^  ^ 

Der  auf  der  rechten  Seite  angedeutete  Differentialquotient  lässt  sich 
mittelst    der    auf  Seite    9    angegebenen    allgemeinen    Formel  für 

jy^¥\yr)  entwickeln^  und  wenn  nachher  beiderseits  r  =  a^  und  zur 
Abkürzung  1  .  2  .  3  .  .  .  n  =  n'  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich 


00 


'''«"'«'       doi 


(0*4-0)»)»  +  » 
0 


~  2a. n'  \2a/  1     "^         2         «/ 


ß 

(n  +  2)(n+l)fi(n-l)      1 
"^  2.4  (a/3)2  "^  '  " 

Nach  demselben  Verfahren  erhält  man  aus  Nro.  28) 

"~    2.n'    V«/  l  2         aß 

■    (n+l)n(n-l)(n-2)      1  1 

■•■  2.4  («/»)*        i* 

c.  Um  mehrere  analoge  Formeln  entwickeln  zu  können,  schicken 
wir  einige    Bemerkungen  über  den   sogenannten   Inte  grallog  a- 
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rithmufl  voraus.     Man  yersteht  darunter  eine  Fonotion«  welcke 
durch  die  Gleichung 

0  0 

definirt  wird,  oder,  was  auf  Dasselbe  hinauskommt,  welche  die  bei- 
den Eigenschaften 

.„  ,.<o)=o.   im^± 

r 

besitzt.     Bezeichnet  im  Folgenden  x  immer  eine  positive  GrSsse,  so 
ist  für  £r  =  er-*,  {  =  e"^ 


"<-'>=/t''«=-/t 


28)  lt(e-')  =  r-T-ä^  =  -  l^a^ 
oder  für  I  =  asij 

29)  lt(e-')  =  —J^dn. 

1 

Wegen  ij  >  1  oder  —  <C  1  beträgt  der  Worth  des  Integrales  w^ 
niger  als  der  Wertfa  von 


/     ■     "' 


man  kann  daher 

30)  li{^')  =  —  P 


'X 


setzen,  wo  p  einen  nicht  naher  bestimmten  positiven  echten  Bradi 
bezeichnet     Aus  Nro  28)  folgt  ferner 


n 


U(e-')  -  U(<r')  =  —J-T^^ 


I 

oder  vermöge  der  Ibekannten  Reihe  für  e"^ 

\    X         1     a?« 
H(er-')  —  Zt(c-«)  =^«-YY+2'r:2 

n         1    1    ^    2  1.5  J 

wofHr  wir  kurz  schreiben 
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31)  M(«-«)  —  It(e-») 

1   X         Ix'  1        x^ 

=r   Cm   A-  IX -I 1- 

^«  T  **         j    1^-21.2  31.2.3^ 

Hierin  ist,  wie  man  gleichfalls  mittelst  der  Exponentialreihe  findet, 

^—^ ^^ 

0 

oder  identisch  ^ 

C.  =p-(l—yav  -in-  /"'"-^^'-"^'äv. 

0  0 

Setzen  wir  specieller  n  als  ganze  positive  Zahl  voraus,  so  können  wir 
den  Werth  des  ersten  Integrales  mittelst  der  Gleichung 

1  —  (1— 1?)»»_  1  ~  (1  —  vy 
V  ~  1— (1— v) 

=  1  +  (1  — v)  +  (1  — t;)«  +  (1  —  1;)^  +  •  •  •  H-  (1  —  v)"-' 

finden  und  erhalten 


c.  =  i  +  l+. ..+!-?«-/ 


1 

c-»«'  —  (1— r)" 


rfr. 


u 


Für  das  noch  ührige  Integral  bemerken  wir  zun&chst,  dass  bei  echt 
gebrochenen  v  immer  c~^  >  1  —  v  mithin  e"""'  i^  (1  — 1')^  dass 
folglich  der  Werth  des  Integrales  positiv  ist  Wegen  e*  >  1  +  ^ 
hat  man  femer  (1  —  v)^  >>  1  —  v^  und 

1  —  [(1  —  i7)e']«  <  1  —  (1  —  r«)"  <  nv^*) 

and  durch  Mnltiplication  mit  e^*^^ 

also  auch 

/ ^ -dv  <n  I  ve-^'^dv, 

0  0 

hiernach  darf  man,  unter  6  einen  positiven  echten  Bruch  verstehend, 


*)  Die  bekannte,  für  a  >  /)  geltende  Ungleichung 

an  —  /}« 

^  <  no"— 1    oder    ««  —  /J"  <  n««— 1(«  —  />) 

ist  hier  auf  den  Fall  a  =  l,/}  =  l  •«'  angewendet 

13* 
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1  1 

Tö-"*  —  (1— i;)"  r 

Beizen.   Zufolge  dieser  Bemerkungen  ergiebt  sich  ans  Nro.  36) 

4.7  l    X  \      X^  1         X^  . 

"^  1    l"^21.2       31.2.3"^" 

Bei  unendlich  wachsenden  n  convergirt  li{er^)  gegen  Jt (0)  =  0, 
und  die  Differenz 

1     i     1     f     1     i  L    1  7 

1^2^3^  n 

nähert  sich  (nach  Tbl.  I,  S.  435  und  436)  der  endlichen  Grenze 

G=  0,5772156649 , 

mithin  bleibt  die  Gleichung 

32)h(e-')=C  +  ?x---  +  -  — --^-^  +  ..-. 

welche  für  jedes  positive  x  gilt. 

Aus  Nro.  26)  ergiebt  sich  weiter  für  ;?  =  6+*,  £  =  tr^ 

hier  erleidet  der  Quotient  — rr-  innerhalb  des  Integrationnntenralia 

eine  Unterbrechung  der  Gontinuität  und  zwar  an  der  Stelle  |  =  0; 
mithin  hat  das  Integral  im  Allgemeinen  keinen  bestimmten  Wertii 
Um  diese  Vieldeutigkeit  zu  vermeiden,  definiren  wir  —  li{e^')  ik 
den  Hauptwerth  des  obigen  Integrales,  d.  h.  wir  setxen 

WO  8  eine  positive,  bis  zur  Null  abnehmende  Grösse  bedeutet.  Z«r* 
legen  wir  noch  das  Intervall  -|-  '  1>^8  4*  ®  i^  ^^^  beiden  Interrtil« 
+  d  bis  -f-  ^  tind  -}-  o:  bis  4"  00 1  80  ist  auch 
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»(.*.)  =  -  «.  j/f^  .8  +  ff^ät^  -  J'^  äl; 

im  ersten  Integrale  lassen  wir  —  |  an  die  Stelle  von  {  treten,  zie- 
hen darauf  beide  zwischen  4*  S  und  -\-  x  genommene  Integrale  zu- 
sammen und  setzen  d  =  0;  dies  giebt 


»(e.x)  =/-^-^  df  -/-T-^l 


I 

0  X 

oder  auch  für  1^  •=  xt] 

33)  N(e-)  =P"'-/"'  an  -J^M. 

0  1 

Das  erste  Integral  ist  mittelst  der  Reihe  für  c*»?  —  er^n  leicht  zu 
entwickeln,  das  zweite  Integral  kennt  man  nach  Nro.  29)  und  32); 
man  hat  daher 

34)  ^,(e..)=C  +  Z.4- jf  +  |j^  +  |7^+       •. 

und  kann  nun  auch  die  Formeln  32)  und  34)  zu  einer  einzigen,  für 
jedes  reeUe  x  gültigen  zusammenziehen,  wenn  man  schreibt 

35)  ,.-(<^)  =  c+|i(x.)4-jf +  i^  +  ii:f:3+ ••• 

Wir  betrachten  im  Folgenden  die  Function 

f{x)  —  e-Hi  (e+')  —  e+'  H  (e-'), 
für  welche  nach  Nro.  29)  und  33)  gesetzt  werden  kann 


^^"^=y — V — '^+y — V 

0  1 

Aus  der  letzteren  Form  ersieht  man  leicht,  dass  f(x)  für  alle  posi- 
tiven X  endlich  bleibt  und  dass  diese  Function  sowohl  für  x  =  0 
als  für  X  =  00  verschwindet*).     Es  ist  nun 


*)  Die  obigen  Behauptungen  lassen  sich  auch  mittelst  der  Reihen 
für  l«(e+*)  und  lt{e—*)  verüiciren.  Die  Gleichung  /(O)  =  0  folgt  dann 
unmittelbar  aus  der  Bemerkung,  dass  das  Product  («^  —  c—^)  Ix  für 
X  =  0  verschwindet.  Um  die  zweite  Behauptung  zu  beweisen,  unter- 
suchen wir  einzeln  den  Minuenden  e— '2«(e+')  und  den  Subtrahenden 
tf+-»^Zf  (c-*).    Die  Reihen  für  e*  und  14(6*)  liefern  folgende  Gleichung 

{C  +  lx)  ?1^-Zf(c+') 
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/  (t}sinutdt 

0 


=  J  stnutdt  I  dri 

0  0 

+ 


/  0» 


<W  OD 

l  0 

I 

^    ij  Itt»  4-  (1  - 1?)»      ««  +  (i  +  ij)»/ 

J  ,,  U»  +  (ij  - 1)«     «»  +  (ij  -f- 1)») 

und  wenn  hier  C  +  lx>2d.  i.x>^fi  genommen  wird,  so  sind  alle 
in  Parenthesen  stehenden  Differenzen  positiv;  man  hat  daher 

»(«+')  <  (C  +  ?a;)-5^-=JL  oder  c-*h(«+x)  <  ^-±if  (i  — ^-'V 
Da  andererseits  e^»  nnd  2t(6+«)  positive  Grössen  sind,  so  folgt 


wo  Ol  einen  nicht  näher  bestimmten  positiven  echten  Bmoh  bedeutet. 
Femer  ist  nach  Nro.  35) 

e+'li(&-*)  =  -  Ca  — f         0  <  ^t  <  1, 

also  snsammen,  wenn  x  >  4,2, 

.,  ,  C  +  lx„      ^ ,  1 


X         ^  '  ^'  X 

nnd  hieraus  ersieht  man  auf  der  Stelle,  dass  f{x)  bei   unendlich 
senden  x  gegen  die  Null  convergirt 
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und  hieraOB  ergiebt  sich  nach  Formel  16)  und  infolge  der  Bedeu- 
tung von  f{x) 


/ 


sin  XU 


j-j-j^dtt  =  |[e-'«(e+*)  -  «+«l«(e-«)]. 

Da  f{x)  an  den  Grenzen  der  Integration  nach  t  yenchwindet,    so 
darf  die  Yorstehende  Gleichung  differenzirt  werden,  wodurch  entsteht 


/ 


ucosxu^^  _  _  i^^xin^^»)  +  e^'U{e-*)l 


1  H-tt« 

Ö 

Mittelst  der  Substitutionen  u  =  — .  x  =^  aß   und    unter  Voraus- 

a 

Setzung  eines  positiven  a  erhält  man  noch 

und  es  sind  diese  Formeln  die  Gegenstücke  zu  Nro.  22)  und  23). 
Sie  gewähren  wie  jene  den  YortheH,  dass  die  von  zwei  Grössen  a 
und  ß  abhängigen  Integralwerthe  durch  Functionen  ausgedrückt 
sind,  die  nur  von  der  einen  Variabelen  aß  abhängen  und  mittelst 
immer  convergirender  Reihen  berechnet  werden  können. 

d»    Versteht  man  unter  f(x)  dieselbe  Function  wie  vorhin,  so  ist 

/{t)C08Utdt 


cosutdt  j 


dri 


+    /  cosuidt  j aij 

Ol 


=  f^  fle-^^-v)i  ^  e-o  +  ij)<]castt/(«< 


^    rdti  r^^^^_^^^  _  r-<^ +  1)^  cos tt<d( 

1  u 
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_   fäyl      1  —  1? 1  +  1? 


+  (1  +  n)' 


1 


.    fäyf     v-i n±J__\ 

J  1?  Itt»  +  (1?  —  Ij»     «*  +  (>?  + 1)»/ 


Ij»     ««  +  (»?  + 1)' 

=  1  +  J[~  ^»rdm^  +  !?(«*  + 4)  -  ?«} 

daraus  folgt  nach  Nro.  12)  und  vermöge  der  Bedeutung  von  /(r) 


/ 


und  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  x 

0 

Setzt  man  noch  u  =  — ,  a;=a/3  und  benutzt  die  Formeln  22)  und 
23),  so  erhalt  man  die  etwas  allgemeineren  Resultate*) 

*)  Dieselben  sind  zuerst  vom  Verfasser  entwickelt  worden  in  6ra« 
nert's  Archiv  der  Mathematik,  Bd.  V,  S.  204.  Eine  kleine  Tafel  der 
Werthe  von  Ii(«+*)  und  It(c-*)  möge  hier  noch  Platz  finden: 


X 

U(e^') 

li{t") 

1 

+ 

1,8951178 

—  0,2193839 

2 

+ 

4,9542344 

—  0,0489005 

3 

+ 

9,9338326 

—  0,0130484 

4 

+ 

19,6308745 

—  0,0037794 

5 

+ 

40,1852754 

—  0,0014483 

6 

+ 

85,9897621 

—  0,0003601 

7 

+ 

191,5047433 

—  0,0001155 

8 

+ 

440,3798995 

—  0,0000377 

9 

+ 

1037,8782907 

—  0,0000124 

10 

+ 

2492,2269762 

—  0,0000042 

Die  Fourier'schen  Integrale.  201 

38)  Ji. 


cosß(o    _ 


»»)  /ä^ 


sifißco  ,     , 


+   €0' 

u 

"Weitere  Anwendungen  der  Fourier'schen  Doppelintegrale  wird  man 
in  späteren  Abschnitten  finden. 


rv.   Erweiterungen  der  vorigen  Sätze. 

Zufolge  der  in  Nro.  II.  angestellten  TJntersuchuDgen  gilt  die 
Formel 

cos  XU  du  I  f(t)co9utdt^      5  >  0 

0  0 

für  alle  zwischen  0  und  h  enthaltenen  x  mit  Einschlnss  von  d;  =  0; 
bei  negativen  x  würde  sie  nur  dann  gültig  bleibeu,  wenn  zufälliger^ 
'weise /(a;)  mit  dem  rechts  stehenden  Doppelintegrale  in  der  Eigen- 
schaft /( — x)  =f(x)  übereinstimmte.  Die  letztere  kommt  allge- 
mein dem  Ai^sdrucke 

F(x)  +  FC—  x) 


/(^)  = 


2 


2u,  worin  F(x)  eine  beliebige  Function  von  x  bezeichnet;  es  ist  da- 
her für  alle  zwischen  —  h  und  -f"  ^  enthaltenen  x 

C08XUduJ\F{t)  +  F{^t)'\c08Utdt 


Im  Uebrigen  verweisen  wir  hinsichtlich  des  IntegraUogarithmns  auf  die 
Abhandlungen  von  Soldner  (Theorie  et  tables  d'une  nouvelle  fonction 
transcr^ndante,  München,  Lindauer  1809)  und  Bessel  (Königsberger 
Archiv  für  Naturwissenschaft  u.  Mathematik.  Heft  1,  Seite  7). 


'^^'^  Die  Fourier'schen  Integrale. 

Das  in  Beziehung  auf  t  genommene  Integral  zerfliUt  in 

h  b 

J  F(t)  cos  ut  dt  +  f^i"  0  oos  ui  dt, 

0  0 

und  wenn  man  im  zweiten  Summanden  —  t  als  neue  Vaiiabele  an* 
sieht,  so  erhält  man  statt  der  vorliegenden  Summe  die  folgende 

b  0  b 

J  F(t)cosutdt  +  Jl\t)co8utdt  =  jF{t)co8utdt. 
0  — *  — * 

Es  ist  demnach 

^^j        F{x)  -\-^i- ^)  =  LjcosxudufF(t)cosutdt, 

0  —6 

—  5  <  a?  <  +  ft. 
Ganz  ähnliche  Bemerkungen  gelten  für  die  Formel 

/b 
sinxudu  I  f(t)sinutdt^ 


0  0 


deren  Gültigkeit  an  die  Bedingung  0  <C  ^  <!  ^  gebunden  ist;  £e 
genannte  Formel  würde  nämlich  sowohl  für  x  =  0  als  für  negativ« 
X  richtig  bleiben ,  wenn  /(O)  =  0  und  /( —  x)  =  —  f(x)  wäm 
Beide  Eigenschaften  besitzt  der  Ausdruck 

und  daher  ist  für  alle  zwischen  —  b  und  -f-  b  enthaltenen  x 

SP  * 

^^""^  "2^^^ ""^  =  iy  smart* dfii^fFCO  -  F(—t)]8inHtdU 

0  0 

Das  auf  t  bezügliche  Integral  Usst  sich  auf  dieselbe  Weise  wie  to> 
hin  behandeln,  wodurch  folgende  Gleichung  entsteht 

/» 
8inxudufF(t)smutdt, 

0  —6 

—  b  <  a?  <  +  &. 
Durch  Addition  der  Gleichungen  40)  und  4l)  erhilt  man 
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42)  F{x)  =  —  JdujF(t)cosu(X'--t)dt,      —  6  <  a?  <  +  b, 

0  — ft 

wofür  auch  geschrieben  werden  kann 

»         b 

43)  F(x)  =  ^J  duj  F(t) cosu(x  —  0 «^^      —  6  <  a?  <  +  ^- 

—  00         —6 

Für  o;  =  +  b  reduciren  sich  die  Werthe  der  Doppelintegrale  in  40) 
und  41)  nuf  die  Hälften  ihrer  sonstigen  Werthe,  es  ist  daher  in  dio- 
sem  Falle  nicht  F(b)j  sondern  \F(J))  der  Werth  des  vorliegenden 
Doppelintegrales.  Liegt  z  ausserhalb  des  Interralles  —  5  bis  r:|-  &, 
so  verschwinden  alle  betrachteten  Doppelintegrale.  Fälle  der  Dis- 
continuilät  sind  nach  den  früher  angegebenen  Regeln  zn  beurtheilen. 

Die  Formeln  42)  und  43)  erhalten  ihre  grösste  Ausdehnung  für 
&  =  00 ;  sie  werden  dann 

44)  F(z)  =  —J  du  j  F(t)  cosuix  —  0  dt, 

0  OD 

/OD 
dujF{i)co8u{x  —  t)dt, 


—  00  —00 


und  gelten  für  jedes  endliche  reelle  a% 

£s  möge  endlich  noch  gezeigt  werden,  wie  sich  diese  Gleichun- 
gen auf  Functionen  mehrerer  Yariabelen  ausdehnen  lassen.  Wendet 
man  die  Formel  43)  auf  die  Function  (P(a;i,  0^2)  iu  der  Weise  an,  dass 
man  vorläufig  nur  Xi  als  Yariabele,  dagegen  x%  als  Constante  be- 
trachtet, so  ist  für  —  61  <C  *i  <C  +  ^1 

a>(»i,a?2)  =  — y  J  0ituX2)cosui(xi'^ti)duidti. 

Gleichfalls  nach  Nro.  43)  hat  man  auch,  indem  man  in  <Z^(^i,  a^)  die 
Grösse  X9  als  Yariabele  ansieht  und  sie  zwischen  den  Grenzen  —  2^ 
und  -|-  &3  wählt, 

*ft.«8)  =  — y  J  9(tuti)co8thiXi-^ti)dutdti. 


—  •  —6t 


Snbstituirt  man  diese  Gleichung  in  die  vorhergehende,  so  erhält  man 
^(^ii^)  ausgedrückt  durch  ein  vierfaches  Integral,  welches  der 
Kürze  wogen  folgendermaassen  geschrieben  werden  möge : 
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—  h  <  xi  <:  +  hu      —  62  <  a?2  <  +  ^• 
Für  fj  gelten  die  Integrationsgrenzen  —  hi  und  -{-  ^>  ^  ^  ^^^ 
Grenzen  —  &j  und  -f"  l^st  f&r  die  übrigen  Yariabelen  Ui  und  «^  die 
Grenzen  —  00  und  +  00, 

Es  wird  kaum  der  Erwähnung  bedürfen,  dasa  man  auf  gami 
analoge  Weise  eine  Function  dreier  Yariabelen  durch  ein  sechsfacbei 
Integral  und  überhaupt  eine  Function  von  n  Yeränderliehcn  durch 
ein  (2n)-fache8  Integral  ausdrücken  kann« 


DIE 
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Die  Bernoulli'schen  Functionen  und  die  halb- 

convergenten  Reihen. 


L  Die  Bernoulli'solien  Functionen. 

Schon  in  den  Elementen  der  Algebra  begegnet  man  der  Auf- 
gabe, endliche  Reihen  von  der  Form 

IP  +  2P  +  3P  4-  .  •  •  +  ÄJP, 

worin  I?  nnd  k  ganze  positive  Zahlen  bedeuten ,  zu  summiren,  auch 
hat  die  Lösung  des  Problemes  keine  Schwierigkeit,  wenn  man  nach 
einander  die  FäUe  p  =  1,  p  =  2,p=3  etc.  behandelt  und  jeden 
derartigen  Fall  auf  den  vorhergehenden  zurückführt;  eine  aUgemeine 
independente  Formel  kann  man  aber  mittelst  dieses  Verfahrens  nicht 
finden.  Dagegen  führt  die  Differentialrechnung  hierzu  durch  die  Be- 
merkungi  dass  die  Reihe 

IP  4.  2P  +  SP  +  .  .  •  4-  (*  —  1)P 

entsteht,  wenn  die  Reihe 

1  ^  e«»  ^-  e«»  4.  gSp  4.  ...  4.  g(*-i)* 

p.mal  in  Beziehung  auf  die  beliebige  Yariabele  v  differenzirt  und 
nachher  r  =  0  gesetzt  wird,  dass  also  die  Gleichung 

IP  +  2P  +  3P  +  •  •  •  •  +  (Ä—  l)** 

stattfindet,  um  die  angedeutete  Differentiation  auszuführen,  zer- 
legen wir  den  vorkommenden  Quotienten  folgendermaassen 

e»«^  —  1  _       p      ^  e*^  —  1 
e*  —  1   ~  c"  —  1  *        V       • 
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bezeichnen  den  ersten  Factor  mit  ^(t;),  den  zweiten  mit  /(r)  und 
machen  Oebrauch  von  der  bekannten  Regel  zur  Differentiation  der 
Producte;  dies  giebt 
1)  IP  +  2P  +3P  H +  (Jc—iy 

=  *(o)/fp)(o)  +  (p)i!f^'(o)/cp-i)(o)  +  (p)2*"(o)/(p-«(o)  +  .... 

Znr  Ermittelung  der  Werthe  von  ^(0),  ^'(0),  ^"(0),  etc.  bcnntzeu 
wir  die  in  Theil  I,  Seite  277  angegebene  Reibenentwickelang 

1     .    2^Bi  2^Bs        .    .       2«^5      5 

y   ^    1.2^        1.2.3.4^    ^  1.2. .6-^ 

■ 

worin  Bu  Bz,  B^  etc.  die  Bernoulli'scben  Zahlen  sind.     Die  linke 
Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  nnter  der  Form 

e^-'  +  l         j_^        2 


e^v  —  l  •    gar  _  1 

darstellen,  und  es  ist  daher,  wenn  y  =  \v  gesetzt,  beiderseits  mit 
\v  multiplicirt,  nnd  v  zwischen  —  2n  und  -}-  2x  genommen  wird, 

V 

c"  —  1 


2)     ir^=l-|t; 


i-t;9 2 f^    J t;S   ...    . 

1.2  1.2. .4  1.2. .6 

Hieraus  folgt 

*(0)  =  1,      t'iO)  =  -  I, 

i>"  (0)  =  +  £,,   !^"(o)  =  -  J?3,   i>''  (0)  =  +  B». . 

^'"(0)  =  0         ,     ^»  (0)  =  0         ,     ^"'(0)  =  0         ,  . 
Zur  Bestimmung  yon/(")(0)  kann  man  die  Gleichung 
c»»  —  1  *     ,     *»        ,        k*       .    , 


•   •    • 


t^  1      '    1.2       '    1.2.3 

benutzen,  welche  giebt 

Durch  Substitution  der  gefundenen  Werthe  folgt  aus  Nro.  1) 

IP  +  2»»  +  SP  + ■\-  (k—i)' 

p  —  5 
Da  (p)p  der  letzte  Binom ialcoefficient   ist,   so    schliesst    die    rechte 
stehende  Reihe 
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bei  geraden  p  mit  +      ^    ^^^ k , 

bei  uDgeraden  p  mit  +  l. — ^^k^, 

Bie  enthält  also  keinen  von  k  unabhängigen  Term.  Der  obigen  Glei- 
chung kann  man  auch  die  folgende  Form  geben 

3)  IP  +  2P  +  3«»  + 4-  (Aj  —  l)p 

und  hier  bedarf  es  nur  der  beiderseitigen  Addition  von  kP^  um  die 
Summe  der  anfanglich  erwähnten  Reihe  in  der  üblichen  Form  zu 
erhalten  *). 

An  das  obige  Resultat  knüpft  sich  eine  für  spätere  Untersuchung 
gen  sehr  wesentliche  Bemerkung.  Während  nämlich  die  linke  Seite 
von  Nro.  3)  nur  in  dem  Falle  einen  bestimmten  Sinn  hat,  wo  k  eine 
ganze  positive  Zahl  ]>>  1  bedeutet,  ist  die  rechte  Seite  einer  Verall- 
gemeinerung föhig;  man  kann  darin  k  durch  eine  beliebige  Yariabele 
K  ersetzen  und  erhält  dann  einen  Ausdruck,  welcher,  für  sich  be- 
trachtet, eine  ganze  rationale  Function  von  e  daretellt.  Um  jedoch 
nicht  eine  Function  (p  •\'  l)-ten  Grades  zu  betrachten  und  um,  wie 
gewöhnlich,  der  höchsten  Potenz  von  e  oder  k  den  Coefficienten  1 
zu  verschaffen,  setzen  wir  p  =r  m  —  1  und  multipliciren  mit  m;  die 
Gleichung  3)  geht  dann  in  die  folgende  über 

4)  »«[l»«-!  +  2"»-'  +  3"»-i  -|1  .  .  .  -I-  (Ä;—  1)"»~T 
=  Ar«  —  JfwÄ»»-! 

+  (wf)2i?iÄ'»-a  —  (w)4J53Ä;'»-*  +  (m)6  2?5Ä'»-« , 

deren  rechte  Seit«,  unabhängig  von  der  linken,  einer  speciellen  Dis» 
cussion  unterzogen  werden  soll. 

Demgemäss  definiren  wir  die  Function  ff[e^  m)  durch  die  Olei« 
chung  # 

5)  9 (fr,  f»)  =  jßr~  —  \mt^~''^ 

worin  rechter  Hand  kein  von  z  freier  Term  vorkommen  darf,  und 
nennen  9J(jBr,  wi)  die  Bernoulli^sche  Function  »i-ter  Ordnung. 
Beispielsweis  sind  die  acht  ersten  Functionen  dieser  Art: 


•)  Diese  Summen  Formel  wurde  zuerst   von   Jacob  Bernoulli  ent- 
wickelt in  der  Ars  conjectandi,  BasUeae  1713  (pag.  97). 
SohlOmlloh,  Analytff.  Ii,  |4 
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tp(e,  1)  =  g, 

<p(z,  2)z=ei  —  e  =e(g—  1), 

9)(«,  3)  =  «3  —  1-er*  +  i^  =  «(«- !)(«— 1), 

g>(e,  4)  =  «<  —  2«»  +  e^  =  e^(e—  1)», 

9(«,  5)  =  «»  -  I««  +  1^3  -  \z 

<p{e,  6)  =  ««  —  3  jer»  +  §^1  —  «^r« 

9)(5,  8)  =  Ä*  -  4^'  +  V*"  -  i^*  +  §«' 

=  0'(«-i)'(«*-2«'-i«'  +  |«4-D- 

Statt  der  Gleichung  5)  kann,  wie  aus  dem  Früheren  unmittelbar  her> 
vorgeht,  die  folgende  gesetzt  werden 

6)  ^(,,.„)  =  ,„z);-(^;£:i)^^^ 

oder  auch 

7)  ^,.,.)=„:(,£;^)^, 

und  mittelBt  der  beiden  letzten  Gleichungen  wollen  wir  nun  die  ver- 
schiedenen Eigenschaften  der  Bernonl Haschen  Functionen  ent- 
wickeln. 

a.    Für  0  =  0  reduciren  sich  die  letzten  Gleichungen  auf 

8)  y(0,nO  =  0; 

ebenso  erhält  man  für  jp  =:  1,  vorausgesetzt,  dass  m  die  Einheit 
übersteigt, 

9)  9(lim)  =  0,  I»  >  1. 

Jede  Bernoulli'sche  Function,  worin  m  >>  1  ist,  Iftsstsich  mithin 
durch  z{z —  1)  ohne  Rest  dividiren. 
Aus  Nro.  G)  folgt  weiter 


.    1  /e'«'  +  ')»  —  e**\ 


d.  i. 

Lässt  man  der  Reihe  nach  y  -}"  1 1  ^  +  2,  .  .  .  /y  -f-  Ar  —  1  aa  die 
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Stelle  von  y  treten  nnd  addirt  alle  so  entstehenden  Gleichungen 
nebst  der  vorliegenden,  so  erhält  man 

10)  9(y +  *.♦»)  —  9)(y,w) 

=  miy«-i  +  (y+i)m-i  +  (y  +  2)~-i+...  +  (f/  +  Ä;-l)— ^ 

Im  speciellen  Falle  y  =  0  wird  hieraus  die  schon  bekannte  Glei- 
chung 

q>{k,  m)  =  m[l«»-i  +  2"»-i  +  ...  +  (*  —  l)»»-!]. 
Der  Sinn  der  Gleichung  10)  ist  folgender.     Wenn  der  Werth  der 
Variabelen  e  mehr  als  die  Einheit  beträgt,  ohne  eine  ganze  Zahl  zu 
sein,  so  besteht  e  aus  einer  ganzen  Zahl  "k  und  aus  einem  echt  ge- 
brochenen Reste  y\  die  Gleichung  10)  oder 

11)  q>{k  +  y, I»)  =  9(y,  m)  +  mEy"»-!  +  (y  +  1)"*"^  +  •  •  • 

...  +  (y  +  Ä  -  1)"'-^] 
zeigt  dann,  wie  der  Fall  eines  unecht  gebrochenen  Argumentes  {e) 
auf  den  Fall  eines  echt  gebrochenen  Argumentes  zurückgeführt  wer^ 
den  kann.  Man  braucht  daher  den  Gang  von  q>  {e^  m)  nur  innerhalb 
des  Intervalles  j?  =  0  bis  xr  =  1  genauer  zu  untersuchen. 

Aus  der  identischen  Gleichung 


c«'  —  1       "~      "~  e-«»  —  1 


folgt 


/e<»--).--n     _  _        /  e-»  -  IN 
•  V      e"  —  1    /(o)  •  V    <r-  -  1 ; 

oder,  wenn  rechter  Hand  »  =  —  w  gesetzt  wird, 

d.  i.  vermöge  der  Definition  in  Nro.  7)  *  • 

12)  9)(1  —  xr,  wi)  =  (—  1)«»  q){e,  m). 

Die  Bernoulli'sche  Function  nimmt  also  von  z  =  \  bis  ^  =  1 
in  umgekehrter  Reihenfolge  dieselben  absoluten  Werthe  an,  welche 
sie  von  jer  =  0  bis  ^  =r  |  hatte,  und  zwar  mit  dem  gleichen  oder  mit 
entgegengesetztem  Vorzeichen,  je  nachdem  die  Function  von  gerader 
oder  von  ungerader  Ordnung  ist.  Die  Untersuchung  von  q){z^  m) 
kann  daher  auf  das  Intervall  ^er  =  0  bis  ^  =  ^  beschränkt  werden. 

Für  £r  =  i  und  ein  ungerades  w  =  2  n  —  1  giebt  die  vorige 
Gleichung 

13)  9(J,  2n— 1)  =  0. 

Um  auch  für  ein  gerades  m  =  2n  den  Werth  von  9(|,  m)  zu  er- 
mitteln, gehen  wir  auf  die  Gleichung  7)  zurück;  diese  liefert 
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lH7-  =  T7^-?^  =  *««)-♦(•) 

r    A-  1        e^    —  1 


Nun  ist  identisch 

jv \v  » 

e^    +  1 
mithin  durch  2n- malige  Differentiation 

\^     +    1/(0)  ^ 

und  für  t;  =  0,  wenn  beiderseits  der  Factor  2  zugesetzt  wird, 

9)(l,2n)  =  2(^-l)*(««>(0). 

Zufolge  des  bekannten  Werthes  ^<'^">(0)  =  (— l)"-*A«-i  hat  man 
jetzt 

14)  (p(\,  2n)  =  (-  iy^^=J.B„-^. 

Aus  der  Gleichung  12)  folgt  noch  f ür  jer  =  }  -{-  d? 

15)  9(1  — a?,  w)  =  (—  1)'«9(| +  «.»') 

und  wenn  hier  x  positiv  und  grösser  als  \  genommen  wird,  so  xeigt 
diese  Gleichung,  wie  der  Fall  eines  negativen  Argumentes  auf  den 
Fall  eines  positiven  Argumentes  zurückgeführt  werden  kann.  Zu- 
gleich ersieht  man,  dass  9>-(J  -{-  x,  m)  bei  geraden  m  eine  gerade,  bei 
ungeraden  m  eine  ungerade  Function  von  x  ist,  s.  B. 

9(J  +  flr,6)  =  (rc«-l)H^«-.J), 

g>(l  +  x,7)  =  x(x^^^(x*^lx*  +  ^ 

b.  Die  Formeln  13)  und  14)  sind  nur  specielle  Fälle  eines  all- 
gemeinen Satzes,  zu  welchem  man  durch  den  Versuch  gelangt,  die 
endliche  Reihe 

SU  Summiren,  worin  k  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet.  Als  Werth 
dieser  Summe  findet  sich  zunächst  unter  Anwendung  von  Nro.  7) 

■^riL«"(l  +  e*  +  e"*"  +  ---  +  c~*~)  —  Ä;]*(t')}( 


(0) 


m 


9 


e*  —  1  )(•) 
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Die  Subsiitation  v  =:  kto  verwandelt  diesen  Ausdrack  in 

ond  daraus  folgt  bei  geraden  m: 

=  J^S9>Oo^^^)  -  (-  !)*"(*« -1)  5,«- J 
dagegen  bei  ungeraden  m : 

Für  z  =:  0,  k  =  2  kommt  man  auf  die  Formeln  14)  und  13) 
zurück. 

c.  Um  die  Eigenscbaften  der  Differentialquotienten  von  9>(^,m) 
kennen  zu  lernen,  differenziren  wir  die  gebrochene  Function 

e«^  —  1 
e"—  1 

(m — l)-mal  in  Beziehung  auf  t;,  einmal  in  Beziehung  auf  xr,  und 
machen  dabei  Gebrauch  von  dem  Satze,  dass  diese  Operationen  in  be- 
liebiger Reihenfolge  vorgenommen  werden  dürfen.  Wir  erhalten  so 

mithin  ftkr  «  =  0  ond  unter  Benatzong  der  Formeln  6)  und  7) 
j  fy(g.»»)[  _  y(^^  „_i)  ^_  ^(».-«(0). 

Auf  die  Unterscheidung  gerader  und  ungerader  m  eingehend ,  ziehen 
wir  hieraus  die  Differentialformeln: 

18)  15^^  =  2»9(*,2«-1),       n>l, 

19)  ^Vi'.in+l)  ^  (2«  +  1)[9,(*,  2«)  +  (-  l)->5,«_,]. 
Durch  Umkehrung  derselben  ergeben  sich  die  Integralformeln: 
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20)  /  9!(«,  2n— l)d«  =  ^^%^,     n  >  1, 


0 


21)  f^iz,  2n)dz  =  '^^'^llX  ^^  +  (-  l)«B,.-i*. 

0  ^ 

Als  specielle  Fälle  derselben  verdienen  Erwähnung 
1 

22)  Jip{s,  2n-l)dz  =  {—  ly^l-^B^n-u 

0 

1 

23)  Jtp(js,  2n)dz  =  (—  l)»|Bai— i- 

d.  Die  Foimeln  18)  und  19)  geben  vollständigen  Aufscbluss 
über  den  Gang  der  B er noulli' sehen  Functionen  innerhalb  des  In- 
tervalles  jer  =  0  bis  ^  =  |;  die  betreffende  Discussion  fangen  wir 
mit  dem  Falle  m  =  2  an  und  führen  sie  mittelst  jener  Formebi 
weiter. 

Zunächst  erhellt  unmittelbar,  dass  die  Function 

fp{e,2)z=:zz[js—\) 
von  der  =  0  bis  j?  =  I  fortwährend  abnimmt  und  negativ  bleibt; 
für  ;er  =  I  erreicht  sie  ihren  kleinsten  Werth  y(|,  2)  =  —  J- 
Ferner  haben  wir  nach  Formel  19) 

dß 

die  rechte  Seite  ist  anfangs  f ür  ^er  =  0  positiv,  nimmt  dann  conti- 
nuirlich  ab  und  erhält  für  0  =  J  den  negativen  Werth  —  }  +  ^i 
=  —  ^,  woraus  folgt,  dass  es  zwischen  0  =  0  und  ler  =  |  einen 
aber  nur  einen  Werth  giebt ,  für  welchen  der  besprochene  Aasdruck 
verschwindet.  Diesem  Verhalten  von  ^'(jer,  3)  gemäss  wächst  anfangs 
q>(js^  3),  erreicht  zwischen  £rt=0  und  5  =  |  ein  Maximum  nnd  nimmt 
dann  wieder  ab.  Die  Zunahme  beginnt  mit  demWerthe  9(0,  3)= 0, 
die  Abnahme  endigt  mit  97(|,  3)  =  0,  mithin  bleibt  qp(5y  3)  posi- 
tiv von  der  =  0  bis  jer  =  I  und  hat  dazwischen  ein  Maximum. 
Die  Formel  18)  giebt  weiter 


s 1Z —  =  ^'C^t  2;  +  ^1; 


J — t: —  =  9>(^»3) 


dz 

und  da  nach  dem  Vorigen  q>{z^  3),  mithin  auch  ^>\z^  4)  positiv  bleibt, 
so  wächst  9  (0,  4)  fortwährend  innerhalb  des  betrachteten  Inierral- 
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les.  Dos  Wachsthum  beginnt  mit  9)(0,  4)  =  0,  mithin  ist  9>(£^|4) 
eine  im  Gebiete  des  Positiven  zunehmende  Function,  welche  für 
^  =  \  ihren  grössten  Werth  ^  ^3  erreicht 

In  der  ferneren  Gleichung 

6  — J^ —  =  9^(^.  V  —  -öS 

ist  die  rechte  Seite  anfangs  für  jT  =  0  negativ,  wird  aber  wegen 
des  positiv  wachsenden  9?(jr,  4)  immer  grösser  und  nimmt  für  xr  =  | 
ihren  grössten  Werth  an,  welcher 


9'Ö.4)-B,=(i-^)b, 


und  zwar  positiv  ist.  Aus  diesem  Verhalten  von  9?'(^,  5)  folgt,  dass 
qp(jer,  5)  erst  ab-  und  nachher  wieder  zunimmt.  Die  Abnahme  fangt 
an  mit  9(0,  5)  =  0,  die  Zunahme  hört  auf  mit  9 (|,  5)  =  0,  mithin 
bleibt  9>(5,  5)  negativ  von  5  =  0  bis  0  =  3  und  besitzt  innerhalb 
dieses  Intervalles  ein  Minimum. 


Weil  nun 


(fy(5,6)  _ 


ist  und  die  rechte  Seite  folglich  auch  9' (^9  6)  negativ  bleibt,  so  nimmt 
q){e,  6)  continuirlich  ab,  mit  dem  Werthe  9(0,6)  =  0  anfangend. 
Demnach  ist  9(i^,6)  eine  im  Gebiete  des  Negativen  abnehmende 
Function,  ähnlich  wie  fp(£,  2). 

Man  übersieht  augenblicklich  den  Fortgang  dieser  einfachen 
Schlüsse,  deren  Gesammtergebniss  leicht  graphisch  dargestellt  werdep 
kann,  wenn  man  a  als  Abscisse  und  9>(^,fn)  als  zugehörige  senkrecht 
auf  ß  stehende  Ordinate  construirt.  Für  ÄG  =^  CB  =  \  werden 
nämlich  die  Bernoulli'schen  Functionen  gerader  Ordnung  repriU 
sentirt  durch 

Fig.  41.  Fig.  42. 


Fig.  41,  wenn  m  =  2,     6,     10, 
Fig.  42,  wenn  m  =  4,     8,     12, 


14,  ...  4i)  —  2, 
16,  .  .  .  4|), 
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dagegen  die  Functionen  ungerader  Ordnung  durch 

Fig.  43.  Fig.  44. 


Fig.  43,  wenn  m  =  3,    7,    11,    15,  .  .  .  .  4j3  —  1, 
Fig.  44,  wenn  »»  =  5,    9,    13,    17,  ,  .  .  .  4|)  +  !• 

Will  man  diese  Gurven  über  0  =  A  B  =  1  hinaus  fortsetzen,  bo  hat 
man  die  Formel  11)  zu  benutzen.  Endlich  lehrt  die  Gleichung  15X 
dass  eine  durch  C  eenkrecht  zu  AB  gelegte  Gerade  jede  der  toU- 
ständig  gedachten  Curven  in  zwei  congruente  Theile  zerlegt,  welche 
auf  gleichen  oder  entgegengesetzten  Seiten  der  Abscissenachse  lie- 
gen, jenachdem  m  gerade  oder  ungerade  ist. 

e.  Wir  wollen  noch  zeigen,  wie  sich  die  Bernoulli' sehen 
Functionen  in  unendliche  Reihen  verwandeln  lassen,  die  entweder 
nach  den  Cosinus  oder  nach  den  Sinus  der  Vielfachen  eines  Bogen« 
fortschreiten.  In  der  bekannten,  für  0  ^  jp  ^  A  geltenden  Gleichong 

f(z)  =  |ao  +  ai  cos-j-  +  (hcos—r f-  OsCös— r h  •  •  •  •, 


2  r        jzTtz 


setzen  wir  zu  diesem  Zwecke  A  =  1,  f(ß)  =  (p{g,2n)  und  erhalten 
fp(j8,  2n)  =  Joo  +  fhCOSTCs  -j-  a2COs27Cs  -\-  (hcosSxg  -}-.... 
Hierin  ist 


coskmdz 


—  2   /  qp(^,  2») 
0 

J        *'     \     C*'  —    1  / 


coskmdz 


und  bei  umgekehrter  Anordnung  der  angedeuteten  Operationen 


ak  =  2B 


2n 


r  e*"  —  1 

/  V — 

J      c«'  —  1 


coshnzdz 


(•) 


=  2i)^''U(t;)  I  {(f''-l)co3hnzdz\    . 
[         0  J(s) 
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Daraus  ergiebt  rieh  in  dem  speciellen  Falle  Ä;  =  0 

l  '(0) 

ferner  fBr  fc  >  0 

d.  i. 

«*  =  2(-l)-'-V,„V?"\        für  gerade  *. 

etil  =  0  ,         für  ungerade  Ä;. 

Die  gesuchte  Reihenentwickelung  ist  hiernach 

24)9)(^,2n)  =  (— l)-5an^i 

O^ier^  1. 
Auf  ähnliche  Weise  lässt  rieh  9) (fr,  2»  —  1)  mittelst  der  allge- 
meinen, für  0  <C  g  <^  X  gültigen  Formel 

JY  \         r.      •     ^^     I     x      •     2«^  .     3«0     , 

X 
J>jt  =  -j- / /(£f)  stn -j^  dir 

entwickeln,  kürzer  jedoch  gelangt  man  durch  Differentiation  der  Glei- 
chung  24)  zu  demselben  Besultate,  n&mlich 
25)  9(ier,2»— 1) 

O<0<  1,    fi>  1. 
Uebrigens  gilt  diese  Formel  auch  f ür  ^er  =  0  und  för  jer  =  1 ,  weil 
die  linke  Seite  in  beiden  Fällen  zu  Null  wird  *). 

*)  Die  Benennung  und  erste  genauere  Untersuchung  der  Function 
^(Zytn)  rührt  von  J.  Raabe  her,  welcher  in  Grelle's  Joum.,  Bd.  42, 
S.  48  die  Gleichung 

5ff(l  —  2-Br)  =  l8in2ns  -|-  \8in4nM  +  \8inQnM  +  .  .  .  . 

als  Ausgangspunkt  benutzt,  rie  mehrmals  nach  einander  mit  äs  maltipU- 
cirty  von  ir  =  0  bis  ;r  =  1?  integrirt  und  so  auf  der  linken  Seite  succes- 
siv  ^{fj  2),  9>{0f  S)  etc.  entstehen  lässt  Dass  diese  Functionen  Differen« 
tialquoÜenten  sind  und  dass  sich  demzufolge  die  ganze  Discosrion  sehr 
vereinfacht,  hat  erst  der  Verfasser  gezeigt  in  der  Zeitschrift  für  Mathe- 
matik u.  Physik,  Bd.  I,  S.  193. 
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n.  Sommirung  einer  allgemeinen  Dlfibrenzenreihe. 

Unter  der  Yoraussetzang,  dass  die  Functionen  /(ti),  /'OOt 
/"(«),  .  .  . /(*»  +  *>(u)  innerhalb  des  Intervalles  «=Äbisa  =  x  +  A 
endlich  und  stetig  bleiben,  liefert  bekanntlich  der  Taylor' sehe  Sat2 
das  Mittel,  nm  f(x  +  h)  durch /(«),/ (a'),/"(x),  .  .  ./<«+>)(«)  aus- 
zudrücken,  oder>  was  dasselbe  ist,  das  genannte  Theorem  zeigt  den 
Zusammenhang  zwischen  der  endlichen  Differenz  f(x  -}- h)  —  /(r) 
=  ^/(x)  und  den  verschiedenen  Differentialquotienten  von/(x);  es 
ist  nämlich  nach  ThL  I,  §.  94 

jm  =  \n.) + J^/"(.) + + j7|;^/->(x) 

1 

0 

Nehmen  wir  der  Reihe  nach 

/(jr)  =  F(x\      r{x)  .       F'\x)  , J'<2*-«(x), 

m  =    2n  ,    2n — 1,     2n  —  2,.,..  1        , 

so  erhalten  wir  die  folgenden  2n  Gleichungen: 

1 

0  ^ 

^W        i-^W-Tjg'    ^^^^        ^  1.2..(2n— 1}  ^' 

1 

0  ^ 

1 


1 
^F(9i.-i)(a:)  =  Air(a»)(a;)  +  ^2  J^L:zlF^%n-^^H^  +  ht)di. 

0 
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Die  Qsreiie  dieser  Gleichangen  moltipliciren  wir  mit  Aiht  die  dritte 
mit  Äih^,  die  vierte  mit  Äzh^  u«  s.  w.,  wobei  Äit  A21  A^^  etc.  vor- 
läufig unbestimmte  Coefficienten  bedeuten  mögen;  femer  bezeichnen 
wir  zur  Abkürzung  1  .  2  •  .  .  m  mit  m'  und  addiren  alle  erhaltenen 
Gleichungen;  dies  giebt 

JF(x)  +  AihJF\x)  +  A^h^^F'^ix)  H 

.  .  .  +  ui2«-iÄ^"-^^J^***^>(«)  =  hF\x) 

• ♦ 

^  \(2w)' ^  (2n-l)' ^  (2«-2)'^      ^      V    )  ^' 


•    •    • 


p(j«+i)(a.  +  Ä<)clf. 


Ueber  die  noch  unbestimmten  Coefficienten  Au  ^a»  •  •  •  '^211—1  wel- 
len wir  jetzt  so  disponiren,  dass  die  mit  li^^  h^,  .  .  ,  h^*  multiplicir- 
ten  Ausdrücke  wegfallen,  dass  also  folgende  2n — 1  Gleichungen 
stattfinden 

2'  ^    V         "• 

3,-1-    2»   -t-    1»  —  "» 

—  4-^-4-^4-:!ii  — 0 
4'  ^    3'    ^    2'   ^    1'  ~    ' 


(2ny    '    (2w— ly    '    (2n-.2y    '  '        1' 

hieraus  ergeben  sich  der  Reihe  nach  die  Werthe 

Ai  ^=  —  2*      -"ä  ^^  iä>      "^  ^^^  ^»      A^  =  —  790«  ■•  • 
deren  Bildungsgesetz  wir  nachher  untersuchen  wollen.     Die  vorige 
Gleichung  vereinfacht  sich  nun,  und  wenn  zur  Abkürzung 

2®^     ^'- - -(2^0^  +      (2»-l)'      +•••  +  T 
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gesetat  wird,  so  laatet  dieselbe 

27)     ^F{x)  +  AihJF\t)  4-  AihidF^'ix)  +  •  •  • 

1 
=  hF'{x)  +  Ä»«  +  */'(7a,F<««+i>(x  +  /*0^*- 

0 

Für  die  n&hßre  Kenntniss  der  Coefficienten  Au  -^s»  etc.  ist  die 
Bemerkung  von  Gewicht,  dass  man  bei  einer  anderen  Grelegenheit  auf 
dieselben  Bedingongsgleichungen  kommt  wie  vorhin.  Versucht  man 
nftmlich  den  Quotienten  t;  :  (e*  —  1)  in  eine  nach  Potenaen  von  v 
fortgehende  Reihe  zu  verwandeln  und  setzt  man  demgemisa 

^P^  =  1  +  Cit;  +  ftt;«  +  Cit;«  +  .  .  .  .. 

so  Hegt  es  am  n&chsten,  die  unbekannten  Coefficienten  Ot,  C«,  etc. 
dadurch  zu  bestimmen,  dass  man  die  vorstehende  Gleichung  mit  der 
folgenden 

c»  —  1  =  -p-t;  +  yi;«  4-  Y^^  + 


multiplicirt  und  die  beiderseitigen  Coefficienten  von  f?, «',  etc. 
gleicht»    Die  Multiplication  giebt  nun 

•  =  «  +  (■?  + t)-" 

+ 

und  diese  Gleichung  kann  nur  bestehen,  wenn  die  Coefficienten  von 
t;',  t;^  t;^,  etc.  s&mmtlich  =  0  sind.  Für  Ci,  C«,  etc.  erh&li  man 
auf  diese  Weise  genau  dieselben  Bedingungsgleichungen,  welchen  vor- 
hin ili,  Aiy  etc.  unterworfen  wurden;  es  folgt  hieraus  die  IdentitÜ 
von  Cm  und  Am\  mithin  auch 

Andererseits  weiss  man,  dass  zwischen  den  Grenzen  t?  =  —  2zr  and 
t;  c=  4*  2  ff  die  Gleichung 
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besteht;  man  hat  daher  durch  Yergleichnng  beider  Reihenentwicke- 

longen 

ill  =  —  |,     ^8=0,  ^  =  0, 

^f  —  +  -2?»  -^4  —  —  "JT»  -^6  —  +   ßT» 

Die  hiermit  bestimmten  Werthe  der  Coefficienten  ^j,  Ä^^  etc. 
snbstitniren  wir  in  die  Gleichung  27)  und  geben  letzterer  die  Form 

28)     hfix)  =  ^F(x)  -.  imtF'ix) 

wobei  selbstrerständlich 

1 

ist;  wir  haben  dann  den  bemerkenswerthen  Satz,  dass  F*  (x)  in  eine 
Reihe  verwandelt  werden  kann,  die  nach  den  Differenzen  ^ F{x)^ 
JI*{x\  dF"{x)^  etc.  fortschreitet.  Der  letzte  Summand  (Äa»)  ist 
der  Rest  der  Reihe,  welcher  einer  näheren  Untersuchung  bedarf. 

Zufolge  der  Werthe  von  ^i,  A^^  etc.  hat  man  nach  Nro.  26) 
(1  —  if^  _  ,  (1  —  ^yn-i 

(2w)'  5   (2n  —  ly 

^,(1  -tf^-^  _  B,{\  -  0«"-* 
"^       (2n  —  2)'  (2n  —  4)'       "^  "  " 

,    (-  l)"Ja^^8(l— 0* 
^  2' 

oder  nach  der  gewöhnlichen  Bezeichnung  der  Binomialcoefificienten 

+  (2»i),Bi(l-<)*— «-(2«)4B,(l-0«  — «  +  ••• 
...  -1-  (-l)"(2n)j._,5,,_«(l-0»)j- 

Die  eingeklammerte  Reihe  ist  identisch  mit  der  Bernonlli'schen 
Function  9(1  —  t,2n)  =  <p,(^,  2n);  fOr  den  Rest  gilt  demnach  die 
Formel 

29)  Btn  =  -  ^^^J^{t,2n) F(« -  +  »{X  +  h1)dt. 


^«»  = — TKZ^i 5 
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Beiläufig  bemerkt,  kann  man  dieselbe  dadurch  verificiren,  daes  man 
rechter  Hand  2n-mal  die  theil weise  Integration  anwendet  und  daf^ 
Resultat  in  die  Gleichung  28)  einsetzt;  letztere  reducirt  sich  dann 
auf  die  Identität  hF'(x)  =  hF(x). 

Um  den  Rest  IZg«,  in  Grenzen  einzuschliessen,  stellen  wir  fol- 
gende Betrachtung  an.  Innerhalb  des  Intervalles  ^  =  0  bis  f  =  1 
erreiche  F^**  +  *^(a;  +  ht)  seinen  kleinsten  Werth  für  ^  =  o,  seinen 
grössten  Werth  für  f  =  6;  es  ist  dann 

jp(2i.  +  i)(aj  +  ha)  <  pca«+i)(«  +  ht)  <ZF^^''^^\x  + hh). 

Diese  Ungleichung  wird  durch  Multiplicatiou  mit  ( —  l)*q>{t^2v) 
nicht  gestört,  weil  dieser  Factor  positiv  bleibt  von  t  =  0  bis  t  =  l: 
multiplicirt  man  noch  mit  dt  und  integrirt  zwischen  den  Grenzeu 
^  =  0  und  ^  =  1,  so  findet  man 

B2,-tF(">  +  »(x  +  ha)< 

1 

(—1)«    rq>(t,2n)F^^^  +  ^^(x  +  ht)dt<:Bin-iF^^''^^K^+^^)- 

0 

Das  Product  Bs»— iF^^*"*"*K^  +  ^0  erhält  demnach,  wenn  t  von  ü 
bis  1  geht,  einmal  (für  x  =  a)  einen  kleineren  Werth  als  der  in  der 
Mitte  stehende  Ausdruck,  ein  anderes  Mal  (furo;  =  2))  einen  grosseren 
Werth;  zufolge  der  vorausgesetzten  Gontinuität  von  F^'"  +  *^(u)  mu&< 
es  daher  einen  zwischen  0  und  1  liegenden  Specialwerth  t  =  ^  ge- 
ben, für  welchen 

1 

{—!)'•  rKp(t,2n)F^^^  +  'Hx  +  ht)dt  =  -Ba.-i  J^«*  +  ^> (x  +  A  t*> . 

0 

wird.     Der  Rest  gewinnt  hierdurch  die  Form 

30)  Jt„  =  (-l)''  +  ^^"'-ny !«•-  +  '>(«  +  **),    0<«<I. 

welche  in  so  fem  allgemein  ist,  als  F^^^'^^^(u)  nur  den  anumgäng- 
lichen Bedingungen  der  Endlichkeit  und  Stetigkeit  zu  genügen  hat  *  i 
Mittelst  theilweiser  Integration  erhält  man  aus  Nro.  29) 


*)  Die  obige  Restformel  wurde  zuerst  von  Malmste'n  angegebeL 
in  Crelle*8  Journal,  Bd.  35,  S.  65.  (Leider  ist  diese  schöne  Abhandlun^f 
durch  eine  enorme  Menge  von  Druckfehlern  verunstaltet) 
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Bin  =  ^,Jtp'it,2n)F(»»Hz  +  ht)dt 


0 
Ä2» 


1 


(2n—  ly 

0 

zerlegt  man  das  Integral  in  zwei  von  ^  =  0  bis  f  =  ^  und  von 
^  =  I  bis  ^  =  1  gehende  Integrale  und  lässt  im  zweiten  Integrale 
1  —  (an  die  Stelle  von  t  treten,  so  findet  man  leicht 

1 

0 

Hier  sind  ganz  ähnliche  Betrachtungen  wie  vorhin  anwendbar;  aus 
ihnen  ergiebt  sich : 
1 


( —  ly  iq> (t,  2n  —  1) [F<«")(a;  +  ht)  —  F^^^>(x  +  Ä  — 


ht)]dt 


1 

=(—1)1.  [jpx2»)  (x  +  h&)  —  F<2«) (ar  +  Ä  —  h»)]  itp  (t,  2n  —  1) 


dt 


Setzt  man  noch  1  —  ^  =  0,  so  erhält  man  die  Restformel 

32)  B,, = (- 1)-+«  ^!^  ^g^"[F«  •)(a;+ÖÄ)-F««)(«+ WOl, 

welche  gleichfalls  allgemein  gilf"). 

Unter  besonderen  Voraussetzungen  lässt  sich  diese  Formel  noch 
vereinfachen.  Wenn  nämlich  F^^*^  (i*)  von  i*  =  ajbi8«  =  Ä?H-Ä 
continuirlich  wächst,  so  ist  wegen  0  <  6"  <  J  und  |  <C  ö  <  1 

0  <  J?X2«) (a;  -|_  0Ä)  —  JF^2«)  (a-  4.  ^Ä)  <;  -pi^n) (rc  +  Ä)  —  F<««> (x); 
bei  continuirlich  abnehmenden  jF^*"^  (ü)  ist  umgekehrt 

0  <  F(a«)  (o-  +  -fr  Ä)  —  J^2">  (ä  +  0Ä)<  F^>«>  («)  —  P«")  (a;  +  Ä), 

folglich  kann  in  beiden  Fällen,  d.h.  wenn  J^*"+^^(i*)  zwischen  «  =  « 
and  u  =  rc  -|-  ^  sein  Vorzeichen  nicht  wechselt, 


*)  Vom  Verfasser  angegeben  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und 
Physik,  Bd.  1,  S.  193. 
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gesetzt  werden,  wo  ß  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet.  Dief 
giebt 

«..=(-.)■- •<^^;i^  5^' ^^-H.) 

oder  kürzer 

33)  Ä„  =  (  — l)"  +  »2e^^^^^Ff*")(4    0<t<  1. 

Führt  man  die  in  Nro.  28)  yorkommende  Reihe  am  ein  Glifd 
weiter,  so  dass 

34)  hFix)  =  jdF{x)  —  Ih^F'ix) 

....  -I-  (-l)»+i  ^'"-^f*"  ^/J"«">(x)  +  Ä.., 
ist,  so  hat  man 

(  -  1)'-^'  ^'(V»/'  '  ^F(»'Hx)  +  B,.  +  ,  =  Äa. 
mithin  nach  Nro.  33),  wenn  2  b  —  l  =  q  gesetzt  wird 

35)  B,. ^,  =  (_1)»+1  9  ^gll^^fX. .)(,;), 

und  hier  liegt  Q  zwischen  —  1  und  -|~  !•  Um  zu  entscheiden,  in 
welchen  Fftllen  Q  positiv  und  in  welchen  es  negativ  ist,  entwickeln 
wir  B^ni-i  mittelst  der  allgemeinen  Formel  30)  und  erhalten  nacii 
Hebung  der  gemeinschaftlichen  Factoren 


(2n+  l)(2n  +  2) 
oder 


jp(2«+3)(^  +  ^Ä)  =  —  p  5a,-i^/F««>(x) 


F^^^^)(x  +  »h)  =  -'QB2n^i  fp^^-^^K^+h 


f>ff 


(2n+l)(2n  +  2) 

0 

Nach  der  bei  Nro.  33)  gemachten  Voraussetzung  ändert  Jp(««  +  i>  (^m 
d.  h.  jeder  Differentialquotient  ungerader  Ordnung  sein  Yorzeicher. 
nicht,  wenn  u  von  x  biso?  +  Ä  wächst;  dasselbe  gilt  von  JF'^*""^''(ui 
oder  von  F^a«  +  3)(a.  ^  ^^j^  Besitzen  nun  F<««+»>(it)  und  l«*"+*»(ii) 
gleiche  Vorzeichen,  so  kommt  dieses  Vorzeichen  auch  dem  recht« 
stehenden  Integrale  zu,  und  dann  muss  Q  negativ  sein;  haben  da- 
gegen F^*'+*^(fi)undF^*"+'>(tt)  ungleiche  Vorzeichen,  so  muss  *o> 
denselben  Gründen  Q  positiv  sein.     Unter  diesen  Vorausaetzanirtn 
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bildet  denmacli  der  Rest  iZan  +  s  einen  Bnichtheil  des  letzten  Gliedes 
der  Reihe. 

Nimmt  man  beispielweise  F(u)  =  C",  so  haben  JP^^+^^(t*)  und 
jp(9ii+8)  ^11^  immer  dasselbe  nnd  zwar  das  positive  Zeichen,  daher  ist  q 
negativ  etwa  =  —  fi;  nach  beiderseitiger  Division  mit  6*  +  *  —  e* 
erhält  man  nun  aus  den  Formeln  34)  und  35) 

=  1  —  a  '*  +  "; — t: ; — n   *i    Ä  +  •  •  •  • 


c*  —  1  «        '      1.2         1.2.3.4 

^  ^   ^         1.2...(2ti)  ^  ^    ^     1.2...(2n) 

Dies  ist  eine  Verallgemeinerung  der  Formel  2);  die  letztere  ergiebt 
sich  nämlich,  wenn  man  n  unendlich  wachsen  lässt  und  h  auf  das 
Intervall  —  2«  bis  29r  beschränkt,  damit  der  Rest  gegen  die  Null 
convergirt. 


nL    Die  Stiinmenformel  von  Mao  Laurln. 

In  der  allgemeinen  Gleichung  28)  oder 
hF'{x)  =  ^F(x)  —  \hz^r(x) 

+  ?^^F"(x)^?^JF-(x)  +  ... 

0 

nehmen  wir  der  Reihe  nach 

«  =  a,  a  4-  Ä,  a  +  2  ä,  .  .  .  a  +  (ff  —  1)  ä 
und  addiren  alle  so  entstehenden  Gleichungen;  dies  giebt 


BohlOmilch,  An«ly«is.  II.  |5 
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7*  [Pia)  +  F'(a  +  h)  +  r(n  +  2h)  +  --  +  r{a-^q—lh)] 
=  Fia  +  ih)  -  F{a}  -  \h[F' {a  +  qh)  —  F'(rt)] 

+  ^  If"  (»  +  ql>)-r'  («)]  -  ^  IF"  («  +  «*)-  F"  («)] 

(2n  —  2) 

1 


Mii  +  i  /« 


0 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde 

Benutzen  wir  noch  die  Substitutionen 

a+qh  =  b,        F  («)=/(«). 
SO  erhalten  wir  die  allgemeine  Formel 


36)     7,  [/(rt)  -l-/(a  +  7.)  +/(a  +  2  7i)  +  .  ■ .  +  /(a  +  g  —  1  Ä)J 

b 


=Jf{u)du  -  \h[/Q>)  -  fia)] 


a 


1 


0 

37)  .S2„=/^2«)(«^/,^)^y(a»)(a^^^Ä^)^y:<2.)(^,_^2;#4-Ä0 


welche  nur  an  die  Bedingung  gebunden  ist,  dass  /(i#),  f  («),  Z''  (w) 

y(2 »)  (,^)  stetig  und  endlich  bleiben  von  tt  =  a  bis  tt  =  5. 

Wie  früher  bedarf  auch  hier  das  letzte  Glied  in  Nro.  36)  eint-r 
genaueren  Untersuchung,  bei  der  wir  uns  kurz  fassen  können,  wt^ii 
sie  auf  ähnliche  Betrachtungen  wie  in  Nro.  II.  hinauskommt. 

Wenn  es  gelingt,  zwei  von  f  unabhängige  Gnissen  M  und  ^'  711 
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finden,    zwischen  denen    Sa«    enthalten    ist,    d.  h.    wenn    eine  Un- 
gleichung von  der  Form 

M  <S2n<N 

existirt,  so  hat  man,  weil  ( —  iy<p(t,  2n)  von  t  =r  0  bis  ^  =  1  po- 
sitiv bleibt, 

111 

0  0  0 

d.  i. 

1 

B2n^lM<(-'iyjS2n(p(t,2n)dt  <B2n-lN 

0 

und  man  kann  folglich 

1 

(—iyjs2n9(t,^n)dt  =  B2n-^i[M  +  &iN  -  M)] 

0 

setzen,  worin  d"  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet;  dies  giebt 
die  Formel*) 


38)     h[f(a)+f(a  +  h)  + /(«  + 2/*)  +  ••• +/(a  +  ((- 1  A)] 


=J  nu)du  -  \h[m  -  fia)] 


+  ^[fib)-  /'(«)]  -  —-[/"(b)  -r'(a)]  +  ■  •  • 

Unter  der  speciellen  Yoranssetzung,  dass  F^^*+*(w)  =ß^^^(u) 
von  X  =  a  hiB  X  =^1)  keinen  Zeichenwechsel  erleidet,  gelangt  man 
zu  einem  einfacheren  Resultate,  wenn  man  von  den  Gleichungen  34) 
and  35)  ausgeht  und  die  nämlichen  Operationen  wie  vorhin  anwendet; 
man  erh&lt 


*)  Ohne  Berücksichtigung  des  Restes  ist  die  obige  Formel  zuerst 
von  Mac  Laarin  im  Treatise  on  flaxions  (Lond.  1742)  entwickelt  und 
nachher  von  Euler  in  den  Instit.  calc.  differ.  P.  I,  cap.  6  reproducir*; 
worden. 


15* 
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»[/(»)  +/(«  +  Ä)  +  f(n-\-2h)  +  ■•'  +Aa  +  q-n)] 


» 

=  f/iu)du  -  iÄ[/G»)  -/(o)] 


...  +  (_  i)«+i  ^';-\f'  [/(«— »(b)  -  /(«— »(a)] 

+^    ^^       (2«y    -^^ 

und  zwar  ist,  wenn  ßi,  ^3,  .  .  .  ?«  echte  Brüche  bezeichnen, 

+  92  [/^^"-'>(a  +  2Ä)  - /ö"-^>(a  +  Ä)] 
+ _^^ 

Die  Brüche  pi,  (>2, .  .  .  p,  sind  hier  gleichzeitig  positiv  oder  negativ, 
jeoachdem  /(2">(w)   und  /«"+«>(«)   entgegengesetzte  oder    gleicbe 
Vorzeichen  behalten.     Für  den  Fall ,  daßs  aUe  Q  positiv  sind  und 
y(a»«-i)  (tt)  wächst,  hat  man 
0  < Pi  [ß'^'Ha  +  h)  -P  *-« (a)]  </<^— « (a  +  ^)  -/^*-"W 

U.  8.  W. 

mithin  durch  Addition 

0  <  T</<«*-*>(a4-SÄ)  — /(>"-*>(a); 

es  kann  folglich 

r=  p  [/<»— 1>  (a  +  flÄ)  -/^— ^>(a)]  =  9 1/'"-'^  W  -Z^-'X«)] 
gesetzt  werden^  wo  Q  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet  Bei 
positiven  pi,  p«,  .  .  .  9«  und  einer  abnehmenden  Function  /0«-»\m] 
geht  das  Zeichen  <  in  das  Zeichen  >  über,  das  Endresultat  aber 
bleibt  dasselbe.  Sind  p„  p«,  .  .  .  Qq  negativ,  so  gelten  för  -Tie 
n&mlichen  Schlüsse  wie  vorhin  für  T  bei  positiven  pi,  p«.  . .  .  p,,«»^ 
es  gilt  daher  die  obige  Formel  allgemein,  wenn  p  immer  mit  den»- 
selben  Zeichen  genommen  wird  wie  die  früheren  pi  t  p«  t  •  •  •  *• 
Zufolge  dieser  Erörterungen  hat  man  die  Gleichung 
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39)     »{/(a)+/(a  +  Ä)  +/(a  +  2Ä)  +  ...  +/(a+i"=nÄ)] 
h 

+  (- l)-n ^'l'^y" [/^'»-»(fe)  - /<"-'>(«)] 

worin  ^  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bedeutet,  je- 
nachdem  /^^"^(i*)  und  /^^'•+^>(u)  von  u  =  a  hiB  u  =  a  -{-  qh  =  b 
entgegengesetzte  oder  gleic-he  Vorzeichen  bebalten. 

Die  Gleichungen  88)  und  39)  zeigen  den  Zusammenhang  zwi- 
schen der  Summe  einer  endlichen  Beihe  und  einem  bestimmten  In- 
tegrale; sie  können  daher  zur  Berechnung  des  einen  dieser  Ausdrücke 
benutzt  werden,  wenn  man  den  jedesmaligen  anderen  als  bekannt 
voraussetzt.  So  folgt  z.  B.  ans  Nro.  39),  falls /<^">(t«)  von  u  ^=  a 
hia  u  =  h  keinen  Zeichenwechsel  erleidet, 

40)  ff{^)äu 

a 

=  »ß/(«)  +  /(o  +  Ä)  +/(«  +  2Ä)  +  .  .  .  +  /(6_Ä)  +  \fm 

+  (-l)"P'^'(7j)r  !/<'-»»)  -/<««-«(a)]. 

Denkt  man  sich  u  als  Abscisse,  f(u)  als  Ordinate  einer  Curve, 
mithin  das  bestimmte  Integral  als  die  über  der  Strecke  h  —  a  ste- 
hende Curvenfläche,  so  bedeutet  die  erste  Zeile  rechter  Hand  die 
Summe  von  den  Flftchen  der  q  Trapeze ,  welche  entstehen ,  wenn 
h — a  in  g  gleiche  Theile  getheilt,  durch  jeden  Theilpunkt  eine  Ordinate 
gelegt  und  der  Endpunkt  derselben  mit  dem  Endpunkte  der  nächsten 
Ordinate  geradlinig  verbunden  wird.  Bekanntlich  liefert  diese  Sunune 
einen  Näherungswerth  der  Fläche;  die  übrigen  Glieder  in  Nro.  40) 
bilden  zusammen  die  Correction,  deren  jener  Näherungswerth  bedarf. 

Andererseits  können  die  Formeln  38)  und  39)  zur  Berechnung 
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der  links  stehenden  Summen  dienen,  und  es  ist  diese  Anwendung  b^ 
sonders  in  dem  Falle  von  Vortheili  wo  g  eine  so  grosse  Zahl  ist,  daas 
die  directe  Summirung  äusserst  mühsam  werden  würde.  Hierzu  ge- 
ben wir  einige  Beispiele. 

a.    Die  Annahme  /(w)  =  —  liefert 

'        u 

/(an)fi^)  =  ^^ -l 

J  y*)  ^2  n  + 1  » 

hier  sina/(a")(w)  und/(2»+2)(tt)  gleichzeitig  positiv  für  u  >  0,  mit- 
hin kann  die  Formel  39)  angewendet  werden  und  ist  darin  p  ein 
negativer  echter  Bruch.  Setzt  man  a  =  1 ,  7i  =  1  und  vereinigt 
die  beiden  letzten  Summanden  in  Nro.  40),  wobei  der  positive  echte 
Bruch  1  4~  9  ^\xx%  mit  6  bezeichnet  werden  möge,  so  hat  man 

14.14.1  +  ....  +  ! 

1  ^  2  ^  3  ^         ^  a 


•     •   • 


+(_  1)1.-1  •ßa.-»r 1 j] 

^^       '       2n— 2L[a  +  l)'"— "        J 


+<-"-*-f?[5Tl7=  - '] 


Wir  setzen  noch  qA-\  =  p,  addiren  beiderseits  —    und   fassen  die 

p 

von  p  unabhängigen  Glieder  zu  einer  Constante  C  zusammen;  dies 
giebt 

41)  i-i.ij_ij. J.i 

'  1^2^3^  ^  p 

^    ^  ^  2p        2p«  ^  ip^ 

^^      ^        (2n  — 2)i)«'— 2  ^ '^      ^     2Mi>*« 

Die  Constante  bestimmt  sich  wie  in  Theil  I,  S.  435  dadurch,  dasj 
man  Ip  beiderseits  subtrahirt  und  zur  Grenze  für  unendlich  wach- 
sende p  übergeht;  es  bleibt  dann 

C  =  Limlj  +  i  +  1  +  .  .  .  -I-  1  —  Zpj  =  0,5772156649... 

Ans  den  bekannten  Werthen  der  Bernoulli'schen  Zahlen  (|, 
TO«  ^  ®^*)  ersieht  man  augenblicklich,  dass  die  in  Nro.  41)  rechter 
Hand  vorkommende  Reihe  anfangs  eine  fallende  ist;  ob  diese  Eigen« 
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Schaft  auch    weiterhin  stattfindet,  kann  man  mittelst   der   Formal 
(Tbl.  I,  S.  244)      « 

2«"— »^j,«-!»»'»   _    1  i  1 


•    •     •    • 

in 


1.2.3...  (2m)        1««»    '    2«'*    '    32' 

entscheiden,  deren  rechte  Seite  kurz  s^^  heissen   möge.     Es  folgt 
nämlich 

P  _  1  .  2  .  3  .  .  .  (2  m) 

und 

■^21»-!      _   1.2...  (2W  —    1)    Sjm  . 

2  m  .  jp2"»  ~"  (2  jrj))2"*-i  *  np  ' 

bei  hinreichend  grossen  m  lässt  sich  der  erste  Factor  rechter  Hand 
beliebig  gross  machen,  während  der  zweite  Factor  dem  Grenzwerthe 

zustrebt.    Die  Reihe  in  41)  wird  daher  von  einer  bestimmten 

Ttp  ' 

Stelle  ab  zu  einer  steigenden  und  darf  deswegen  nicht  ins  Unend- 
liebe  fortgesetzt  werden;  vielmehr  wird  man  bei  praktischer  Rech- 
nung sie  nur  soweit  benutzen  als  ihre  Glieder  abnehmen.  Derartige 
Reiben  sind  gewissermaassen  halbconvergent  und  ohne  Dis- 
eussion  des  Restes  von  keinem  Werthe. 

b.  Die  Annahme  f{u)  =  7u  giebt 

1.2...(2n—  1) 


/(2«)(i*)  =  - 


1*2» 


.  •  .  • 


hier  sind /^^"^(i«)  und /^^"^^^(t«)  gleichzeitig  negativ,  mithin  ist  in 
Formel  39)  p  ein  negativer  echter  Bruch.  Für  a=l,  A=l,  1-|'9  =  £ 
erhält  man  jetzt 

n  +  ?2  +  n  4-  ?4  +  •  •  •  +  ?(Z 

=  (3  +  1)7(3  +  1)~S-|7(3  +  1) 

•'•+(-l)''^2n--3)(2«  — 2)L((Z  +  1)»'— 3  ""  M 

.   /      .N.+i       g^2n-i       r  1 A 

^  V  (2»»  -  1)  (2«)  L(3  +  1)'""-*         J' 

Setzt  man  g  -f-  1  =  p,  addirt  beiderseits  Ip  und  vereinigt  alle  von 
jp  unabhängigen  Summanden  zu  einer  Constanten  y,  so  hat  man  auch 
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I(1.2.3...i?)  =  r  +(p  +  |)Jp-i) 


l.2.p        3.4|)»  '  '^       ^  (2n  — 3)(2»  — 2)i)«— ■ 

^^       ^      (211  —  1)  2ni>»»-"i 
Die  BestimmuDg  der  Constanten  y  geschieht  auf  dieselbe  Weite  wie 
in  Thl.  I,  S.  437;  es  findet  sich  y  =  ll(2n),  mithin 

42)     l(1.2.3...p)  =  11(271)  +  (p+\)lp  --P 


1.2.i)       3.4.y  '        •'  ^       ^  (2n— 3)(2n  — 2)j^«-* 


«-ß««— 1 


(2»  — l)2»i>»*-i 

Auch  diese  Reihe  ist  halbconvergent,  kann  aber  gleichwohl  bei  groBaeo 
p  mit  Vortheil  benutzt  werden.  Nimmt  man  z.  B.  |)  =  1000. 
n  =  2  und  multiplidrt  beiderseits  mit  dem  Modulus  0,4342944819» 
so  erhält  man 

%(1  .  2  .  3  .  .  .  1000)  =        0,39908  99341  790 

4-  3001,5 

—    434,2944819032  518 
+         0,00003  61912  068 
!  —  «.  0,0000000000  012 

mithin  für  s  =  1  und  8  =  0 

2567,6046442221 328<%(1. 2.. .1000X2567,6046442221 340, 
woraus  hervorgeht,  dass  das  Product  1.2...  1000  mit  2568  Zif- 
fern geschrieben  wird,  von  denen  die  acht  höchsten  sind:  40238  726. 

c.  Nehmen  wir/(tt)  =  vTf^,  so  behalten /(»»>(u)  und/<*»+^«) 
gleiche  Vorzeichen  für  u  >>  0 ;  daher  ist  nach  Formel  39),  wenn  noch 
1  +  P  gleich  dem  positiven  echten  Bruche  s  gesetzt  wird, 

,  -Biftft'r  1 1  1     ■B»ft0t+i)0t+2)ft«r  1 i_-| 

"•"1.2  L<*"+*       &"+ü  1.2.3.4        \aM+*     feu+'J"*"" 

,  /_  'v.-Ba.-8f*(ft+l)--0t+2H-4)fc»''-«r      1 I       -1 

""'"^       '  1.2.3 (2«  —  2)         1«»''+*""'     bf«*«— «J 

,  ,     , w+i eBin-ili(n+l)...(fi+2n—2)h" r      1 1      1 

"•"^       ^  1.2.3 (2n)  [<!/«+**-»     W+»— »J* 
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Falli  fi  >•  1  ist,  WM  duroh  ft  =  1  -|-  i  aiugedraekt  werden  möge, 
läset  sich  die  Beihe  linker  Hand  ins  Unendliche  forteetaen  ohne  zu 
divergiren;  es  wird  dann  &  =  a  +  fl^  =  ^i  ^uid  demnaoh  bleibt 

^^^   5h^  +  (a+Ä)i+*  "^  (a  +  2Ä)i+*  "*"(«  +  3Ä)»+*  ■* 
^'^  1      ,      1         Bx(A  +  l)^      ^»(A  +  l)(A  +  2)(A  +  3)^3 
Iö^"^2arri'T"   i.2tt*<-«  1.2,3.4.a*+*  "*"*' 

"^^      ^  1  .  2  .  •  .  (2n  —  2)a*+a»-« 

■^^       ^  1.2...  (2n)a*+»» 

Diese  Traniformation  einer  unendlichen  Reihe  in  eine  halbconvergente 
Reihe  bietet  einen  weeentlichen  Yortheil  sobald  A  klein  ist,  weil  dann 
die  Reihe  linker  Hand  zn  langsam  convergirt,  als  dass  man  ihre 
Summe  direct  berechnen  könnte.  Handelt  es  sich  um  dieSommirung 
der  Reihe 

1.1.1. 

Bo  thut  man  am  besten,  etwa  die  ersten  neun  Glieder  unmittelbar  su 
Bummiren  und  nachher  die  Formel  43)  für  a  =  10,  /b  =  1  zu  be- 
nutzen; es  ist  daon 

*  ~  11+1  +  2*+l  "*"  3^1  +  ••'"*"  91+i 


4-  Ml  4.  L  4.  i±i  -  a+i)(^+2)(^+3) 

Tl^k       20^   1200  7200000 

■*"  30240000000  }' 

und  der  Rest  betr&gt  immer  einen  Bruchtheil  de^enigen  Terms, 
welcher  auf  den  zuletzt  in  Rechnung^  genommenen  folgt.  Diese  For- 
mel gewahrt  eine  bedeutende  Grenauigkeit. 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  43)  mit  A  und  l&sst  nachher  diese 
Grösse  unendlich  abnehmen,  so  gelangt  man  zu  dem  bemerkens- 
worthen  Satze,  dass  das  Product 

gegen  den  Orenzwerth  -r-  convergirt*). 

n 

*)  Es  ist  dies  eine  von  Dirichlet  hei   zahlentheoretisohen  Unter* 
suchungen  gemachte  Bemerkung;  Tergl.  Grell e's  Joum.  Bd.  10,  &  828. 
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d.  Wir  wollen  noch  den,  in  mancher  Hinsicht  eigenthümlicher 


Fall 


..  s  1  1     ,     1 


M  —  r ZT .  W'  +  ■; TT — ^  «*     — 


1.2  1.2. .4        '1.2. .6 

betrachten,    wobei    die  angewendete   Reihenentwickeloog    nur  fc: 
fi»  <  (2  ny  Geltung  hat.    Hier  iet 

/(0)  =  0.    /(0)  =  |J5x.    r'(0)=-l5a, 

mithin  nach  Formel  36)  für  a  =  0,  6  =  ^ft,  und  wenn  das  letitr 
Integral  karz  mit  J%n  bezeichnet  wird, 

Ä(-J_  +  _i_  +...  + \ l 

'*!«»_  1  T^  e«»  —  1  ^         ^  e(»-w»  —  1| 
oder  b«i  etwas  anderer  Anordnung  und  nach  Dinrion  mit  A . 


^*^  c»  —  1  "^  e**  —  1  +  *  ■  '  +  e<«-')*  —  i 
1  1  1 


Ä    ^  '       2qh        2(e«»  —  1) 

+  ^[/'(aÄ)  -  IB.]  -  ^[/"(sA)  +  JB,]  +  .  .  . 

~(2;ir*- 

Um  die  Reihe  linker  Hand  ins   Unendliche  fortsetzen  sa  konnte, 
müssen  wir  die   Werthe  aufsuchen,    welche  /'(tt)t  f^iu)  etc.  iur 
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fi  =r  OD  annehmen.     Differenzirt  man  aher  f{u)  mehrmals  nachein- 
ander und  macht  bei  jeder  Differentiation  Gebrauch  von  der  Formel 

^»l(e«  —  1)«)  =  —  •»  l(c»  -  1)1«  +  (e«— i)«+i)' 
so  gelangt  man  sehr  leicht  zu  der  Gleichung 

worin  fi^i,  crj,  .  .  .  tfsn  gewisse  numerische Coefficienten  bedeuten,  auf 
deren  Werthe  es  nicht  weiter  .ankommt.  Diese  Formel  zeigt,  dass 
y(2R— 1)^^)  bei  unendlich  wachsenden  u  die  Null  zur  Grenze  hat. 
Lassen  wir  jetzt  in  Nro.  44)  g  unendlich  zunehmen  und  beachten 
ausser  der  vorigen  Bemerkung  noch  die  Formel 

*'»(t  +  i  +  I  +  •  •  •  +7  -  'ä)  ""  0.577  •  .  •  =  C, 
so  gelangen  wir  su  dem  folgenden  Resultate 

^5)  ^Tzn  +  ^r^i  +  -^rzn  +  •  •  •  • 

~      A      ^4       2',3  4'. 4  (2n— 2)'(2n— 2) 

(2n)''*    • 

Der  Rest  bedarf  hier  einer  speciellen  Untersuchung,  weU  die  Func- 
tion/(u)  im  vorliegenden  Falle  nicht  von  der  Art  ist,  dass/^'^^Cu) 
von  ti  =  ä=  Obis  fi  =  &=  oo   entweder  nur  wächst  oder  nur 

abnimmt.    Zufolge  der  Bedeutung  von  J%n  nämlich 
1 

hn  =  /'[/^«">(Ä0+/<^»>(Ä+Ä0+/'"H2Ä+Ä04----]9>(^2n)* 


Lim 


=  flf(^n) 


kommt    diese  Untersuchung  im   Wesentlichen  darauf  hinaus,  zwei 
endliche  Grössen  M  und  N  zu  finden,  zwischen  denen  die  Summe 
Sin  =/^">(äO  +/c»»>(ä  +  ht)  +/<*»>(2Ä  +  äO  +  .  .  . 
enthalten  ist;  wie  in  Nro.  38)  erhält  nachher  der  Rest  die  Form 

^A6)  (-  !)•+'  ^g^  [M  +  »(N-  JJf)]. 

Setzt  man,  um  zunächst  ß^*^(u)  zu  disoutiren,  in  Formel  27)  auf 
S.  140  X  ==:  n,  BO  hat  man 


A 


236  Die  Bernoulli'schen  Functionen  und 


•  • 


2(2n)' 


2V'^  c«*^  ~  l) 

~2l'^  1«  +  A«  "^  2»  +  A«  '''  3«  +  A«  "^  ' 
und  für  2Aff  =  u 

hierftOB  folgt  dorch  2 n- malige  DifiPerentiation  unter  Anwendung  der 
Formel  15)  auf  S.  273  des  ersten  Theiles 
/(«».)(<♦)  = 

co5{(2n4-l}arcton  —  1      c<>s[(2n  +  l)ar<rfa» — 1  1 

Für  den  absoluten  Werth  von /<»»>(u),  welcher  mit  [/^""^t*)]  be- 
seichnet  werden  möge,  ergiebt  sich  hiernach 

^(^♦•^'  1(2««» 4-««)»  +  (4»«« 4- tt»)"  "*"  (6»Jt«  +  u^  ■*"" 
Dien  Ungleidrang  wird  Bt&rker,  venn  man  beachtet,  daa  immer 

ist;  es  ergiebt  sich  nftmlich 

r/(a-)(«)]<J(!üL( J + -1 ,  +  . 

U      WJ^^23r)«»-aU^""^(2»^«+t*^^2»"-2C^»Ä«+a«)  ^ 
oder,  wenn  4'9r',  G^^r'  eto.  durch  2>3C^  ersetzt  werden, 

Bezeichnet  man  die  Summe  der  eingeklammerten  unendlichen  Reibe 
mit  82n-^%  und  versteht  unter  6  einen  nicht  näher  bestimmten  posi- 
tiven oder  negativen  echten  Bruch,  so  darf  man  jetzt 


'  • 


£ 


ff«  +  U« 

setzen.    Hiernach  ist 

_2(2nygan~a(      .  ^o  i  ^>  i  ^  i    1 

^"       (2jr)a— a   KäHCäO'     4»H(Ä+Ä0«"^4ff»+(2Ä4-W)*'^"| 

und  für  den  absoluten  Werth  von  S^n  folgt  daraus 
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2(2nys.,,,M  1  /]^       1  >.) 

^    (23r)»»-«   l4««^Äa\ia^2»^      >// 

Wegen  der  bekannten  Summe  der  reciproken  Quadratzahlen  hat  man 
jetzt  die  Ungleichung 

2(2nysa^,2/  1         3r«\  2(2ny5an-«/  1     .    arU 


^      ^aÄ)2«-a     \23r«"^3ÄV~      ^       (2n— 2)*       \4«»"*'6/ 


und  der  Best  stellt  sich  nach  Nro.  46)  unter  die  Form 

(2: 

worin  q  einen  positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bezeichnet, 
Lassen  wir  endlich  in  Nro.  45)  n  -|-  1  an  die  SteUe  von  n  treten,  so 
können  wir  schreiben: 

47) 1 1 1 L  .  .  .  . 

r*  —  ZA 

=  h  +\-   Cih—Ch> Gi.-1Ä»— »  -  Bin 

and  zwar  gelten  bier  folgende  Werthe 

C  =  0,67721  S6649  .... 

'  ~  2'. 2        144' 

C  -  W*  -      ^ 
^         4'.4~  86400' 

C  =  W^^J__ 

*         6'.  6         7620480' 

_,  (g,)'  __  1 

^  ~"  8'. 8         290304000' 

/,_(^3)*_  1 

V9 ,/M   i#v 


lOMO       6322821120' 

U.  8.  W. 


^  =  *  1.2...  (2«)  Ve  +  iü;' 

Für  e^*=rjer  ergiebt  sich  noch,  wenn  jb  einen  positiven  echten  Bruch 
bedeutet, 
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z  z^  z^ 

^^^     l   —  Z  '^   1   —  jer«  "^   1   —  £r«  *^ 


-c«-.[i(A)f--i?,., 


^*"  -  ^     1  .  2  .  .  .  (2n)    IT  +  IF^r 

Diese  Formel  gewährt  einen  wesentlichen  Yorfheil«  sobald  z  weni«! 
kleiner  als  die  Einheit  ist;  die  Reihe  linker  Hand  convergirt  nimlich 
unter  dieser  Voraussetzung  äusserst  langsam,  während  es  rechter 
Hand  nur  einiger  Summanden  bedarf,  um  eine  ansehnliche  Genauig- 
keit zu  erreichen.*) 


*)  Nach  einer  von  Lambert  (Architektonik,  S.  507)  gemachten  Be* 
merknng  kann  die  unendliche  Reihe  in  Nro.  48)  nach  Potensen  Ton  s 
geordnet  werden^  nämlich 

z  +  2z^  -{-  2^8  4-  8**  +  2^  +  4iBr«  ^ 

und  zwar  ist  dann  der  Goeüicient  von  z^  gleich  der  Anzahl  der  Theilcr 
von  m  also  u.  A.  =  2,  wenn  m  eine  Primzahl  ist.  Femer  hat  Claasen 
(Crelle's  Jonmal,  Bd.  8,  S.  95)  erwähnt  und  nachher  Scherk  (ebenda». 
Bd.  9,  S.  162)  bewiesen,  dass  dieselbe  Reihe  folgende  Form  annehmes 
kann 

welche  bei  kleinen  z  eine  leichtere  Summirung  gestatteL  Die  obisre 
Transformation,  gewissermaassen  das  Gegenstück  der  vorigen,  ist  to;3 
Verfasser  angegeben  worden  in  den  Sitzungsberichten  der  K.  S.  Oeiell- 
Bchaa  d.  Wissenschaften,  Bd.  18  (Jahrg.  1861),  S.  120. 


DIE  GAMMAFUNCTIONEK 


Die  GammafunctioneiL 


L   Definition  und  Fundamentaleigensohaften  der 

Gammafanctionen. 

Wenn  m  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  hat  es  bekannt- 
lich keine  Schwierigkeit,  das  Product  x^e'^'^dx  zu  integriren,  na- 
mentlich wird  zwischen  den  Grenzen  d;  =  0  und  o;  =  oo  der  Inte» 
gralwerth  sehr  einfach  (ThL  I,  S.  409,  Nro.  8): 


/ 


of^er*dx  =  1  .  2  .  3  .  .  .  m. 

0 

Für  andere  als  ganze  positive  m  lässt  sich  der  Integralwerth  nicht 
in  geschlossener  Form  darstellen,  und  es  liegt  dann  am  nächsten, 
er"*  in  die  bekannte  Potenzenreihe  zu  verwandeln.  Das  so  erhaltene 
Resultat 


x^£r^*dx 


|m+l  X      |~  +  "  1         !"•  +  *  1  !*»  +  * 


III  +  1  1  •»  4-  2  '  1.2m  +  3  1.2.3W  +  4 
ist  nun  zwar  ftlr  jedes  endliche  £  gültig,  verliert  aber  bei  grossen  | 
alle  Brauchbarkeit ;  der  Fall  |  =  ao  bedarf  daher  einer  besonderen 
Untersuchung.  Mit  dieser  wollen  wir  uns  im  Folgenden  beschäfti- 
gen und  dabei  unter  Voraussetzung  eines  beliebigen  positiven  fi  die 
Abkürzung 

SehlOmilch,  Analysls.  IL  |Q 
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0 


1)  r(jL)  =    I  Tf^-^e—dx 

0 

benutzen  *).     Nach  dieser  Definition  der  Function  F(fi)  ist  speciell 

r(i)=  1,    r(2)  =  1,    r(3)  =  1.2.    r(4)  =  1.2.3.. .. 

wie  aus  der  Anfangs  erwähnten  Formel  hervorgeht. 

Um  Fip)  in  zwei  Grenzen  einzuschliessen,  welche  frei  Ton  Inte- 
gralzeichen sind,  bemerken  wir  zuerst,  dass  für  jedes  positive  £  die 
Ungleichung  e«  >  1  +■  ^  besteht,  dass  also  far  beliebige  positive 
X  undp 

^  X 

cp  >  1  4-  - 
P 

ist,  woraus  folgt 

«•>('+ f)'  '-■<  ' 


o+i: 


fljy 


Da  femer  a;."— ^  immer  positiv  bleibt,  wenn  diese  Potenz  im  absoluten 
Sinne  genommen  wird,  so  hat  man 


o<r(^)<y 


'  x!^-^dx 


(•  +  f)" 

«  1 

oder  durch  Substitution  von  1  H =  — 

JP        y 

1 

0 

Nimmt  man  die  beliebige  positive  Grösse  p  :^  [i  -\-  1  -f-n«  wo  n 
eine  willkührliche  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  so  lässt  sich  die  auf 


*)  Ueber  das  obige  und  einige  verwandte  Integrale  hat  zuerst  Fnler 
mehrfache  Untersuchnngen  angestellt;  s.  Institutiones  calculi  integr&Iiv 
Vol.  I,  sect.  1,  cap.  VII,  IX.  und  Vol.  IV  (supplementa),-  Acta  PetrojKili- 
tanae,  T.  I,  Nova  acta  Petrop.  T.  V,  Miscellauea  Berolinentia,  VII,  l^* 
Melangee  de  la  Societe  de  Turin,  T.  III.  Später  haben  sich  gleichceit .: 
damit  beschäftigt  Legendre  in  seinen  Exercices  de  caloul  intep^I, 
Paris  1811,  und  Gauss  in  den  Gommentat.  Gotting.  reo.  T.  II,  a.  l:^12 
Von  Legendre  rührt  der  Name  „Euler'sches  Integral''  und  die  Be- 
zeichnung r(ji)  her;  Gauss  bezeichnet  dasselbe  Integral  mit  11  (u  —  U 
Jede  dieser  Bezeichnungen  hat  etwas  far  sich,  doch  scheint  ^e  ei^t« 
allgemeiner  angenommen  zu  sein. 
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y  bezügliche   Integration  mittelst  der  Formel  4)  auf  Seite  408  des 
ersten  Theiles  ausführen,  und  es  wird 

»  0 <  rw < (.+^ + .»■^^^V)'o;+.):.v;+..)- 

Die  Formel  1)  liefert  andererseits,  wenn  statt  der  oberen  Grenze 
00  die  endliche  ganze  Zahl  n  gesetzt  wird, 


0 

Für  jedes  echt  gebrochene  positive  e  ist  nun  e~~'  >>  1  —  ^,  mithin 
und  nach  dem  Vorhergehenden 


Mittelst  der  Substitution  1 =  !/  wird  hieraus 

n 

1 


rQi)  >  nf'Jy^il  —yy-^dy 


9 

3)  'W>'^^(^^.i)(^  + 2). ..(/*+«)• 

Die  beiden  für  i^(/i)  gefundenen  Ungleichungen   gestatten  fol« 
gende  übersichtliche  Zusammenstellung 


II  +  IX/«  ^/t0t  +  l)(^  +  2)...0*+n) 


(' + n^) 


welche  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  n  eine 
Gleichung  liefert,  nämlich 

4)  FQ.)  =  Lim^^^  +V)t  +  2i.';:0*  +«)"") 

Um  in  Zähler  und  Nenner  des  rechts  stehenden  Bruches  gleich  viel 

Factoren  zu  haben,  zerlegen  wir  noch  wie  fo]gt 

= •  w/*    * 

II  +  n       ^  +  n 

imd  bemerken,  dass  der  Bruch  n  :  Qi-^-n)  gegen  die  Einheit  oon- 
vergirt;  es  ist  dann 

16* 
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5)     rQi)  =  lAml^  . -4-T  ' —JT^ HT^^ i^"'l' 

^        ^^  lftf*4-lfi  +  2         ft  +  n  —  1  J 

wofür  auch  das  unendliche  Prodnct 

rc  ^  —  —  2/^  3^  4A*  ^ 

6}     ^  W  —  ^  •  l^-i(^  +  1)  *  2i"-*0*  +  2)  '  3i"-»(M  +  3)  *  ' 
gesetzt  werden  kann  *). 

Entwickelt  man  nach  einer  der  Formeln  4),  5)  oder  6)  die  bei- 
den Functionen  jr(A)  und  F^k  -f'  1),  so  gelangt  man  bu  der  Belatioo 

7)  r(A  +  i)  =  Ar(A), 

die  auch  aus  Nro.  1)  durch  theilweise  Integration  hergeleitet  werden 
kann.     Nach  dieser  Relation  ist  weiter 

r(A  +  2)  =  (A  + 1)  r(k  + 1)  =  (A  + 1)  A  r(i) 

und  überhaupt  für  jedes  ganze  positive  q 

8)         rö  +  A)  =  A(A  +  l)(A  +  2)...(A  +  fl-l).r(l). 

Diese  Gleichung  dient  u.  A.,  um  Gammafunctionen  unecht  gebro- 
chener Argumente  aof  Gammafunctionen  echt  gebrochener  Argumenta 
zurückzuführen.  Ist  nämlich  (i  keine  ganze  Zahl,  so  kann  man  sie 
in  eine  ganze  Zahl  q  und  in  einen  echt  gebrochenen  Rest  X  lerl^en; 
die  Formel  8)  zeigt  dann,  wie  F(jx)  =  jr(a+  A)  aus  r{k)  herzu- 
leiten ist.  Zugleich  erhellt,  dass  eine  Tafel  der  numerischen  Werth« 
von  r  nur  das  Intervall  A  =  0  bis  A  =  1  zu  umfassen  brancfat» 

Berechnet  man  nach  Formel  5)  die  drei  Functionen  r(n), 
r{x  -f-  A)  und  r{K  — -  A),  wobei  x  )>  A  ]>  0  sein  muss,  so  findet 

man  leicht 

[IM! =ri^inri ^iri ^i-- 

r(x  +  A)r(x-A)    L      xOL      («  +  i)"JL      (x-h2)«J 

speoieller  für  x  =  1  wird  /^(x)  =  1,  und  das  unendliche  Prodaet 
rechter  Hand  erhält  dann  einen  bekannten  Werth;  es  ergiebt 

1 sinXx 

r(i  +  A)r(i— A)~  1«" 


*)  Die  obigen  Productenformeln  sind  von  Gauss  in  der  TorlÜD  er- 
wähnten Abbandlang  auf  anderem  Wege  entwickelt  worden.  Man  karin 
sie  auch  als  AuBgangspnnkt  d.  h.  als  Definition  von  r{ßi)  benetcen,  uzkI 
es  ist  dies  in  dem  Falle  von  Vortheil,  wo  man  negative  oder  conplexe 
ft  zulassen  will,  weil  das  in  Nro.  1)  angegebene  Integral  für  tolcbe  *. 
nicht  immer  einen  bestimmten  Werth  hat.  Wegen  des  überaus  seltener 
Vorkommens  dieser  Fälle  haben  wir  den  historischen  Gedankengang  bei- 
behalten, und  verweisen  dafür  auf  die  Abhandlung  von  H.  Henkel  ii 
der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik.  Bd.  IX,  S.  1. 
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oder  umgekehrt 

r(i  +  A)r(i-A)  =  -if-.     o<A<i. 

Wegen  F(l  -f-  A)  =  A  F(A)  kann  man  dafür  schreiben 

und  es  itt  hieraus  ersichtlich,  wie  die  Gammafnnction  eines  zwischen 
I  und  1  liegenden  Argumentes  auf  die  Oammafunction  eines  zwischen 
O  und  I  enthaltenen  Argumentes  zurückgeführt  werden  kann.  Der 
epecielle  Fall  A  =  |  giebt 

10)  rß)  ='v^, 

woraus  naeh  Nro.  8)  folgt 

11)  r(g+i)=^-^-^--f«-^)\^. 

Zufolge  der  ursprünglichen  Bedeutung  Ton  FQ»)  ist  also 


/ 


--1  -,,  1.3.5...(2fl— 1),/- 

welche  Formel  durch  die  Substitution  x  =s  g^  in  die  auf  Seite  151 
entwickelte  Formel  übergeht 


XL  Bestimmte  Integrale  für  i  r(ß). 

Da  r(ii)  in  Form  eines  Productes  dargestellt  werden  kann,  so 
liegt  es  nahe,  den  Logarithmus  von  rQi)  genauer  zu  untersuchen. 
Zu  diesem  Zwecke  schicken  wir  ein  paar  Bemerkungen  über  gewisse 
bestimmte  Integrale  voraus. 

Wie  leicht  zu  sehen  ist,  bleibt  die  Function 

endlich  und  stetig  für  alle  positiven  «,  und  zwar  wächst  sie  von 
g7(0)  =  I  bis  9?(ao)  =  1;  hieraus  folgt,  dass  der  Werth  des  Inte- 
grales 


zwischen 


/ 
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J\e-'djg  =  \       und       Je-'de=l 

0  0 

enthalten,  also  von  endlicher  Grösse  ist.  Er  mag  künftig  mit  C  be- 
seichnet  werden.     Statt  der  Gleichung 

schreiben  wir  die  mit  ihr  identische 

9  0 

und  entwickeln  hier  das  zweite  Integral.  Bei  unbestimmter  Integra- 
tion  ist 

und  da  dieser  Ausdruck  sowohl  far  jor  =  oo  als  fOr  i^  =  0  Te> 
schwindet,  so  reduoirt  sich  die  vorige  Gleichung  auf 

Hiei'in  setsen  wir  das  eine  Mal  B  =  aXt  nachher  5  =  &x»  wo  a  and 
h  positive  nicht  verschwindende  Constanten  bedeuten,  und  snbtr*- 
hiren  beide  so  entstehende  Gleichungen  von  einander;  wir  erhalten 
dann  die  neue  Gleichung 

0  u 

worin  sich  der  Werth  des  ersten  Integrales  leicht  auf  gewöhnlicheo 
Wege  finden  lässt     Wir  gelangen  damit  zu  der  Formel 

14)     J(e-"-e-^r)^  =  i(iy        a>0,    b  >0. 


0 

Hiervon  kann  man  Gebrauch  machen,  um  alle  Glieder  der  end- 
liehen Beihe 

«='© + 'tri) + 'Cif5)+-+'C-+^) +c-"'- 

in  bestimmte  Integrale  zu  verwandeln;  man  erh&lt  einen  Ansdnck 
von  der  Form 
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=M- 


s 

0 

und  zwar  ist 

oder  nach  der  SammeDformel  für  geometriscfae  Progressiouen 
[7  =  (ß-i"' —  c-^) i-=-|^  +  (ft -- 1)  (c--' -  ö"«'). 

Zufolge  des  urBprünglichen  und  des  nachherigen  Werthes  von  8  hat 
man  nun  folgende  Gleichung 

|^\  y/ 1  .2.3 t> u— ii 

^       vot+i)o*+2)...0i+n-i)*'   ; 


/'''\erh'  —  e-'   .    ,        ,,     ^1  dx 


+  /(^^^^'-(^-)}i— 


0 

FQr  das  letzte  Integral  ist  die  Bemerkung  wesentlich,  dass  die 
Function 

1   1  ~  e-*  ^        'Ja;  x(l  — c"')  / 

1  _  loj  +  ia;i 

für  alle  positiven  x  endlich  nnd  stetig  hleiht,  dass  mithin  ihr  Mini- 
mum A  und  ihr  Maximum  B  endliche  Grössen  sind.  Demzufolge 
hegt  der  Werth  des  letzten  Integrales  in  Nro.  16)  zwischen 

Ä€r''**dx  =  —     und      1  Be""' dx  = — , 

n  J  n 

0  e 

er  convergirt  daher  bei  unendlich  wachsenden  n  gegen  die  Null. 
Gehen  wir  jetzt  in  Nro.  15)  zur  Grenze  für  n  ^  <o  über,  so  erhal- 
ten wir  die  Gleichung 

16)  im  =  /{71~^^'  +  ö^-  l)e-')f . 

0 

Welche  späteren  Untersuchungen  als  Basis  dienen  wird. 

In  dem  speciellen  Falle  /i  =  J  wird  die  vorige  Gleichung  zu 
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0 

oder  für  0?  =  2y 

Hieraus  läast  sich  noch  eine  andere  Integralformel  herleiten,  wel- 
che wieder  zur  Umgestaltung  von  Nro.  6)  dienen  kann.  Die  Function 


*(^: 


)  =  |i  +  l L_li 


•  •  • 


die  sich,  falls  a^  <C  (2^)^  ist,  auch  unter  der  Form 

*W  =  -  Ä  +  ?|5«'  -  ife«*  + 

darstellen  lässt,  bleibt  nämlich  für  alle  positiven  e  endlich  und  ste- 
tig, mithin  besitzt  das  Integral 


/ 


Ö 

einen  endlichen  Werth,  den  wir  vorläufig  G  nennen  wollen«    Zu  der 
so  gebildeten  Gleichung 

0        * 

addiren  wir  die  folgende 


/ii^_.)^=. 


0 

welche  aus  der  unbestimmten  Integralformel 
unmittelbar  hervorgeht,  und  erhalten 

0 

wo  H  zur  Abkürftng  dient  Statt  m  substituiren  wir  das  eine  Mal 
ax,  das  andere  Hai  hx,  multipliciren  die  erste  so  entstandene  Glei- 
chung mit  a,  die  zweite  mit  &,  und  ziehen  das  erste  Product  von 
zweiten  ab ;  unter  Voraussetzung  positiver  von  Null  venehiedener  a 
und  b  giebt  dies 
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0 

a  >  0,     6  >  0. 

Die  Constante  H  bestimmt  licb   durch    die  Speeialisirong  a  =  1, 
&  =  2,  für  welche  man  erh&lt 

0 

0  '  '  0 

d«  i  nach  Nro.  17}  und  14) 

Die  Formeln  18),  19)  and  20)  werden  jetzt 


0 
00 


23) 


0 

-a  >  0,     ft  >  0. 

Um  die  Gleichong  16)  mittelst  dieser  Formehi  umzugestalten, 
schreiben  wir  statt  jener  Gleichung  die  mit  ihr  identische 

0 


0 

«0 


0 

+  /(r-^  ---i\  --'"'^*- 

^  J   ll  —  C-'        a?         2J  a? 

0 

Nach  Nro.  22)  ist  der  Werth  des  ersten  Integrales  =  1^^^)$  ^^^ 
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Werth  des  zweiten  folgt  aus  Nro.  14)  und  ist  =  Ifi;  das  dritte  In- 
tegral wird  mittelst  der  Formel 

1  —  c-i"'l  dx        1  —  e-i"' 


/jfte-- 


X  \     X  X 

gefunden  und  hat  den  Werth  —  fi;  demnach  ist 
24)  ir(iL)  =  \l{2n)  +  (fi~\im-ft 

+  At-^  -  -  -  II  ^r-,'äx. 

c/   (1  —  «-'        X         2)  X 

.    0 

Bevor  wir  die  Formeln  16)  und  24)  weiter  entwickeln,  schal- 
ten wir  erst  einige  Bemerkungen  ein,  welche  die  Differentialquo- 
tienten 

^^     —       W    «na       ^^      —   p^j 
betreffen.    Aus  Nro.  16)  folgt 

ir(ii  +  S)-ir((i)         p\_^        xe-f      1  -  e-f'\  dx 

Ö  ~  J  \  l  —  er-'  ■        6x       ix* 

« 

und  wann  hier  die  bekannte  Ungleichung 

1  e~^* 

l>^.^—>l-lix 

benutzt  wird,  so  ergiebt  sich  für  den  vorigen  Differentialquotienten 
die  Ungleichung 

f\^.    _«£V"  1  dx  ^  ir(ii  +  S)-ir(ii) 

J  V         1  -  c-'J  «  ^  *  • 

0 

0  0 

Im  letzten  Integrale  ist  x  i  {\  —  er')  immer  positiv  und  <  1  -(-  jr, 
mithin  besitzt  das  Integral  einen  endlichen  Werth,  der  einen  Bmch- 

theil  von 1 ausmacht.     Das  Product  aus  d  und  dem  Inte- 

grale  convergirt  demnach  gegen  die  Null,  wenn  i  anendlich  ab- 
nimmt, und  dann  geht  die  obige  Ungleichung  in  die  folgende  Glei- 
chung  über 
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Ersetzt  man  de  darcb  die  mit  ihr  identische 

dfi  c/     1  —  C-«  o/  11  —  r-'       X]  • 

80  hat  man  auch  nach  Nro.  12) 

da  c/      1  —  e-* 

oder,  wenn  e~'  =  ^  sabstitoirt  wird, 

^  0 

woraus  noch  folgt 

I    1 

27)  r^i)  =  r(f*) 


1 

/l  —  *"-* 

10 


Diese  Formel  zeigt,  dass  —  C  der  specielle  Werth  ist,  den  i^(/i)  Ar 
fi  =  1  annimmt,  und  es  ist  daher 

28)  -  C  =  r (1)  =  i.,„HIl^, 

wo  8  wie  vorhin  eine  unendlich  abnehmende  Grösse  bezeichnet 


m  Das  Theorem  von  Qauss. 


Setzt  man  in  Formel  16)  der  Reihe  nach 
fA  =  A,     A  -I-  — ,     A  +  -r,  .  .  .    A  + 


A;'  '    Äj' '        Aj 

wo  h  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet,  so  erh&lt  man  durch  Addi« 
tiom  aller  so  entstehenden  Gleichungen 

,(rwr(A  +  i)r(i+|)..-r(,  +  '-^)) 

dx 


•    ll  — e    *  ) 

oder,  wenn  man  hx  an  die  Stelle  von  x  treten  läset, 

.(r«r(A  +  i)r(»  +  |)...r(«  +  *r^)) 
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Ferner  ist  nach  Nro.  16) 

diese  Gleichung  ziehen  wir  von  der  vorhergehenden  ab  und  geben 
der  Differens  folgende  Form 

i[mr(i.  + 1) . . .  r(A  +  *^))  -  ir(kX) 

dx 


X 


0 

0 

Nach  Formel  23)  hat  das  erste  Integral  den  Werth  i(ifc—  1)7(2 ar); 
das  «weite  Integral  ist  =  lJcy  yrie  man  aus  Formel  14)  ersieht,  and 
somit  ergiebt  sich  die  Gleichuig 

i[mr(x  + 1) . . .  r(A  +  *z^)}  _  inu) 

=s|(*-l)Z(23r)  +  (J-fti)lfe 

Geht  num  von  don  Logarithmen  auf  die  Logarithmanden  rarflek,  m 
erhilt  man  das  bemerkenawerthe  Theorem*) 

2»)       r(A)r(A  +  l)r(A  +  f)...r(i  +  *rii) 

In  dem  spedellen  Falle  A  =  --r-  wird  linker  Hand  der  letale 
Factor  =  1  und  es  bleibt  die  einfachere  Gleichung 


*)  Legendre  beweist  diesen  Sats  mit  Hülfe  unendlicher  Reiben, 
die  jedeo&lls  der  Sache  fremd  sind;  s.  Trait6  des  fonctions  eUiptiques, 
Tome  n,  p.  439,  Nro.  93.  Der  von  Gaochy  in  den  Ezerdces  de  Ma- 
thematiques,  livraison  16,  psg.  91  gegebene  Beweis  gründet  sich  aof  die 
im  Abschnitte  lY.  vorkommende  Formel  87).  Lejeune-Dirichlet  be- 
nutzt in  Crelle's  JoumaI|  Bd.  15,  S.  258  eine  Formel  für  — ^-^,Qm 

erst  den  nach  X  genommenen  Differentialquotienten  der  Gleichung  29) 
und  dann  letstere  selber  zu  entwickeln,  wobei  jedoch  vorausgesetxt  werw 
den  muss,  dass  man  die  speciellere  Formel  30)  schon  kenne.  Der  obigs 
neue  Beweis  dürfte  wohl  am  einfachsten  sein. 
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die  rieh  aach  am  der  anter  Nro.  9)  bewiesenen  Relation  herleiten 
Iftssi 


IV.  ünendliolie  ReUxen  fiir  irQi). 

um  zn  einer  Reihenentwickelong  für  IFQi)  oder  7F(1  -f  f^)  zu 
gelangen«  kann  man  Yerscliiedene  Wege  einschlagen,  je  nachdem  man 
?on  der  einen  oder  anderen  der  Gleichungen  5),  16)  nnd  24)  ausgeht. 

a.  Lftsst  man  in  Nro.  b)  (i  -{-  1  &n  die  Stelle  von  [i  treten  nnd 
bezeichnet  für  den  Augenblick  mit  q  eine  Grösse,  welche  bei  unend- 
lich wachsenden  n  gegen  die  Null  convergirt,  so  ist 

r(l+ft)  +  Q  =  rA ~ ?— W" 

mithin 

l{rH+,i)+Q)=tiln-l(l  +  ^)-l(l+t^ K*  +  n) 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  ft  ein  positiver  oder  negativer  echter 
Bruch  ist,  können  rechter  EEand  alle  negativ  genommenen  Logarith* 
men  in  unendliche  Reihen  verwandelt  werden ;  dies  giebt  bei  Anord- 
nung nach  Potenzen  von  ft 

i{r(i  +  ii)  +  (f)  =  -  (l  +  L  +  l  +  . . .  +  1-iny 

^    2  \12  ^  2«  ^  3«  ^  ^  nV 

"^  3   VI»  "•"  2»  "^  3»  "***  *  '  nV** 

+ 

Lassen  wir  jetzt  n  ins  Unendliche  wachsen,  so  convergirt  Q  gegen 

die  Null,  ferner  wird 

Lm(j  +  j  +  j  +  '-+^-ln)  =  c, 

wo  c  =  0,57721566  .  •  die  schon  auf  Seite  436  des  ersten  Theils 
bestimmte  Constante  ist,  femer  gehen  die  Coef&cienten  von  f(^  fi',  etc. 
in  convergirende  unendliche  Reihen  über,  fär  deren  Summen  wir 
die  Bezeichnung 

Sp  =  fp  +  rp  +  fp  +  -    ••     ^>' 
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in  Anwendung  bringen  wollen.     Nach  diesen  Erörterongen  ist 

31)     im+fi)  =  -  cft  +  iSaft'  -  iSa^»  +  ^84***  -.*..• 

-  1  <  ^  <  +  1. 

Dividirt  man  beiderseits  mit  [i  and  l&sst  dann  ft  gegen  die  Null  con- 
vergiren,  so  ergiebt  sieb  nach  Formel  28)  die  Gleichung  C  =  c; 
die  früher  vorläufig  durch  C  bezeichnete  Gonstante  ist  demnach 
identisch  mit  der  sogenannten  Gonstante  des  Integrallogarithmuj 
(yergl.  Seite  195). 

Aus  Nro.  31)  folgt  weiter 

2r(l  -ft)  =  eii  +  iSa^«  +  l&ft«  +  \S4ii*  + 

-  1<^<  +  1; 

diese  Gleichung  subtrahiren  wir  von  der  vorhergehenden  und  berück- 
sichtigen hierbei  die  Relation 

r(i  +  fi)  ^    [ra+  fi)y    _  [r(i  +  ii)Vsinfin 
r(i-ii)     fir(,*)r(i-/i)  iiTt 

wodurch  entsteht 

ir(i +p)  =  |?(j±^)  -  (cp+|S3fi»+|SiF»+"-)- 

Um  die  Convergenz  der  Reihe  zu  erhöhen,  addiren  wir  zur  vorigen 
Gleichung  die  folgende 

0  =  -  \iQ-^r0  +  Jfi  +  ift»  +  Sf»»  +  •  •  •  • 

und  erhalten  ein  Resultat  von  der  Form 

3«   ,r(.+rt  =  ,!(^)-t,(ii£) 


worin    die  mit   Cu  C3,  Cs,  etc.  bezeichneten  Goeificienten  folgende 
Werthe  haben 

Ci  =  1  —  C  =  0,42278  43351 , 

C3  =  KSs  —  1)  =  0,06735  30105, 

Cß  =  KSs  —  1)  =  0,00738  55510, 

q,  =  1(S7  —  1)  =  0,00119  27539,  ^ 

Ca  =  1(89   —  1)  ^  0,00022  31548, 

Cu=i(Sa— 1)  =  0,00004  49262, 

u.  s.  w. 

Durch  beiderseitige  Subtraction  von  Ifi  findet  man  aus  Nro.  32)  aacb 


Die  Gammafunctioneü.  255 

ir(p).    Uebrigens  kann  man  wegen  Kro.  9)  immer  f(  <!  |  Toraus- 
setzen,  and  dann  convergirt  die  obige  Reihe  sehr  rasch '^). 

b.    Nimmt  man  die  Differenz  der  beiden  Oleichnngen 

0 

ir(l-^)  =  y{ ^—-, i^e-']- 

0 

tmd  beachtet  hierbei  die  Relation 

80  erhält  man  die  Formel 

33)  2irQi)  —  l;r  +  Isiniix 


Jil'^>        'ihf^> 


Ol       e^'  ^  e  ^ 


—  (1  — 2fi)c-* 


dx 


die  sich  auf  folgende  Art  weiter  entwickeln  läset.  Für  beliebige  a 
und  ein  zwischen  —  x  und  -f*  ^  enthaltenes  ca  gelten  bekanntlich 
die  Gleichungen 

Y  gaw  _  gr-an  ""  a«  +  1»        «2  4.  2«  "^  «-»  +  3»        *  *  *  ** 


(o  stnio  stn2fi}  smSoi 

f 


•X^         ._._^._IV        ^M»       •      •      •      *. 


3  1  2  '  3 

X 

für  a  =  -—  und  o  =  (1  —  2(t)Ä  wird  hieraus 

i2x8in2(iic        4^71  sin 4: fix        6nsin6iin    ,  \ 

~    U»  +  (23r)2  "'■  ^M^T^^  "*"«»  +  (6ff)2  "^  /• 

Isin2(i7t       s/n  4figr       stnSftgr  1 

l_2ft— 4|     23J      H       4^;        r      Qn      "•" r 

und  diese  Gleichungen,  welche  für  beliebige  x  und  echt  gebrochene 
positive  fi  gelten,  können  nun  zur  Entwickelung   des  Integrales  in 


*)  Dieselbe  ist  auf  ganz  anderem  Wege  von  Legendre  entwickelt 
worden  im  Traite  des  fonctions  elliptiques,  Tome  II,  Chap  X,  Nro.  90. 
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Nro.  33)  benutzt  werden.     Man  erhalt  Banftchst  ein  Resnltat  von 
der  Form 

34)  2ir(ii)  —  Zä  +  Uiniix 

=  4(&2Stn2ft3r  +  b^8in4:(Ji7C  -f-  hsinß^n  -{-  .  . . .) 
worin  die  Coefficienten  629  ^4»  etc.  durch  die  Gleichung 


'2n 


ri       2nx ?IlA  ^ 

~  J  \x^  '\-  (2n«)»        2*1«]   X 


bestimmt  sind.     Der  Werth  dieees  Integrales  ergiebt  sich  mittelet 
der  Zerlegung 

und  swar  ist  derselbe  zufolge  der  Formel  13) 

^n  =  '~[l(2nn)  +  q. 
Hiemach  erhält  man  aus  Nro.  34)  durch  Division  mit  2 

li2fc)  +  C  .   .         ,     1(4«)    +  C  .    ,    ^ 

l(63t)   +  C 
H j^ sinßiiTC  +  •  •  s 

und  wenn  man  noch  alle  diejenigen  Glieder  zusammenfasst,  welche 
den  gemeinschaftlichen  Factor  Ix  -^-  C  besitzen,  so  wird  schliesslich 

35)    zrOi)  =  (I— fi)Zjr  +  C^  — /i)  —  |Zstn/iÄ 

,     1  R2   .   „         .   Z4   .   ,         ,    16   .  ^  .  I 

H j— •sm2fi«  -[-  ---sm4fiff -|-  •— stn6fisr  +  •••,, 

3r  1 1  2      .  o  ' 

wobei  fi  zwischen  0  und  1  enthalten  sein  muss  *). 

c.  Behufs  einer  weiteren  Entwickelung  der  Formel  24)  sdückea 
wir  folgende  Bemerkung  voraus.  Die  Gleichung  6)  auf  Smte  276 
des  ersten  Theiles  lässt  sich  schreiben 

2     -i-i 


1  _  e-Sir  y 

_       2y  2y  2y  . 

""  Jt«  +  y»  "^  (2«)»  +  »»        (3«)*  +  »' 


*)  Zu  derselben  Formel  ist  Kummer  auf  anderem  Vftg«  gelangt  u 
Crelle's  Journal,  Bd.  35,  S.  1. 
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nnd  giebt,  wenn  y  =  lsG  gesetzt  nnd  beiderseits  mit  2  dividirt  wird, 

1  _  1  _  1 

1  -^  e-'        2        X 

2x  2x  2x 


(2«)«  +  «a  ^  (4«)«  +  «»    ^   (öä)«  +  »« 
Mit  Hülfe  der  identischen  Gleichung 
x        X  ?!i£!_ 


•  t  •  •  • 


a»  4-  ««       a«       a*       a* 


kann  man  alle  auf  der  rechten  Seite  der  vorigen  Gleichung  stehen- 
den Brüche  in  endliche  Potenzenreihen  umsetzen,  und  zwar  erh&lt 
man 

1  1  _  1 

l  —  er*        X        2 


2S9  2S4     ,   .     2S< 


'6 


~  (2«)»  (2«)*        •    (2ä)< 

darin  haben  82,84,...   dieselbe  Bedeutung  wie  in  a,  und  Tai  ist 
zur  Abkürzung  benutzt,  nämlich 

_JL  1  I     1  1  ,1  1  . 

^a»  —  ja*  '  (23r)a  +  a?»  "*"  2"  *  (4«)«  +  a?»  "^  3"'(6ä)«+««'^'*' 

Man  bemerkt  augenblicklich,  dass  Ta«  positiv  und  kleiner  ist  als 

-L     .J_4-±     _L_4.JL     _?_j.  _&*  +  ! 

1"  '  (23r)«  "^  2"  '  (4«)«  "^  3"  *  (6flr)«  "*  ~"  (2«)» ' 

man  kann  folglich 

77     ^&*+« 

-'"— 12^ 

setzen,  wo  €  einen  positiven  echten  Bruch  bezeichnet.     Drückt  man 

noch  Si,  S4  etc.  durch  die Bernoulli'schen Zahlen  aus  (Thl.I,  S.244, 

Formel  28),*so   gelangt  man  zu  folgender,  für  jedes  x  gültigen 

Gleichung 

1  11 

1  —  e-'        «         2 

i5|a;  B^x^         ,         B^x^ 

-r 


1.2        1.2.3.4    '    1  .  2  ...  6 

^^      ^^        1.2...(2*)^^      'M.2...(2Ä  +  2) 

Schl&milcb,  AtiAlyils.  ir.  17 
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Diese  l&sst  sich  nim  zur  TransformatioD  toh  Nro.  24)  benntieii,  nnd 
zwar  ergiebt  sich  zun&chst 

+  o/-^'^^  "TTÄTi  A-^'^^  +  - 

•  0 


"  +  ^-'^-'^)f'''-''^'"'' 


(2Jc\ 


Für  die  h  ersten  Integrale  liefert  die  Formel 

1.2.8  .  . 


/ 


siPe-f*'dx  = 


alle  nöthigen  Wertbe;  das  letzte  Integral  ist,  wegen  0  <^  €  <^h 
zwischen  Null  und 


/ 


0 

enthalten,  und  kann   folglich  einem   Bmchtheile   dieses  Integndei 
gleichgesetzt  werden.    Nach  diesen  Bemerkungen  hat  man,  nnter  ( 
einen  nicht  näher  bezeichneten  positiven  echten  Brach  yerstaBdeo, 
36)    ir(i>.)  =  ^l(2n)  + (11-1)1(1 -(t 


1.2.fi        3.4.ft«    '    5.6.fts 


•     • 


•   • 


+  (^  i)*-i ?it=i 4.  (^  i)k i3^±±i . 

^  V  V  (2Ä—  l)2Ä;.fA"-i  ^  ^  ^  (2&+1)  (2ifc+2).f*"+» 
woraus  sich  durch  beiderseitige  Addition  von  Ifi  noch  eine  Formel 
far  ir(l  -{-fi)  herleiten  lässt.  üebrigens  darf  diese  Reihe  nicht  m 
Unendliche  fortgesetzt  werden,  weil  dann  Divergenz  eintreten  wurde; 
gleichwohl  bietet  die  obige  Formel  namentlich  bei  grossen  fi  wesent- 
liche Yortheile,  denn  schreibt  man  kurz 

irift)  =  |?(2«)  +  (tt-vfiii  -  ft  + «. 

60  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  unter  jener  Yorausaetzung  s  sehr 
wenig  betragt.     Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt  noch 


-**'  =  Vt  ©""• 
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und  da  ä  sehr  klein  ist,  so  kann  man  auch  setzen 

87,  ro.)  =  yf  (?)"»+ •^.   . 

wo  8  gegen  die  Nnll  convergirt,  wenn  ft  unendlich  wächst.  Für 
ganze  positive  fi  gehen  diese  Formeln  in  die  schon  von  Stirling 
angegehenen  üher. 

d.  Wir  kehren  noch  einmal  zur  Formel  24)  zurück,  um  die- 
selhe  auf  andere  Weise  umzugestalten.  Durch  Suhstitution  von 
1  —  cr~*  =  t  verwandelt  sich  dieselbe  in 

38)     irdi)  =  l?(2«)  +(ii-V)l(t-(t 

J  \t         2'^l(l—t)\     1(1— t)        ' 

nnd  hier  richten  wir  die  Aufmerksamkeit  auf  den  Factor,  womit 
(1  —  t)f~'^  dt  nnter  dem  Integralzeichen  verbanden  ist.  Ana  der  leicht 
zu  prüfenden  Integralformel 


/ 


=  |t;(l-t>)-(i-«) 


(l-v)[l-(l-ty]dv 

(1  _  ty       (1  -  ty 


folgt  nun  durch  Einführung  der  Grenzen  v  =  l  und  t;  =  0 

1 

(\-v)[i-(i-ty]dv 


1 

/ 

0 

=  {' -  "  +  »nr«!  Tö^ 


1(1  ^t)}  1(1  —  1) 

femer  durch  beiderseitige  Division  mit  t  und  umgekehrte  Anordnung 


(i_i4._i_}_l_ 


0 


i 

0 


V 


Da  V  positiv  ist  und  t  die  Einheit  nicht  überschreitet,  so  lasst  sich 
(1  —  ty  nach  dem  binomischen  Satze  entwickeln  (Thl.  I,  S.  214);  die 
Integration  der  einzelnen  Glieder  liefert  dann  ein  Resultat  von  der 
Form 

17  ♦ 
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39)  fi  -  i  +  — i— 1        ^ 

1^1.2     ^1.2.3^1.2.3.4^ 

worin  die  CoefQcienten  Oi,  Oj,  etc.  folgende  Werthe  haben 

1 

öl  =J  (\  —  v)vdv  =  —  ^, 

0 

1 
o,  =  I  {\  —  v)v(l^v)dv=:  0, 


0 

1 


08  =y(|-«')v(l— t;)(2--t;)dt;  =  -iJ5-, 


0 

1 


a*  =  f{i-v)v(l—v)i2-,v)(3-v)  dv  =  Jj, 


1 

40)  a«=    A|  — t;)t;(l— 1;)(2  — t')  .  .  .(m  — 1— r)<lp. 

0 

Durch  Subetitution  von  Nro.  39)  in  Nro.  38)  ergiebt  nch  weiter 

-/{T  +  Ä'  +  r:fT8''  + •••)('-'>•-«• 

0 

und  wenn  man  rechter  Hand  die  einzelnen  Theile  integririi  bo  ge- 
langt man  zu  der  Formel 

41)  ir(ii)  =  ll(27t)  +  Qi-^^lli-  li 

1  ai        1        aj  l   Oz 

"'T"^"'  2"fi(f*  +  l)""  3  ^Qi  +  l)Qi  +  2)       ""' 

welche  den  Yortheil  bietet,  dass  die  Reihe  für  alle  positiven  ^  oon* 
yergirt  und  zwar  eehr  gut,  falls  (i  einigermaassen  gross  isf^). 


*)  Für  die  Brigg'schen  Logarithmen  von  FQa)  hat  Legendre  in 
zweiten  Bande  des  Traite  des  fonct  ellipt.  eine  ziemlich  nmiangliche 
Tafel  gegeben^  aus  welcher  einige  Werthe  hier  Platz  finden  mögen. 
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V.   unvollständige  Oammafünotionen. 

Mit  dem  Namen  „ unvollständige  Gammafunction''  möge  im  Fol- 
genden das  bestimmte  Integral 


X 

S 

0 


xf*-ie-*dx 


bezeichnet  werden,  welches  für  x=sco  in  Fip)  übergeht.  Die  Berech- 
nung desselben  hat  bei  kleinen  x  keine  Schwierigkeit,  denn  man  er^ 
hält  mittelst  der  Ezponentialreihe 


42) 


fxf- 


^(r*dx 


=  ^jl^l_^  + J^.^! L...^ +  ....]. 

Ifi         1  fi+l  ^  1.2/i  +  2        1.2.3fi  +  3^  j 

FQr  einigermaassen  grosse  x  (wie  z.  B.  schon  f ür  o;  =  10)  wird 
aber  diese  Formel  so  unbequem,  dass  man  sich  nach  einer  anderen 
Methode  umsehen  muss. 

Unter  der  Toraussetzung  eines  positiven  /i  ist  nun 

X 


d.h. 


A« 

log  r{fi) 

/* 

log  r{fi) 

1,00 

0,0000000000 

1,50 

0,947  544  9407   1 

1,05 

0,988  337  8588  —  1 

1,55 

0,948  837  4414  —  1 

1,10 

0,9783406740  —  1 

1,60 

0,951 102  0175  —  1 

1,15 

0,969  9006960—  1 

1,65 

0,954  298  8754  —  1 

1,20 

0,9629225038  —  1 

1,70 

0,958  391 2457  —  1 

1,25 

0,967  321 0837  -  1 

1,75 

0,963  345  0589  —  1 

1,30 

0,953  020  2772  —  1 

1,80 

0,969128  6662  -  1 

1,85 

0,949  951  5142  —  1 

1,85 

0,975  712  5966  -  1 

1,40 

0,948  052  7714  -  1 

1,90 

0,983  069  3441  -•1 

1,45 

0,9472677075  -  1 

1,95 

0,991 173 1822  —  1 
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0  X 

woraus  hervorgeht,  dass  es  nur  darauf  ankommt,  das  zweite  Integral 
zu  entwickeln.  Ist  f(  ]>>  1,  so  kann  man  zunächst  die  theil weise 
Integration  anwenden  um  den  Exponenten  von  x  zu  verringern;  man 
erhält  nämlich 

I  xf*-^er'dz  =  xM-^er'  +  (^—  l)  J  xf^-^e-'dx. 

S  X 

Im  Falle  ft  ^  2  lässt  sich  rechter  Hand  dasselbe  Verfahren  wieder- 
holen, und  es  wird, 


J  xf^-^e- 


dx 


=  [a^-i  4-  (ft— l)a^-2]e-*  ^  (ii^l)(ii^2)fxf*-9er"dx. 


Bei  ganzen  ft  kommt  man  durch  hinreichend  vielmalige  Anwendong 
dieser  Operation  auf  das  Integral 

OD 

er^dx  =  e~'; 

X 

liegt  dagegen  fi  zwischen  zwei  ganzen  Zahlen  q  und  ^  4"  I»  so  fuhn 
die  ^-malige  theilweise  Integration  auf  das  Integral 


00 


/- 


X 

worin  (i  —  1  —  q  ein  negativer  echter  Bruch  ist.  um  daswibe 
weiter  zu  entwickeln,  setzen  wir  den  positiven  echten  Bruch 
g  -f-  1  —  fi  :;=  A ,  schreiben  unter  dem  Integralzeichen  v  statt  x> 
so  dass 

/  xf^-^-^er'dx  =  f  -j  ^^^^ 

X  X 

ist,  und  substituiren  rechter  Hand  t^  =  x{\  -f-  tf);  ee  ist  dann 

X  0 

Zufolge  der  Definition 
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IXX)  =JeX-^e"dg 

0 

hat  man  weiter  für  5  =  at,  wQnn  a  eine  positive  Constante  be- 
zeichnet, 

r(A)  =  a^Ji^'^e-^^dt     oder     ^  =  T^n /^^""^^*'^*' 

0  0 

und  hiervon  läset  sich  fär  a  =  1  -|~  ^  Gebrauch  machen  um  die 
vorige  Gleichung  zu  transformiren,  nämlich 

X  "^       0  0 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  es  erlaubt  ist,  die  Reihenfolge  der  In- 
tegrationen  nach  t  und  u  umzukehren;  das  Doppelintegral  geht  dann 
aber  in 


/ 


i^-^er^dtfe-^^^Ouau  =JtX-ier*dt—^-^ 

0  0 


und  es  entsteht  die  Gleichung 

X  ^         0 

Wir  erinnern  nun  an  die  in  ThL  I,  S.  169  bewiesene  identische 
Gleichung 


1 


Iß        ß(ß  +  l)iß  +  2)'..(ß  +  n^l) 


«-/Jl 


a        a(a  +  l)(a  4-  2)  .  .  .  (a  +  w  —  1) 


~a(a+l)'^a(a4.1)(a  +  2)"^         *"a(a  +  l)(a+2)..(a+n— 1)' 

für  a  =  Xt  ß  =  —  t  und  durch  beiderseitige  Addition  von  —  zie- 
hen  wir  daraus 


46)      1  (     1).   f(<~l)(t-2)...(t-n-l)        1 

^  x-\-t       ^       ^x(x+l){x  +  2)...(x  +  n—l)x-^t 

~x      ar(a!+l)"^a;(a;-|-l)(jr-|-2) 


^^       '      a:(x+l),..(a;  +  n-l)' 


nnd  untenuehen  vorerst  des  Quotienten 
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e— 1«—  2  e  — n—  1 


•  • 


a?+  1  x  +  2  X'\-n  —  1 

Unter  der  YoraossetztiDg,  dass  t  zwischen  den  ganzen  Zahlen  h  —  l 
und  h  liegt,  nehmen  Wir  n'^  k  und  zerlegen  den  fraglichen  Quo- 
tienten in 


t—l      *— &— 1 t— Ä      ^— n— 1       1  n— 1 


•     •      ^^— ^—  I     •      M^— ^_>     •    •    • 


Ä; — 1         h  n  —  1       aj+1     aj4-**~l 

Die  erste  Gruppe  lässt  sich  folgendermaassen  darstellen 
«  —  ÄJ  +  1   «  —  fc  +  2  ^  — 2<  — 1 


•    •    • 


1  2  Ä—2  Ä  — 1' 

wegen  X;  —  1  <C  ^  <  ifc  sind  hier  alle  Factoren  echte  Brüche,  mit- 
hin ist  auch  das  Product  ein  echter  Bruch.  Die  zweite  Gruppe  ge- 
stattet die  Schreibweise 

'-'-(-4)(-rb)-(-;r^> 

welche  zeigt,  dass  dieses  Product  gleichfalls  ein  echter  Bruch  ist 
Der  absolute  Werth  des  in  Nro.  45)  erwähnten  Quotienten  beträgt 
demnach  einen  BruchtheÜ  von 

1  .  2  .  3  .  .  .  (n  —  1) 

(ä  4-  l)(a;  +  2)  .  .  .  (a;  +  n  —  1) 

und  es  ist  folglich,  wenn  B^  einen  positiven  oder  negativen  echten 
Bruch  bedeutet, 

1      _  1  i  Hf  —  1) 


x-^-t        X        aj(a?+l)  ^  aj(aj +!)(«  + 2) 


•  • 


I   /     l^-.  f(f-l)(<-2)...(«-n-2) 
^^       '      «(a;+l)(a;-f-2)...(a;  +  «  — 1) 
,      ^1  .  2  .  3  . . .  (n  —  1)  i 


'x{x  +  l)(a?  4-  2)  .  .  .  (oj  +  n  —  1)  »  +  « 
Diesen  Ausdruck  substituiren  wir  auf  der  rechten  Seite  von  Nro.  44) 
und  fahren  zur  Abkürzung  folgende  Bezeichnungen  ein 

wir  erhalten  dann 
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J   l^  \x  X(X-^D  ^  X(x-)rl) 


•  •  • 


(ä+I)  ^  x{x-\-\){x-\-2) 

1.2...(n--l)6^      I 
'*'a?(a;  +  l)...(a;  +  n— 1)1 
Da  f|,  zwischen  —  1  nnd  4~  ^  ü^gt,  weil  femer  bei  positiven  x  der 
Quotient  \:{x  4-  0  endlich  bleibt ,  so  hat  b»  immer  nur  endliche 
Werthe.     Nimmt  man  hierzu  die  Bemerkung,  dass  für  x  >>  0  und 
unendlich  wachsende  n 

Liml — - —  . — • — -  -  •  .  .  — : -l  =  0 

U4-l»  +  2  Ä-t-n  —  1) 

ist,  80  folgt  weiter 

,      f         1  .2  .3  ,..(n-  l)l)n        1  _  ^ 
^    la;(^+l)(3;+2)...(a;  +  n-l)|-"' 
und  damit  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

47)  f\e--dv=^e-Al ^^  +  - 

^J^       ^         flc*"^   r        »+  1  ^  (a;+l)(a?  +  2) 

Die  Coef&cienten  Oi,  aj,  etc.  sind  leicht  zu  berechnen,  wenn  man 
unter  dem  Integralzeichen  die  Entwickelung 

H).  —  l)(e  —  2)(<  —  3)  .  .  .  («  —  m  —  1) 
=  ^  _  c^p-i  4.  Cj^w-« 4.  (—  l)«-i  Cm-i« 

Tornimmt,  die  einzelnen  Glieder  integrirt  und  die  Gleichungen 

r(A)    "=  ^'         r(;i)    =  ^^*  ■•"  ^^'  ''*''• 

beachtet   Wendet  man  hierbei  die  abkürzende  Bezeichnung    ' 
^-^±1-^  =  A(A  + 1)  . .  .  (A  +  ä-l)  =  [a] 

fto«  80  erhält  man 

48)  '  a^  =  W"  —  C,  [^r"'+  Ci  [A]""  - 

Hiemach  sind  z.  B.  die  Werthe  der  fünf  ersten  Coefficienten 
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0,  =  [a]  ~  [A]  =  A«, 

as  =  [k]  —  3[A]  +  2[AJ  =  A»  +  A, 

a^  =  [A]  —  6  [A]  -I-  11  [A]  —  6  [A]  =  A*  +.  4A«  —  A, 

aj  =  [A]  —  10[A]  4-  35[A]  —  50[a]  +  24[A] 

=  A»  4-  lOA«  —  5A«  +  8A, 

U.  8.  W. 

Einige  bemerkenswerthe  specielle  F&lle  dor  Oleichusg  47)  mö- 
gen noch  Erwähnung  finden. 

Fär  A  =  1  ergiebt  sich  die  Formel 

f^e''-dv  =  ^(r4l ^^+  ^ 


r 


Ol  =  1,  03  =  1,  Os  =  2,  a4  =  4,  Os  =v  14,  o«  =  38, , 

welche  zur  Berechnung  des   IntegrallogarithmuB  von  e~*  benstzt 
werden  kann. 

Im  Falle  l  =  \  hat  man 


1  --T-;  + 


,  W         v^    r     «  +  i  '  («+i)(«+2) 

»1  §1  "a  Ji  «S  S»  "4  16»  "*  —  sF»  •  •  •  • 

oder  auch,  wenn  v  =  t^  und  ^^  für  o;  gesetst  wird. 


/ 


e-^dt  =  i-e-"  1  -  ^.^  +  *» 


jr 


2«         l  ««  +  I    '    (ir»+l)(a;»4-2) 


Alle  diese  Reihen  oonvergiren  für  jedes  positive  x  und  zwar  am  » 
stärker  je  grösser  x  ist  Für  o;  =:  3  2.  B.  geben  die  drei  ent0 
Glieder  der  letzten  Reihe 


/' 


e-^  dt  =  0,00001958, 
was  auf  acht  Stellen  richtig  ist*) 


*)  Die  Formel  47)  hat  der  Verf.  gefanden  s.  Zeitaohr.  f.  Halbem.  & 
Pbys.,  4.  Jahrg.,  S.  890.    Für  die  Transoendente 


«0 


^dt. 


welche  aaoh  in  der  Wahrscheinlichkeitsreehnung  vorkommti  htlKrtaf 
eiue  Tafel  gegeben  am  Ende  seiner  Analyse  des  r^fractions  astroooouqnei 
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VL  DurclL  Oammafünotionen  aosdrüokbare  Integrale. 

Nac&  den  vorigen  UntersnchuDgen  xmd  vermöge  der  Tafel, 
welche  Legendre  für  logFip)  berechnet  hat,  ist  die  Function  /^(fi) 
als  ebenso  bekannt  anzusehen,  wie  z.  B.  logii^  sin^ii  cos^i  etc.,  daher 
sind  auch  bestimmte  Integrale  als  vollständig  entwickelt  zu  betrach- 
ten, wenn  es  gelingt,  dieselben  auf  Oammafunctionen  zurückzuführen. 
Ans  der  ansehnlichen  Menge  bestimmter  Integrale,  welche  man  auf 
diese  Weise  reducirt  hat,  wollen  wir  im  Folgenden  einige  der  wich- 
tigsten herausheben. 

a.  Wir  betrachten  zunächst  die  Integrale 

0  '  0 

ib  denen  t  eine  willkührliche  Gonstante  bezeichnen  möge.  Beide  In- 
tegrale lassen  sich  in  ein  einziges  zusammenfassen;  setzt  man  näm- 
lich V —  1  =  t  und 

0 

8oistTF'=  XJ  '-'  iV  mithin  17  der  reelle,  —  iV  der  rein  imaginäre 
Bestandtheil  von  W,  Man  überzeugt  sich  sehr  leicht,  dass  es  hier 
erlaubt  ist,  beiderseits  in  Beziehung  auf  i  zu  differenziren  und  rech- 
ter Hand  die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  vorzunehmen; 
man  erhält  so 


=  -  */. 


dt 

0 


Femer  giebt  die  theilweise  Integration,  ft  ]>  0  vorausgesetzt, 

dx 


\    +   ttj 


dt  1  + 

d.  L 


W. 


dt  1  +  it 

Aas  dieser  Differentialgleichung,  welche  die  Soflderung  der  Yaria- 
belen  gestattet,  findet  sich 

W  = - . 

(1  +  ity- 
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wobei  C  die  Integrationsconstante  bezeichnet  um  sie  sn  bestimmen, 
braucht  man  nur  in  der  Gleichung 


/ 


g^-ie-(x^i<i*dx  = 


t  =  0  ZU  nehmen ;  es  bleibt  dann  r([i)  =  C  mithin 

riß) 


I 


x^-i  «-('+")*  da;  = 


(1  +  ity 

0 

Diese  Formel  wird  etwas  allgemeiner,  wenn  man  /  =  ■—  und  x=a' 

a 

setzt,  wo  a  eine  positive  von  Null  verschiedene  (konstante  bedeutet; 

es  ergiebt  sich*) 

49)  yV>^(.-H«)M.  =  ^-Ä..        „>o. 

Um  die  reellen  und  imaginären  Theile   beiderseits  vergleichen  so 
können,  bringen  wir  a  +  ib  auf  die  Form  h{cosy  +  isiny\  wo 

h  =  Va'  +  &«,         y  =  ardan 1-  n% 

ist,  und  haben 


*)  Wenn  man  die  auf  S.  56  unter  Nro.  24)  angegebene  Formel 

0  0  0 

als  bekannt  voraussetzen  will,  so  kann  man  das  obige  Resultat  auch  w> 
folgende  sehr  einfache  Weise  ableiten.  Für  /(«)  =  «^— i «— *  ergiebs 
sich 

y 


(«  +  iß)f^  r{^-ie-<«+'^f  d^ 


ay  ß 

0  0 

bei  positiven  a,  y  und  /«  convergirt  der  Ausdruck  yf^e—t^y  gegen  di« 
Kall,  sobald  y  ins  Unendliche  wächst;  dasselbe  gilt  auch  von  dem  Fro- 
dacte  aus  y^e—oy  und  dem  letzten  Integrale,  weil  dieses  immer  aof 
endliche  Werthe  besitzt.    Die  so  entstehende  Gleichung 

0  0 

ist  im  Wesentlichen  identisch  mit  Nro.  49). 
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/• 


0 


cos\  (ifarctan 1-  »sr  j  1  —  isin  1  ^  (arctan  — f-  nx\  1 

Die  ganze  Zahl  n  bestimmt  sich  durch  die  SpeciaHsining  ä  :=  1^ 
6=0,  welche  zu  der  Gleichung  1  =  C08(inic  führt.  Diese  kann 
für  beliebige  positive  fi  nur  dann  bestehen,  wenn  n  =  0  ist,  und 
nun  ergeben  sich  durch  Yergleichung  der  reellen  und  imagin&ren 
Partieea  die  beiden  Gleichungen 

Jr(fi)  cos  ( (i  arctan  —  j 


A" 


60)  /  Bh-^er^'coshsdz  = 


/«.- 


öl)  /  eh-'^tr'''sinlede  = 


(a2  +  52jJ/i 
r([i)sin(ii  arctan  —  j 


fi  >  0,    a  >  0. 

Der  Fall  a  =  0  ist  durch  die  vorige  Herleitung  von  selbst  aus- 
geschlossen und  bedarf  deshalb  einer  besonderen  Untersuchung.  Wir 
gehen  dabei  von  der  Formel 


0 

ans,  welche  fOr  alle  positiven  l  gilt,  schreiben  g  fOr  a^  multipliciren 
die  nunmehrige  Gleichung 


i  =  rri)/*'""''""'"^" 


mit  cosbedM  und  integriren  von  jbt  =  0  bis  ier  =  oo  ;  dies  giebt  zu- 
nächst 


jp    -  • 


— 5—  dg  =  -=7TT-  /  cos  he  dg  1  u^-^er'^du. 

Kehren  wir  rechter  Hand  die  Reihenfolge  der  Integrationen  um, 
so  haben  wir  femer 
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and  mittelst  der  Substitution  u  =  hv  wird  hieraus,  falls  &  ^  0  ist. 

Das  Integral  rechter  Hand  kennt  man  zufolge  der  Formel  2)  auf 
S.  429  des  ersten  Theiles;  es  ist  also  unter  der  dort  angegebenen 
Bedingung  und  weil  hier  A  positiv  sein  muss, 


/ 


"T—  »^  =  ^  r^/,v r?-" »  0  <C  A  <;  !• 


2 

Mittelst  ganz  desselben  Yerfahrens  erhält  man 


00 

/- 


-r  ^^  =  nn/i\  ■   11     »  0  <  A  <  2. 

je:*  2F(A)sin|A3r 


Setzt  man  endlich  in  diesen  Formeln  A  =  1  —  fi  und  beachtet  die 
Relation 


so  gelangt  man  zu  den  beiden  Ergebnissen 

62)  fzy^-^  <mUAB^  roo^l^^       0  <  M  <  1. 


0 

OD 


63)  y*.^-x«„b^d^  =  mg^kfE.    _l<p<i, 

0 

worin  5  positiv  sein  muss.  Hieraus  ersieht  man  die  Beschrankimgeii 
welchen  fi  und  b  zu  unterwerfen  sind«  wenn  die  Formeln  50)  und  51) 
für  a  =  0  benutzt  werden  sollen.  Üeberhaupt  lassen  sich  die  bis- 
herigen Resultate  zu  folgendem  Satze  zusammenfassen:  die  Formd 

0 

gilt  für  jedes  complexe  k,  dessen  reeller  Theil  positiv  und  von  Null 
verschieden  ist;  im  Fall  aber  der  reelle  Theil  von  k  gleich  Nnü  iFt» 
muss  fi  ein  positiver  echter  Bruch  sein. 
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Der  Bpecielle  Fall  ft  =  |  giebt 

oder,  in  eine  Formel  znjsammengezogen 

0       ^ 

Für  5  =  y'  wird  hieraus 


—  00 


nnd  dnrch  SubBtitntion  von  y  =  w  +  -— 


54)  A'(»'^H2<?ir)e?M,=  V??eU      J. 


—  oo 


b.  Die  Gleicbnngen  50)  und  51)  führen  zu  neuen  Resultaten, 
wenn  man  beiderseits  in  Beziehung  aaf  ft  differenzirt  und  dabei  die 
Formel  27)  anwendet.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  rechter  Hand 
die  Differentiation  unter  dem-  Integralzeichen  yorgenommeu  werden 
darf,  und  erh&lt  dann,  wenn  zur  Abkürzung 


h  =  Va»  +  h\      &  =  arctan— 

a 


gesetzt  wird, 


OD 

55)  I  ßf^-Hzer-'^ 


coshedg 
ö 


0 

00 

56)  I  el^-Hz 


e^^'sinhzdß 
ö 


0 

So  ist  s.  B.  nach  Nro.  55)  für  f(  =  |  und  5  =  0  also  %  =  a,  ^  =  0, 
Jl^lee-^'dß  =  y/^(_  2Z2  —  C  —  la) 
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oder  ffSa:  0  =x  u^ 

0 

Die  OleicbuDgen  55)  und  56)  könnte  man  wiederum  nach  i^  differeB- 
ziren,  doch  werden  die  Resultate  immer  verwickelter. 

a  In  der  Formel 


/ 


0 

welche  für  alle  positiven  fi  gilt ,  falls  der  reelle  Bestandtheil  von  ft 
positiv  und  von  Null  verschieden  ist,  substitniren  wir  j^  =  ('und 
erhalten 

57)  JW-^e-^t'dt  =  ^- 

0 

Diese  Formel  l&sst  sich  zur  Reduction  des  Doppelmtegrales 

0       0 

in  folgender  Weise  benutzen.  Man  erhält  zunftchst,  wenn  man  dk 
angedeuteten  Integrationen  mittelst  der  Formel  57)  ausführti 

58)  y^IMjm. 

Transformirt  man  dagegen  V  mit  Hülfe  der  Substitutionen 

x  =  rco80t    y  =  rsinOt    dxdy  ^=^rdddu 
so  findet  man 
In 


=ff 


0       0 

und  durch  Ausführung  der  auf  r  bezüglichen  Integration 

Aus  Nro.  68)  und  59)  zusammen  ergiebt  sich  die  Formd 

'         J  (aco»»#  +  6«»n«Ö)H-«*"'  "  2r(p  +  a)Vb«' 
welche  f&r  alle  positiven  p  und  g  gilt,  wenn  die  nelloi  Bestand' 
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tbeile  von  a  und  h  positiv  und  nicht  Null  sind.  Das  hier  vorkom- 
mende Integral  läset  sich  mittelst  der  Substitution  cos^O=^t  in  eine 
algebraische  Form  bringen,  nämlich 

oder  t&r  a  =  h  -}-  e,  wo  nan  die  reellen  TheUe  von  h  and  &  -|-  c 
positiT  sein  müssen  *), 

«2^  /l^-Hi-l)*-^  >  _  r(p)r(q)      1 

Setzt  man  in  Nro.  61) 

^       =J    also     |  =  _i_5,     1-1=       ^ 


so  erhält  man  noch 


''^    Ais 


c?e    _r(i,)r(3) 


(a  e  +  b)P+9'       r(p  4-  g)  aP  Jfl 

Bemerkenswerth  ist  der  specielle  Fall  g  =  1  —  p,  wobei  jp  ein 
positiver  echter  Bruch  sein  möge;  man  erhält 

0 

und  zufolge  der  hinsichtlich  des  p  gemachten  Voraussetzung  darf  hier 
der  reelle  Theil  von  a  auch  =  0  genommen  werden.     Setzt  man  h 


n 


*)  Auf  anderem  Wege  ist  Abel  zu  dieser  Formel  gelangt  in  Cr  eile's 
Journal,  Bd.  2,  S.22,  ohne  jedoch  ihre  Gültigkeitebedingangen  näher  zu 
bezeichnen.  Man  kann  übrigens  die  Formel  61)  auch  dadurch  erhalten, 
dass  man  von  der  Gleichung 


//• 


ö     ö 

aasgeht  und  linker  Hand  die  auf  S.  460  des  ersten  Theiles  besprochene 
Substitution 

fl;  =  s(l  — Q,    y  =i  8tj    dxdy  z=z  Bdadt 

anwendet.  Die  im  Texte  gegebene  Ableitung  wurde  nur  vorgezogen, 
weil  der  Uebergang  von  rechtwinkligen  zu  polaren  Goordinaten  bekann- 
ter und  geläufiger  ist  als  die  letztere  Substitution* 

Für  a  =  1  und  5  =  1  erhält  man  eine  specielle  Formel,  deren  linke 
Seite  Legendre  mit  dem  Namen  Enler'sches  Integral  erster  Art  be- 
zeichnet hat. 

edalOmilch,  Analysis.  II«  13 
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als  reell  voraus  und  a  =  cosß  +  f  sin/J,  so  giebt  die  Vergluichnng 
der  beiderseitigen  imaginären  Theile 

tPdt  TthP-^  sinpß 


A 


h^  -f-  2h^ cosß  +  g«       sinpn    sinß  ' 

0<p<h        —ift^ß^  +  lx. 
Aus  der  Vergleidiung  der  reellen  Theile  findet  man  leicht  unter  Rück- 
sicht auf  die  vorBtehende  Gleichung 


j 


^  tP-^dt  sr^P""*  stn(i)  — 1)/J 


b»  +  2bico8ß  +  6»  sinpn         sinß 

0<i)<l,    -l^^ß^  +  l^. 

Beide  Resultate  lassen  sich  zu  einer  Formel  vereinigen,  wenn  man 
in  der  ersten  Gleichung  p  =  A ,  in  der  zweiten  p  =  A  -|-  1  setst; 
dies  giebt 

r"  i^dt  _  «5^1  sinkß 

j/  6«  +  ^Hcosß  +  e«  ""  sinkn:'  sinß  ' 

~1<A<+1,     -In^ß^  +  in. 

Für  &  =  1  und  ß  =z\x  kommt  man  auf  dieinTheillf  S.  429  unter 
Nro  2)  angegebene  specielle  Formel  zurück. 

Die  Gleichung  63)  gestattet  eine  eigenthümlicheTransformatioBi 
wenn 

a  =  cosß  +  tsin/J,        h  =  cosa  +  isina 
gesetzt  wird,  wobei  noch 

ag  +  b  =  cosa  -f  icosß  +  t(5tna  +  Ss«*»Ä 
=  p(cos(ii  +  tsino), 
mithin 

Q  =  Vi  +  2tcos(a  -  /J)  +  g«  und  fano  =  — "  t  E^**^ 

sein  möge.  Durch  die  Vergleichung  der  beiderseitigen  reellen  und 
imagin&ren  Bestandtheile  erhält  man  die  Formeln 


0 

ß 


S''-icos(p+g)o^,  _  r(p)r(q) 


welche  eine  bessere  Gestalt  annehmen,  wenn  man  (O  als  neue  Farin- 
bele  betrachtet  und  demgemäss  g  und  ^  durch  (O  ausdrückt  D>« 
obige  Formel  für  tan(0  liefert  zu  diesem  Zwecke 
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^  _  sin(G}  —  a)  _  sin(ß'-a) 

mittelBt  des  yorstehenden  Werthes  von  £  und  anter  Anwendung  der 
trigonometrischen  Relation 

sm^A  +  2sinÄsinBcos(A  +  B)  +  sin^B  =  sin^iÄ  +  B) 

erhält  man  forner 

sin(ß  —  g) 

^  ~  sin(ß  —  o)  • 
endlich  zeigt   die  frühere  Gleichung  für  tancn^  dass  den  Grenzen 
£  =  0  und  ^  =  00   die  Grenzen  a  =z  a  und  m  =  ß  entsprechen. 
Nach  diesen  Bemerkungen  findet  man 

65)  /  s;V-^(o  —  a)«»«--*03  —  ci))cos(p  +  q)c}d(o 

a 


66)  /  sin^-^  (o  —  a)sm9~^03  -- &)^in(p  -{-q)c}d(o 

=  ^^smP+«-^OS^a)sm(p^  +  ga). 

Werden  hier  a  und  ^  zwischen  — In  und  -h  |^  gewählt,  so  gelten 
diese  Formeln  für  alle  positiven  p  und  q;  nimmt  man  dagegen 
/}  =  1^,  so  darf  jp  nur  echt  gebrochene  positive  Werthe  erhalten*). 

d.  Um  noch  eine  Anwendung  der  Formel  63)  zu  zeigen,  er- 
innern wir  an  die  im  ersten  Theile  auf  S.  421  unter  Nro  10)  ange. 
gebene  Gleichung 

^     "^Ka  +  ßu  +  yu^Jy^  —  y^J  '''\ß  +  2Vi^  +  t)Vt' 

worin  (p   eine  beliebige  Function  bezeichnet.     Bei   der  Annahme 
q>(£i)  =  jer^  +  Vs  erhält  man  rechter  Hand  ein  Integral,  welches  sich 

nach  Nro.  63)  für  j)  =  |,  a  =  1,  b  =  /S  +  2Vayentwickeln  l&sst, 
80  dass  entsteht 


*>  Die  Formeln  65)  und  66)  sind  vom  Verfasser  in  der  Zeitscbr.  für 
Mathem.  a.  Phys.  Bd.  9,  S.  856  entwickelt  worden.  Den  speciellen  Fall 
«;  ==:  Oj  ß  =1  In  hatte  schon  früher  Kummer  nach  einem  ganz  anderen 
Verfahren  bebandelt  in  Grell e's  Journal  Bd.  17,  S.  215. 

18* 
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67)       /l_^!£!5_  -  3^(3)  . »_. 

j/  (a  +  /Jt»  +  yf««)«+'/.  —  r(q  +  \)  y^(ß  +  2  V^)' 

Durch  mehrmalige  Differentiationen  in  Beziehung  auf  die  Gonstanten 
^1  ßi  y  können  hieraus  noch  mehrere  Formeln  ahgeleitet  werden, 
von  denen  wenigstens  zwei  Platz  finden  mögen. 

Linker  Hand  führt  dien-malige  Differentiation  in  Beziehung  auf 
a  zu  dem  Ausdrucke 

(-i)'fa+i)fa+i) . . .  {^+'-^)f]„+ß„%% 

~  ^       '      r(g  +  D    7  («  +  /S«  +  yu»)«+-  *'■«' 

rechter  Hand  lässt  sich  die  n- malige  Differentiation  nach  a  mittelst 

der  allgemeinen  Formel  für  I)^F(Vx)  ausführen  (s.  S.  9,  Nro.  11) 
wenn 

F(x)  = ^7- 

und  nachher  x  =  a  gesetzt  wird.  Benutzt  man  zur  Abkürzung 
die  Zeichen 

und  beachtet  die  Gleichungen 

__r(g  +  i)  __  r(q  +  2) 

SO  erhält  man 

= (-i)YyV,"|ng+>») ,  _C5_  r(g+n-i) 

^  r(a+n-2)  \ 

"^(2V^)«        «'+— *        •^•••J 
Hiernach  ergiebt  sich  aus  Nro.  67),  wenn  q  -^  n  =  p  getetst  wird, 

worin  p  jede  beliebige  positive  OrSsse  ^  n  bedeuten  kann. 
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DiffereDsirt  man  die  Gleichung  67)  n-mal  in  Beziehung  auf  /3, 
8o  gelangt  man  zu  demselben  Resultate,  als  wenn  man  q  um  n  ver« 
mehrt  hätte,  was  von  keiner  Bedeutung  ist. 

Um  endlich  die  Gleichung  67)  in  Beziehung  auf  y  zu  differen- 
ziren,  möge  man  bemerken,  dass  erstens 

-      «-^  n 


und  dass  zweitens  /}  ^-  2  Vay  symmetrisch  in  Beziehung  auf  a  und 
y  ist.  Differenzirt  man  jetzt  (n  —  l)mal  nach  y^  so  ergiebt  sich, 
wenn  wieder  q  ■■{-  n  =  p  gesetzt  wird, 


+  ßu  +  yu^+'^ 


I 


__   Vi  l/tf^MAp)  I    Ci  r(p-i)      c. 

Zu  dem  nämlichen  Besultate  gelangt  man  kürzer  dadurch,  dass  man 

in  Nro  68)  —  an  die  Stelle  von  u  treten  lässt  und  zugleich  die 
Buchstaben  a  und  y  gegeneinander  vertaxwcht*). 


Vn.  Doröli  GanunaAmotionen  sumiuirbare  Reihen. 

Wenn  für  alle  von  a!;=0  bis  a;=  1  gehenden  x  eine  Gleicbong 
von  der  Form 

70)  F(x)  =  At  +  ÄiX  +  Ä^x^  +  Äsx^  H 

besteht,  so  kann  man  daraus  mittelst  der  Formel  61)  oder  der  ein- 
facheren 

1 

71)  J'^-Hi  -  »y^-'ä»  =  W^ 

auf  folgende  Weise  neue  Reihensummirungen  ableiten. 

a.  In  der  Gleichung  70)  setzen  wir  a?'&^  an  die  Stelle  von  x, 
muliipliciren  beiderseits  mit 

and  integriren  zwischen  den  Grenzen  ^  =  0  und  ^  =:  1.    Rechter 


*)  Der  Verf.  hat  die  Formeln  68)  und  69)  ursprünglich  auf  einem  an- 
deren Wege  gefunden,  s.  Beiträge  zur  Theorie  bestimmter  Integrale, 
Jena  1843. 


/' 
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Hand  lassen  sich  alle  Integrale  nachNro. 71)  entwickeln,  und  es  ent- 
steht die  Gleichung 

1 

0 

A^r(a)r(q)     ^,r(a  +  i>)r(g)       A,iXa  + 2h)  r{a) 

~    ria-\-q)     "^     r(a  +  h  +  q)       "^     r(a  +  2b  +  q)'^" 
Unter  der  Yoraossetzang  eines  ganzen  positiven  q  geht  diese  Glei* 

chung  über  in 

1 

Afi  .  A\X 


"■a(a+l)...(a+fl— 1)     (a+&)(a+l»+l).  .(a+5+g-l) 

"*'(a+2&)(a+26— l)...(a+2H-ff— 1)^'  *' 

und  hieraus  ergiebt  sich  in  allen  den  Fällen  eine  Reihe nsummirung, 

wo  es  gelingt,  die  Integration  nach  ^  durch  geschloesene  Ausdrücke 

2u  bewirken. 

So  erhält  man  z.  B.  für  F{x)  =  (1  +  a?>" 

1 

73)  ji-y^^-Hl  —  ^Y"^  (1  +  x^Yd» 


,  Wi» 


~a(a+l)...(a+2-l)     (a+&)(ö+&+l)...(«+ö+2— 1) 

j ip)^  x^ , 

"^(a+26)(a-f26+l)...(a+264-3—l)  ■•■'*' 

•und  hier  ist  die  Integration  sehr  häufig  ausführbar  namentlich  wenn 
a  und  h  ganze  Zahlen  sind.  Der  specielle  Fall  a  =  &  =  1,  ^=3, 
fi  =  —  1  giebt  z.  E. 

2x3       ^    -r*>r        2x^        4a? 

+  o — A — K  —  1 — 7—;^  + 


•  •  •  • 


1.2.3        2.3.4    '     3.4.5        4.5.6 

—  1  <  a?  <  +  1. 

Nimmt  man  in  Nra  73)  5=1  und  x  =  —  1,  was  unter  der  Vor^ 
aussetzung  eines  positiven  ft  erlaubt  ist,  so  kann  man  linker  Bsfld 
wieder  die  Formel  71)  anwenden  und  erhält 
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74^  ^0)^(3  +  II) 


1  0*)i 


o(a  +  l)...(o  +  ä-l)       (a+l)(o-l-2)...(o  +  a) 


•    •    •    • 


(a+2)(a+3)...(a+2+l) 

b.  Wir  gehen  noch  einmal  auf  die  Gleichung  70)  zurQck,  setzen 
darin  x9'  für  o?,  multipliciren  beiderseits  mit 

nnd  integriren  rechter  Hand  alle  Glieder  mittelst  der  Formel  71), 
wobei  wir  r(6  +  1),  r(b  -f  2),  etc.  durch  r(b),  ebenso  r(<;  +  1) 
F(c  4-  2)f  etc.  durch  r{c)  ausdrücken.  Das  Resultat- besteht  in  der 
Gleichung  i 

Hiemach  ist  z.  B.,  wenn  F(a?)  =  (1  —  x)""*  genommen  wird, 


76)  ^^^ 


^— 7-^ /"»^-Hi  —  '^)«-*-ni— •»'^)"''^« 


.    •    •    • 


^    1  .  c  1  .  2  .  c(c  +  1) 

a(a  +  l)(a+2).li(6  +  l)(l>  +  2) 
"'"         1  .  2  .  3  .c(c+l)(c+2)  "^ 

und  hier  gelingt  es  nicht  selten,  die  auf  der  linken  Seite  angedeutete 
Integration  auszuführen.  Im  Falle  o;  =  1 ,  kann  dies  wieder  mit- 
telst der  Formel  71)  geschehen ,  und  es  ergiebt  sich 

r(c)r(c  ^b  -^  d) 


11) 


r(c  —  a)  r{c  —  h) 


a.b     q(a  +  l).K^  +  l)     a(a+l)(a+2).b(6+l)(b+2) 
~   "*"  l.c"^   1  .  2  .c(c  +  l)  "^   1.2.3  .c(c  +  'l)(c  +  2)  "^ 
wobei   c  '^  a  -{-  h   sein  muss,    damit  die   Reihe    convergire   und 
r(e  —  h  —  a)  nicht  unendlich  werde  *). 


^  Die  in  Nro.  76)  Yorkommende  Reihe  führt  den  Namen  hyper- 
geometrische  Reihe;  sie  wurde  genauer  zuerst  von  Gauss  untersucht 
in  den  Comment.  soo.  Gotting.,  Tom.  II,  a.  1812;  eine  wesentliche  Er- 
g^äuzuug  hierzu  lieferte  Kummer  in  Grelle' s  Journal,  Bd.  15,  S.  39. 
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W&hlt  man  in  den  hier  entwickelten  Sammenformeln  F{x)  und 
die  Gonstanten  so,  daes  die  Summe  der  Reihe  schon  bekannt  ist,  ao 
lassen  sich  die  vorigen  Gleichungen  auch  benutzen  um  die  Werihe 
mancher  bestimmten  Integrale  lu  ermitteln.  In  Formel  76)  z,  B. 
erhält  man  £lara=  —  |fi,  h  =  +  |fi,  c  =  J,  x  =  JS^  auf  der 
rechten  Seite  eine  Reihe,  deren  Summe  =  cosditarcsmä)  ist  (TbL  I,  " 
S.  230,  Formel  13);  seist  man  noch  of crime  =  a  und  ^  =  sm'O, 
so  gelangt  man  zu  der  Integralformel 

78)  /  stfi^-iöco8-i^'Ö(l  —  sin^arin^ey^^de 

0 

2V« 

worin  fi  ein  positiver   echter  Bruch,  und  a  awischen  —  |*  und 
•f  l^r  enthalten  sein  muss*). 


*)  Zahlreiche Entwickelungen  dieser  Ait  giebt Kummer  in  Grell e's 
Journal  Bd.  17,  S.  210  und  S.  288,  sowie  Bd.  20,  S.  1. 
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ELLIPTISCHEN   INTEGRALE. 


Die   elliptischen  Integrale. 


L    Die  Reduction  der  elliptischen  Integrale. 

Wenn  es  sich  um  die  Entwickelang  eines  Integrales  handelt, 
welches  nicht  unmittelhar  zu  den  Fundamentalintegralen  in  §.65 
des  ersten  Theiles  gehört,  so  ist  es  immer  die  erste  Sorge,  das  ge- 
gebene Integral  mittelst  passender  Transformationen  auf  andere  und 
zwar  einfachere  Integrale  zurückzuführen,  deren  Werthe  entweder 
schon  bekannt  oder  doch  leichter  zu  berechnen  sind.  Ein  Beispiel 
hierzu  liefert  das  Integral 

F(x)  dx 


ß 


VAo    +   ÄiX  +   Ä2X^' 

worin  F(x)  eine  rationale  Function  von  x  bedeuten  möge;  schafft 
man  mittelst  der  auf  Seite  336  und  337  angegebenen  Substitutionen 
die  Wurzel  weg,  so  kommt  man  auf  ein  Integral  von  der  Form 


I 


Co  +  Ciy  +  Oay»  +  •  •  •  +  Cn^  ^^* 


dieses  lässt  sich  wieder  nach  den  in  Cap.  XL  auseinander  gesetzten 
Methoden  behandeln,  also  zuletzt  durch  Potenzen,  Logarithmen  und 
Kreisbögen  ausdrücken.  Einer  ähnlichen  Reduction  sind  nun  auch 
alle  die  Integrale  föhig,  welche  der  Form 

F(x)  dx 


ß 


VAo  +  Aix  +  Ä2X^  +  Ä^x^  +  ÄiX* 
an^^ehörcn  und  elliptische  Integrale  genannt  werden,  weil  dieRec- 
tification  der  Ellipse  von  einem  derartigen  Integral  abhängt.   Es  ist 
zwar  nicht  möglich,  das  hier  vorkommende  Radical  wegzuschaffen, 
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wohl  aber  kann  das  Integral  auf  einfachere  Integrale  derselben  Art 
zurückgefahrt  werden,  welche  als  die  oonstituirenden  Elemente  d» 
allgemeineren  Integrales  zu  betrachten  sind. 

A.     Um  die  genannte  Reduction  auszuführen   betrachten  vir 
zunächst  das  Integral 


A 


VAo  +  Aix  +  Ä^x^  +  AiX*  +  ÄiX^' 
worin  Aq  +  Ji«  4"  •  •  •  +  -^ä*  zur  Abkürzung  mit  X  bezeidmel 
werden  möge,  und  setzen  einstweilen  voraus,  dass  A4  von  Null  Te^ 
schieden  sei.  Die  vier  Wurzeln  der  Gleichung  X  =  0  oennen  wir 
Ol,  Og,  ^9  ^4;  falls  sie  sämmtlich  reell  sindt  denken  wir  sie  uns  der 
Grösse  nach  geordnet,  nämlich  Oi  <^  Os  <^  dg  <C  ^4;  Bind  zwei  di- 
von  reell  und  die  beiden  anderen  complez,  so  mögen  Oi  und  O)  die 
beiden  complexen  Wurzeln  sein,  welche  dann  selbstverBtändlich  die 
Form 

Ol  =  ii  +  iv^       (h  =  pL  —  IV 

besitzen;  sind  alle  Wurzeln  complez,  so  nehmen  wir  wieder  Oi  nii<i 
da  als  das  eine  coigugirte  Paar,  sodass  das  andere  durch 

ausgedrückt  wird.    Man  hat  nun,  wenn  statt  A4  kürzer  A  geschrie- 
ben wird, 

X  =  A(x  ^  ai)(x  ^  ai)(x  —  aa)(x  — 04) 

=  4  [«« —  (Ol  +  0,)»  +  ai<h]  [«» —  (os  +  a4)x  +  <hai] 
und  zufolge  der  gemachten  Voraussetzungen  sind  hier  die  qoadrati* 
sehen  Factoren  reell. 

Zunächst  wollen  wir  den  speciellen  Fall  betrachten,  wo 

(h  +  <h=as  +  04 

ist;  der  gemeinschaftliche  Werth  beider  Summen  heisse  dann  2  a. 
Dem  X  kann  jetzt  die  Form 

X  =  A[(x-'ay  +  ai(h  —  a»]t(x  — a)«  +  0,04  —  a»] 
gegeben  werden,  worin  zur  Abkürzung  a*  —  aiOj  =  bi,  a*  —  (^-A 
==  &2  Bein  möge.     Führt  man  in  der  nunmehrigen  Gleichung 

/dx   P dx 
Vx~  J  VAl(x^ay  —  h][ix--a)^—b,] 
statt  X  die  neue  Variabele  y  =  x  —  a  ein,  so  erhält  man 

J  Vx     J  VA(if^—hO(y^-hy 

das  ursprüngliche  Integi'al  lässt  sich  demnach  auf  ein  anderes  la* 
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rückfuhren,  worin  nur  gerade  Potenzen  der  Integrationsvariahelen 
vorkommen. 

Um  auch  in  dem  allgemeinen  Falle 

Ol   +  o«  ^  «3   +  «4 

zu  einer  ähnlichen  Beduction  zu  gelangen,  gehen  wir  auf  die  Glei- 
chung 

/dx  r dx 
VX        J  VA  (ä  —  Ol )  (ä  —  02 )  (ä  —  «3 )  («  —  «4 ) 
zurück  und  benutzen  die  Substitution 

worin  p  und  q  zwei,  vorläufig  nicht  näher  bestimmte  Constanten  be- 
zeichnen.    Es  ergiebt  sich 

dx  p    (9^P)dp 


/dx  r 
Vx-J] 


Vä  Ui  U2  Us  üi 

und  zwar  sind  hierbei  die  folgenden  Abkürzungen  eingeführt 

Ui=p  —  Ol  +  (q  —  ai)y, 

u^=p  —  (h  +  (g  — o«)y, 

u.  s.  w. 
aus  denen  folgt 

Uxüt  =  (i>— ai)(jp— a9)  +  [(i)— a,)(g— a2)4-(i)— OsXg— ai)]y 

+  (3— »i)(3— o«)y', 

Piüi  =  (p— OjXi)— a4)  +  [(p— OgX«— a4)  +  (i)— aOCg— 03)]^ 

Soll  nun  das  Product  Ui  U2  ü^  U4  nur  gerade  Potenzen  von  y 
enthalten,  so  müssen  die  in  Ui  Ü^  und  U^  U4  vorkommenden  Goeffi- 
cienten  von  y  verschwinden;  daraus  ergeben  sich  zur  Bestimmung 
von  p  und  q  die  zwei  Gleichungen 

Pq  —  5(«i  +(h)(P  +  q)  +  Oifl2  =  0, 

pq  —  I(ö3+«4)(p  +  g)  +  «804  =  0. 

Setzt  man 

i(|>  +  3)  =  «i    2CP'~ff)  =  ^    mithin  pg  =  s«  —  <^ 
80  gehen  die  vorigen  Gleichungen  über  in 

<«  =  (s  — Oi)(s  — 02).      «»  =  (8  — OsX«  — 04)1 
und  man  erhält  der  Reihe  nach 

OiO)  —  0304 


3)  s  = 


(»1  +  «t  —  («»  +  «4)* 
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^x  ^  _  V(ai  —  03)  («I  —  ^i)  {(h  —  ga)(fl^  —  gj) 

«1  +  «2  —  («3  +  04)  ' 

5)  p  =  s  +  tj       q  =  8  —  t 

Zufolge  der  Yoranssetzangen ,  welche  anfangs  hinsichtlicli  der  Woi^ 
zeln  a],  o^,  a^,  04  gemacht  wurden,  ist  8  jederzeit  reell;  was  femer 
t  betrifft,  80  müssen  drei  Fälle  unterschieden  werden.  Bei  reellen 
Wurzeln  ist  jeder  der  vier  Factoren  aj  —  03,  Oi  —  a«  etc.  n^gatiT, 
mithin  t  reell;  bei  zwei  reellen  und  zwei  complexen  Wurzeln  lassen 
sich  die  vier  Factoren  folgendermaassen  gruppiren 

(«1  —  o«)  («a  —  Ö3)  .  («1  —  Qi)  («2  —  «4) 

und  liefern  ein  positives  Produet;  endlich  bei  vier  oomplexen  Wur- 
zeln gestatten  jene  Factoren  die  Anordnung 

(«1  —  «b) («2  —  «4)  .  (»1  -^04X02  —fl«) 

=  [Ö*-/^i)»  +  (v-vi)»]  .  [(ft-fi,)«  4-  (!'  + v,)»l 
und  geben  wiederum  ein  positives  Produet;  demnach  ist  I  jederaeit 
eine  reelle  Grösse.     Hieraus  folgen  reelle  endliche  Werthe   von  p 
und  g;  es  lässt  sich  daher  die  beabsichtigte  Transformation  unter 
aUen  Umständen  ausfähren,  nämlich 

dx 


n  dx 

JVx 


Zur  Abkürzung  sei  noch 

6)  JB  =  A(q  —  ai)(q  —  ai)(a-a,)ii—ai), 

„V      . (p  —  Ol)  (p  —  ««)      . (p  —  as)  (P  —  ««) 

'^      ^~       (g-«i)(«-a,)'     '^-       (g-a,)(«— 04)' 

wobei  B,  b|  und  b«  jederzeit  reelle  -Grössen  sind;  man  hat  dAim  di« 
wichtige  Reduction 

r dt 

J  V^(«-o,)(«— a,)(«-a,)(a!  — 04) 

=  (g-p)/'.==il 

7  VB(y»-b,)(y*-b*) 

Die  weiteren  Schritte  der  Rechnung  hängen  von  den  Vorzei- 
chen der  Grössen  J?,  5i,  62  &b;  dabei  ist  erstens  zu  unterscheiden, 
ob  B  positiv  =  -f"  y'  oder  negativ  =  —  y*  ist,  und  in  jedem  die- 
ser Hauptfalle  sind  dann  wieder  die  dsei  Unterfalle 
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fti  =  -  ««,        h  =  +  /S^ 
61  =  -  a».        fti  =  -  /3«, 

möglich.     Für  den  Ausdruck  J?(y*  — 5i)(^*  — 5»),  welcher  kurz  T 
heissen  möge,  ergeben  sich  hiernach  sechs  verschiedene  Formen,  die 
wir  im  Folgenden  einzeln  betrachten. 
Ist  erstens 

und  a^  die  kleinere  der  beiden  Grössen  a'  und  ß^,  so  hat  das  Inte- 
gral nur  dann  einen  reellen  Werth,  wenn  entweder  y*  <  «*  <C  ß^ 
oder  y^  '^  ß^  ^  a^  genommen  wird.  Im  ersten  Falle  substi- 
tuire  man 


dies  giebt 


rdy  _    1      r  de 

J^Vl        ßy  J  V(l— ^^(1  — x«i?«) 


V- 


und  zwar  sind  hier  x  und  e  positive  echte  Brüche,   deren  letzter 
^gleichzeitig  mit  y  wächst.     Im  zweiten  Falle  setze  man 

a  ß 

wodurch 

/dy 1_     r dg ^^ 

]/Y~        ßy  J  V(l—e^)(l-x^g^) 

erhalten  wird;  auch  hier  sind  x  und  a  positive  echte  Brüche,  deren 
letzter  abnimmt,  wenn  y  wächst. 

Für  die  zweite  Form 

wobei  selbstverständlich  y^  ]>  ß^  sein  muss,  benutze  man  die  Sub- 
stitutionen 

_         a  _        ß 

es  wird  dann 

fdy  _  1  r  dg 

und  hier  sind  x  und  g  positive  echte  Brüche,  deren  letzter  gleich- 
zeitig mit  y  wächst. 

Gehört  Y  unter  die  dritte  Form 
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80  nenne  man  a^  die  kleinere  der  beiden  Grössen  a'  and  ß*^  und 
snbstituire 


dies  giebt 

7  vT         ßr  J  V(i— £«)(i— ««ir«)"' 

wiederum  sind  x  and  jbt  positive  echte  Brüche,  deren  letzter  ab- 
nimmt, wenn  y  wächst. 

Falls  T  von  der  vierten  Form  ist,  nämlich 

r=y«(y«-a«)OJ«-y»), 

heisse  a'  die  kleinere  der  beiden  Grössen  a^  nnd  /3';  selbetverständ- 
lieh  muss  dann  y^  zwischen  a^  and  ß^  liegen«    Die  SabstituÜonen 

V/S«  —  o«  a 


X 


geben  jetzt 

j  Vy     ßy  J  V(i _£«)(i  —  «t^«)' 

worin  x  und  j?  positive  echte  Brüche  sind,  deren  letzter  gleichseitig 
mit  y  wächst. 

Für  die  fünfte  Form 

bedient  man  sich  der  Substitutionen 

=  Va»  +  /»«•        y  =  /JVl  -  r»; 

diese  geben  • 

/"—  =  —  ^  r  (gier 

7  V?  y Va«  +  /»«  u/  V(l— ier*)(l— x«ir«)' 

worin  X  und  i»  wieder  echte  Brüche  sind,  deren  letzter  abninuiit 
wenn  y  wächst. 

Was  endlich  die  sechste  Form  anbelangt,  so  ist  diesalbe  tdd 
keiner  Bedeutung,  weil  dann  das  Integral  einen  rein  imaginär«i 
Werth  hat,  welcher  auch  aus  der  dritten  Form  doroh  Maltiplicadoz 

mit  V—  1  folgt 

Das  Resultat  der  bisherigen  Untersuchang  besteht  in  dem  Satze, 
dass  das  Integral 


ß 
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dx 


yA{x  —  Ol)  (x  —  02)  (os~(h)(x  —  ^4) 
mittelst  zweier  Substitutionen  auf  die  weit  einfachere  Form 

C  f  ^'^      

J  y(l-.£r«)(l— x«ir«) 

gebracht  werden  kann,  worin  x  und  s  positive  echte  Brüche  sind. 

Noch  müssen  wir  die  Modification  erwähnen,  welche  sich  für 
den  Fall  nöthig  macht,  wo  das  Polygon  X  nur  vom  dritten  Grade 
ist,  also  die  Reduction  des  Integrales 

dx 


ß 


Vä(x  —  ai)(x  —  02)  (ic  —  aj) 

verlangt  wird,  in  welchem  bei  drei  reellen  Wurzeln  «i  <C  Ö2  <C  ^tt 
und  im  Gegenfalle  Os  die  einzige  reelle  Wurzel  sein  möge..  Es  ge* 
nügt  hier  die  einfache  Bemerkung,  dass  das  vorliegende  Integral 
als  der  Grenzwerth  angesehen  werden  kann,  welchem  sich  der  Aus- 
druck 

y —  «4  dx  ^___ 


ß 


VAix  —  tti)  (x  —  Oa)  (ä  —  OsX«  —  üi) 

bei  unendlich  wachsenden  04  nähert;  man  braucht  demnach  nur  die 

Gleichung  8)  mit  V —  Ui  zu  multipliciren  und  die  Grrenzwerthe  der 
Grössen 

Pj      «1  ß     1      öl»      ö, 

aufzusuchen.     Bezeichnen  wir  den  dritten  dieser  Grenzwerthe  mit 
-^,  so  erhalten  wir.  für  04  =  oo  aus  Nro.  3),  4)  etc. 

s  =  (h,      t'=  —  V(ai  —  Os)  (fla  — "fl^, 

9)  p  =  «3  —  V(a,—a3) (03—03),    g  =  ©8  +  y(Oi— OaXoa  — Os), 

10)  ^  =  ^(fl-ai)(g-aa)(g-03), 

11)  ;^   _       (l>--«i)(jP  — «2)  _       V  --  as 

und  ans  Nro.  8) 

J   VÄ{X'-'ai)(x  —  a2){X'-a3) 


=  {^-p)J-. 


wobei  zwischen  x  und  y  die  Gleichung  2)  stattfindet.     Das  recbta« 

Soblönllch,  Analysls  II.  J9 
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stehende  Integral  hat  dieselbe  Form  wie  das  auf  y  bezügliche  Inte- 
gral in  Nro.  8);  die  weitere  Redaction  bleibt  ako  fftr  beide  Theile 
die  n&mliche. 

B.     Nach  diesen  Yoruntersachungen  ist  es  nicht  schwer,  dis 
aUgemeine  Integral 

r  F(x)dx  _   r^(f)^^ 

J  VXo  +  A,x  +  A^x'  +  A^x^  +  ii*«*       J  yx 

zu  transformiren ,  worin  F{x)  eine  rationale  algebraische  FonctioD 
von  X  bedeutet.     Die  Substitution 

i>  +  gy 

1  +y 

giebt  zunächst 

und  zwar  ist  hier  Z  wie  früher  von  der  Form  B{y*  —  ^)(y*  —  tjX 

Ferner  ist  Fx^ — ; — -  )  wieder  eine  rationale  algebraische  Fanctioa 
\  1  +  y/ 

von  ff,  also  von  der  Form 

■p(p  +  gy\  __  gp  4-  giy  +  (hv^  +  G^zv^  +  (^itf^  A 

gp  +  g^y^  +  gjy'  +  -'  +  (gl  +  g«y*  +  -  -)y 
Ho  +  H,y«  +  fliy*  +  --  +  (Äi+fiiy»  +  --)y' 

Multiplicirt  man  Zähler  und  Nenner  mit 

SO  enthält  der  neue  Nenner  nur  gerade 'Potenzen  von  y;  in  dem 
neuen  Zähler  dagegen  kommen  gerade  und  ungerade  Potenxei)  vor, 
die  sich  wie  vorhin  sondern  lassen.  Das  Resultat  hat  demnach  ioK 
gende  Gestalt 

j^/i>+gy\    3fo+3f9y^+3£iy*+'"+(3fi+Jif3y»-Htky^  +  -If 


oder  kurz 


^(t+t)  =  *<*'>  +  ''ö^  • ». 


worin  4>  und  9*  rationale  gebrochene  Functionen  bedeatan.     Au 
der  Gleichung  13)  wird  jetzt  vermöge  des  Werthes  von  p 
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nnd  es  sind  nun  die  einzelnen  Integrale  rechter  Hand  n&her  zu  im- 
tersaohen. 

Das  letzte  Integral  geht  für  y'  =  ^er  über  in 

\c^—m. i. 

nnd  kann  mittelst  der  gewöhnlichen  Methoden  entwickelt,  d.  h.  auf 
Potenzen,  Logarithmen  und  Ereisbögen  zurückgeführt  werden,  was 
l:einer  weiteren  Erörterung  bedarf. 

Andere  verhält  sich  die  Sache  bei  dem  ersten  Integrale  in 
Kro.  14),  für  welches  je  nach  den  Vorzeichen  von  P,  \i  und  }>%  ver- 
schiedene Substitutionen  anzuwenden  sind.  Man  bemerkt  aber  leicht» 
dass  jene  Substitutionen  unter  der  gemeinschafÜichen  Form 

enthalten  sind,  und  dass  folglich  die  Function 

«/«n  -  ^0  +  3f»y*  +  !<;»«  +  '•• 

^  -'  ~  2V.  +  JTjy«  +  2Viy*  -I-  . .  . 
zu  einer  rationalen  Function  von  b*  wird,  etwa 

/aj-J^A  _  fo  +  P,z«  +  P4»«  -)-  . .  . 
V«  -I-  «lif»/        ^0  +  e,««+  §4««  +  ...' 

die  wir,  der  Allgemeinheit  wegen,  als  unecht  gebrochene  Function 
▼oraussetzen  wollen.  Biese  zerf&llt  durch  Division  in  eine  ganze 
Function  K^  ■\-  K^s*  -{-  £4«*  -|-  etc.,  nnd  in  eine  echt  gebrochene 
Function,  die  sich  wieder  in  Partialbrflche  von  der  Form 

L 

(1  +  U'^f 
zerlegen  lAsst.    Da  femer  durch  die  für  y  angewendete  Substitution 

^y Q ^ 


yjB(y«  — 6,)(y»-d,)  1/(1 —#«)(! -x«^«) 

wird,  so  folgt,  dass  das  Integral 

"F(*) 


/ 


dx 


Vx 

aaf  drei  Gruppen  von  Integralen  zurückkommt;  die  erste  Gruppe 
enthält  Integrale  von  der  Form 

19' 
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15)  ^  '^^' 


worin  m  eine  gerade  Zahl  bedeutet;  die  fweite  Gnippe  ist  aus  Inte- 
gralen von  der  Form 

1«)  f ,,    ^" 

J  (1  +  Axr»)»  y(l— jp2)(i_x3^«) 

zusammengesetzt;  in  der  letzten  Gruppe  kommen  nur  solche  Int^ 
grale  vor,  die  sich  durch  Potenzen,  Logarithmen  und  Kreisbögen 
ausdrücken  lassen. 

Wir  haben  uns  nun  noch  mit  der  weiteren  Reduction  der  In- 
tegrale 15)  und  16)  zu  beschäftigen.  Gewöhnlich  ertheilt  man  den- 
selben durch  Substitution  von  g  =  8m(p  und  durch  EinftÜirung  des 
abkürzenden  Zeichens 

^(q>)  =  Vi  —  K^ain^qf 
eine  einfachere  trigonometrische  Form;  es  sei  daher 

/sin^w  _  P  d(D 

G.    Durch  Differentiation  erhält  man 

d  [sin"»"  ^fpcasq)  ^(9)] 

mithin  ist  umgekehrt  durch  Integration 
18)  sin"»~'g)  cosq)  ^((p) 

=  (m  — 3)Cr„.4  —  (m-2)(l  +  x«)[7«_,  +  (m— l)x«0.. 

Diese  Reductionsformel  zeigt,  wie  Um  aus  Um ^2  und  üm->4  her^^ 
leitet  werden  kann;  für  m  =  4,  6,  8,  etc.  liefert  sie  der  Reihe  nach 
^4i  ^61  ^81  etc.  ausgedrückt  durch 

"• = /^  »"^  "• = Z'^^- 

Wegen 


ist  noch 
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die  Entwickelung  von  Um  führt  daher  auf  die  beiden  Integrale 
deren  letztes  bei  der  Bectification  der  Ellipse  vorkommt. 


D.    Bezeichnet  man  V(l  —  b^)  (1  —  x^z*)  kurz  mit  B,  so  erhält 
man  durch  Differentiation  eine  Gleichung  von  der  Form 


lä 


0B 


+  Aif«)»-i 


C^B^  +  CiZ^  '{'  CiB^  +  Co   dg 


"*  (1  +  Air«)-  B  • 

worin  die  Coefßcienten  Cö,  Ci,  ^,  Cj  von  x,  A  und  n  abhängen.  Die- 
sem Ergebnisse  kann  man  leicht  die  folgende  Gestalt  verleihen 


^\(i  +  ^B^y-'i 


y,(l  4-  ^i^y  +  MI  +  ^^y  +  yi(l  +  A^a)  +  yo  (f^ 
■"  (1  +  Xs^y  R 

d£ ,        dß^ dß 


(I+A5»)— »B    •    ^'(1  +  Air«)«-«Ä    •    ^'(1+Aä»)— »Ä 

.  d9 

und  zwar  sind  hier  die  Werthe  der  mit  y  bezeichneten  neuen  Coef- 
ficienten: 

X*  /l  -4-  X*  x^X 

y,  =  _(2n-5)^.       y,  =  (2»-4)(-i—  +  3-^j, 

y,  =  -(2»-3)(l  +21^  +  3-^-). 


n 


=(--»)(> +^+^) 


Durch  Integration  der  vorhergehenden  Gleichung  und  Substitution 
von  z  z=  8in(p  gelangt  man  zu  der  Reductionsformel 

.  8in(pco8(pJ((p) 

^    ,  (1+Astn«ip)'— » 

=  y,  Vn^s  +  y,F«-»  +  Yi  n«i  +  yoF„. 

welche  für  jedes  n  gilt.  Nimmt  man  der  Beihe  nach  n  =  2,  3,  4, 
etc.»  so  erhält  man  F2,  V^^  F4»  etc.  ausgedrückt  durch  die  drei 
Integrale 
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_    f  dtp 

die  beiden  ersten  gehören  zu  der  schon  vorhin  betrachteten  Form, 
dagegen  bildet  das  letzte  Integral  ein  neues  Element. 

Das  Gesammtresnltat  der    ganzen  Untersnchnng  besteht    nim 
darin,  dass  die  Eednction  des  allgemeinen  elliptischen  Integrales 

F(x)  dx 


A 


Väo  +  Aix  +  4a««  +  ÄiX'  +  A^x^' 
theils  auf  Potenzen,  Logarithmen  und  E[reisbögen,  theib  aof  drei 
specielle  elliptische  Integrale  führt,  welche  entweder  in  der  algebrai- 
sehen  Form 

J  y(i  —  ^s) (1  —  x«£3)        J    Y    1—;?« 

da 


/; 


(1  +  Xb^)  V(1— ä«)(1— x»ir«) 
oder  in  der  trigonometrischen  Form 


J^y      /^(»)^^.      /ä 


+  Asfn«9)^(9) 

dargestellt  werden  können.  Falls  die  letzteren  Integrale  zwischflB 
den  Grenzen  9=0  und  9  =:  9  genommen  sind,  pflegt  man  sie 
elliptische  Integrale  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung 
zu  nennen  und  folgendermaassen  zu  bezeichnen: 


77o(x,A,9)  =  /,T+X^ 


(1  +ksin^q>)^{<ipy 

die  obere  Grenze  q>  heisst  die  Amplitude,  x  der  Moduluz,  l  der 
Parameter  des  betreffenden  Integrales*). 


*)  Die  obige  Reduction  des  allgemeinen  elliptischen  Integrales  ist  tm 
Legendre  in  den  fünf  ersten  Capiteln  seines  Traitö  des  fonctions  elliptiqces, 
Paris  1825,  angegeben  worden;  sie  empfiehlt  sich  durch  einfachen  ond  natir- 
lichen  Gedankengang.  Elegante  Modification^n  der  Legendre'schaa  Me- 
thode verdankt  man  Richelot  in  Cr  eile's  Journal,  Bd«  34,  S.  1,  und 
Weierstrass  in  Abschn.  13  des  Schellbach'schen  Werkes:  Die  LehreToa 
den  eUiptbchen  Integralen  und  den  Thetafnnctionen,  Berlin  1864.    Die  aUge- 
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Miitelst  der  Formeln  18)  und  19)  überzeugt  man  rieh  leiokt 
von  der  Richtigkeit  der  nachstehenden  Gleichungen,  welche  wir  ihres 
öfteren  Gebrauchs  wegen  zusammenstellen  und  in  denen  statt  ^(9), 
•^(^t  9)i  ■£?(«.  9)  kürzer  ^,  F,  E  gesetzt  worden  ist 


; 

0 

/ 

0 

; 

0 

/ 

0 

/l     ,  1       /xT      x*sw9Cö5a)\ 

z/3    ^'^  ~  1  —  X«  \  X«  ^      /• 


cos'y,  ^  — (1  — x«)F 


fan' cp  _  ^  .  ^anfp  —  JE? 


aec»y        ^:/  .  tony  +  (1  —  x»)F  —  j; 

-^rfy  —  1  —  X« 


J     J^      ^  X»        •  .^ 

0 


fos*9  ,     F —  -^   \    sing)co8q> 


Hieran  knüpfen  sich  noch  ein  paar  bemerkenswerthe  Folgerungen. 
Differenzirt  man  nämlich  das  mit  £(x,  (p)  bezeichnete  Integral  par^ 
tiell  in  Beziehung  auf  x,  so  erhält  man 

dE  1^8in^(P^ 

0 

d.  i.  nach  der  ersten  Formel 

dE   _  E  -^  F 

»X     ~         X         * 


meine  Theorie  der  Transformation,  deren  Auseinandersetsung  hier  zu  weit 
fuhren  würde,  ist  eine  Schöpfung  Jacobi's;  siehe  dessen  Fundamenta  nova 
theoriae  functionum  ellipticarum,  Regiomontii  1829.  Hinsichtlich  der  Bezeich* 
nnng  ist  zn  erwähnen,  dass  Jacob i  anter  n  ein  etwas  anderes  Integral  ver- 
steht als  Legen dre;  es  schien  daher  zweckmässig,  das  Legendre'sehe  In- 
tegral dritter  Gattung  mittelst  eines  Index  Ton  dem  spater  vorkommenden 
Jaeobi 'sehen  Integral  zn  unterscheiden. 
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Auf  gleiche  Weise  ergieht  sich  durch  Differentiation  von  F(x,  9) 

0 

d.  i.  nach  der  vorletzten  Formel 

dF  _       1        /E  —  (1  —  x^)F  ^  X8inq>cos(p\ 


n«    Die  Landen'sohe  Substltutloii  für  Integrale 

erster  Art. 

Wenn  man  in  dem  elliptischen  Integrale  erster  Gattung 

statt  t  eine  neue  Variabele  (O  •  einführt,  welche  mit  r  durch  die 
Gleichung 

9in2(0  .      ^  sin2& 

t  =  ardan — : r—    oder  tonr  = 


|)  +  cos  2fi>  p  +  cos2o 

verbunden  ist,  so  erhält  man  der  Reihe  nach 

1  +  2pcos2a)  +  p« 


Vi  —  ü^sin^r  = 


1  4*  pcos2a 


Vi  +  2pca$2(X)  +  p'* 
mithin  durch  Division  und  wegen  C05  2g}  =  1  -^  2st9i'G> 

dt  2  do 


Vi  -  pUinH        ^+^V,  4P       ., 

V  1  -  (T  +  i)"^^"*^ 

Der  unteren  Grenze  t  =  0  entspricht  0  =  0;  ferner  wachsen  t 
und  CD  gleichzeitig,  und  wenn  daher  r  eine  obere  Grenze  erreicbt 
hat,  die  hier  kurz  mit  r  bezeichnet  wurde,  so  hat  cd  den  durch  die 
Gleichung 

SfH2(D 

20)        tanz  =  — ; r—  oder   sin(2(o  —  r)  =  psmv 

bestimmten  Werth  angenommen.  Aus  der  vorhergehenden  Glei- 
chung folgt  jetzt 
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/dt 2        p  da 

d.  i.  wenn  zur  Abkürzung 

21)  - — f^—  =  ä,       mithin  p  = 


gesetzt  wird, 

22)  Fip,T)  =  -^F(q,<ö), 

i  ir  P 

und  hierin  liegt  die  Reduction  eines  elliptischen  Integrales  auf  ein 
zweites  von  anderem  Modulus  und  anderer  Amplitude. 

In  Beziehung  auf  die  OrÖssenverhältnisse  zwischen  p  und  q  so- 
wie zwischen  t  und  C9  verdient  Folgendes  bemerkt  zu  werden. 
Wegen  p  <  1  ist  (1  +  py  <  4  und 

4m 
.^   /^)2  >  P  >  i^^  <^'  i-  3*  >  1>*  oder  q>p. 

Aus  Nro.  20)  ergiebt  sich  ferner 

stfi(2aj  — r)  <  stnr,  also   2(o  —  r  <  r   oder  ©  <  r. 

Die  Gleichung  22)  zeigt  demnach,  wie  ein  elliptisches  Integral  auf 
ein  anderes  von  grösserem  Modulus  und  von  kleinerer  Ampli- 
tude zurückgeführt  werden  kann.  Ertheilt  man  der  Gleichung  22) 
die  umgekehrte  Form 

23)  F(2,  0.)  =  ^-^F(p,  T), 

indem  man  q  und  ca  als  gegeben,  p  und  r  als  hieraus  abgeleitet  an- 
sieht, so  sagt  die  Gleichung  23),  dass  sich  jedes  elliptische  Integral 
auf  ein  anderes  von  kleinerem  Modulus  und  von  grösserer 
Amplitud.e  reduciren  lässt. 

Die  beiden  hiermit  gew^onnenen  Theoreme  liefern  zwei  bemer- 
kenswerthe  Methoden  zur  numerischen  Berechnung  des  Werthes  von 
•^(^9  9)>  616  bestehen  einfach  darin,  dass  man  entweder  den  einen 
oder  den  anderen  Satz  mehrmals  nacheinander  auf  das  gegebene  In- 
tegral anwendet. 

Im  ersten  Falle  berechnet  man  eine  Keihe  wachsender  Moduli 
A^i?  ^1  etc.  und  zugleich  eine  Reihe  abnehmender  Amplituden  (pi^ 
9>2  9  ^tc.  mittelst  der  Formeln 

7.   _    2Vfe  ,    _    2Vki 

^1   '^11 i T.  »  '^2  


1    +    Ä  •  -  1    +   kl 
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5tn(29i  —  9)  =  hsinq>^       9in(2tpQ  —  q>i)  =  ki$inipi ,  .  .  . 
und  hat  dann  die  entsprechenden  Gleichungen 

F(K  9)  =  i-^^(*i.  9i).     J^(*i»  9>i)  =  j;:p^  ^(*2.  TO.  etc. 
Aus  diesen  zusammen  folgt,  wenn  bis  kn  und  9«  gegangen  wird, 

oder  kürzer 


P(fc,  9.)  =  F(Ä..  9.)  yhhEp^K  K 

Zufolge  des  Umstandes,  dass  die  Moduli  fortwährend  wachsen,  ohne 
die  Einheit  zu  überschreiten,  muss  k^  bei  unendlich  wachsenden  « 
gegen  eine  bestimmte^  Grenze  ^  1  convergiren.  Sie  bestimmt  sidi 
leicht  aus  der  Relation 

,    _  2vr, 

welche  giebt 

1  —  kn^i  _  1  -  V^  1 

1  -Ä,     ~1  +  V^'l  +*/ 
und  wonach  auf  alle  Fälle 

Lim]  ^^  +  '<1 

ist.  Zufolge  eines  bekannten  Satzes  (Theil  I.,  Seite  208)  ist  nim 
Lim(l  —  k„)  =  0  odir  Lim  kn=  l-  Weil  ferner  die  Amplituden 
unausgesetzt  abnehmen,  ohne  negativ  zu  werden,  so  muss  Limfp^ 
eine  bestimmte  endliche  Grösse  O  sein,  welche  sich  aus  der  obigea 
Rechnung  von  selbst  ergiebi     Nach  diesen  Bemerkungen  ist 

LimF(K.  Vn)  =   f'^=J^~^  =  ltan(\7t  +  iO) 

J   Vi  —  sin'cp 
0  ^ 

und  hierdurch  verwandelt  sich  die  vorige  Formel  fUr  F(k^  (p)  in  die 
folgende 


F(k 


,  (p) = iian(\x +10) .  yhhKni. 


Dieselbe  gewährt  namentlich  bei  grossen  k  eine  bequeme  Rechnung, 
weil  dann  schon  A^j,  k^  der  Grenze  1  ausserordentlich  nahe  kommen. 


So  ist  z.  B.  für  Ä  =  §1 
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k  =  0,96 ;     kl  =  0,999  7917 ;     k^  —  0,999  9999 ; 

mithin  auf  siehen  Dedmalen  2^  =  1.     Nimmt  man  femer  97  =  J^, 
80  erhält  man 

9    =  60«0'0"5 

2(pi  —  (p  =  56»  14' 28"  30,         g)i  =  58n'l4"l5; 

292  —  9>i=  58«   6' 50",  9a  =  58»  6' 39"  57; 

wegen  ft|  =  A;^  •  •  •  =  1  bricht  hier  die  Rechnung  von  selbst  ab 

und  giebt 

9,  =  *  =  58«  6'  39"  57. 
Es  ist  folglich  

F(^,lx)  =  lte»740  3'l9"79  .  V^^^  =  1,278522, 

Will  man  dagegen  F(h^  9)  durch  succeesive  Verkleinerung  des 

Modulus  und  Yergrösserung  der  Amplitude  berechnen,  so  benutzt  man 

die  Formel  23),  worin  p  aus  der  zweiten  Gleichung  in  Nro.  21),  und 

r  ans  der  Gleichnng  20)  eu  bestimmen  ist.    Die  letztere  nimmt  eine 

für  die  Praxis  bequemere  Form  an,  wenn  in  der  Gleichung 

^     ,  .         tanz  —  ian& 

ian(t  —  o)  = 

^  '        1  +  tanttana 

rechter  Hand  für  tont  sein  Werth  gesetst  und  Alles  durch  smm 
und  cos  CD  ausgedrückt  wird;  es  ergiebt  sich  nämlich 

ian(t  —  o)  =  - — --^tatiG}  =  Vi  —  q^tano). 

l  +  p 

Berechnet  man  nun  der  Reihe  nach  die  Grössen  ki,  k^^  etc.  und  91, 
9f  9  etc.  nach  den  Formeln 

_  1  ^  y  1  —  jk2  1  —  Vi  —  k^ 

**  -  rTvr=T>'    ^  ~  1 + vr:^^'  -  •  • 

ton(9i'-  9)  =  Vi  — Ä»ton9,  ton(9i  —  9i)  =  Vl— Äi'ton9i,... 
BO  hat  man  als  entsprechende  Gleichungen 

F(Ä,  9)  =  ^-^  FQcu  <pO,     FQcu  ipO  =  ^-th  F% ,  9,),  • .  • 

und  es  ist  folglich,  wenn  bis  kn  und  q>n  gegangen  wird, 

F(k,  9)  =  (1+  *,)(!  +  M  .  .  .  (1  +  U ^%^- 

Der  Grenswerth,  gegen  welchen  k^  ivacch  Abnahme  convergirt,  findet 
«ich  durch  die  Bemerkung,  dasa 

K     Ä,  (i + Vi  -  w)    (1 + vn^' 
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mithin  auf  alle  Fälle 

Lim^±^  <  1 

ist;  dies  gieht  Limkn  =  0.     Hieraus  folgt  weiter 

2"  J  2«  Vi  —  k*8in^<p 

9>. 


=  L,»/4E  =  i,„^, 


dieser  Grenzwerth,  welcher  sich  hei  der  Berechnung  der  wachsenden 
Amplituden  von  selbst  ergeben  muss,  heisse  d>.  Nach  den  gemach* 
ten  Bemerkungen  hat  mau  nun 

Fik,  9)  =  «  .  (1  +»i)(l  +ftOO-h*»)  .  .  . 

Aus  der  Gleichung  ian(q>n^i  —  9»)  =  Vi  — hf  tamp^  geht  übri- 
gens hervor,  dass  bei  klein  gewordenen  k^  nahezu  ^n  +  i  —  9^  =  9^ 
also  jede  folgende  Amplitude  beiläufig  das  Doppelte  ihrer  Vorgin- 
gerin  sein  muss.  Genau  findet  diese  Beziehung  im  Falle  tp  =  ^s 
statt;  es  ist  dann  tpi  =  9r,  92  =  2^>  7s  =  ^^r,  .  .  .  mithin 

und 

Fih,  l«)  =  J«  .  (1  +Ä,)(1  +  *»)(!  +*i)  .  .  .  . 
Der  Vergleich  mit  der  vorigen  Formel  giebt 

F(Ä.  1«)  :  F(Ä,  9)  =  i«  :  *. 
und  hieraus  erhellt  die  analytische  Bedeutung  von  9, 

Besonders  elegant  gestaltet  sich  diese  Berechnungsmethode,  wenn 
man  sie  auf  das  Integral 

d(p  1  ^/Va«  —  5« 


/ 


= H'^'^' ') 


anwendet,  welches  kurz/(a,  b,  <p)  heissen  möge,     üier  ist 

Ya'i  —  fei  a  —  6         ,    ,    ,  2a 

*  = ,        kl  =   ^    ,    .,        1  +  *,  = 


a  +  6'  '      '        a  +  5' 


tan((pi  —  9)  =  —  i««9, 


mithin  bei  einmaliger  Transformation 


/(a,  h,  9)  =  T 
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a  '  a  4"  ^ 


/; 


V'  -  iHxi'^'^ 


='/w 


«1 

d(pi 


und  wenn  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird,  so  gilt  die  einfache  Relation 

/(a,d,9)  =  |/(ai,bi  (pi). 

Um  dieselbe  mehrmals  nach  einander  anzuwenden,  berechnet  man 
der  Reihe  nach  folgende  Grössen 


tan(q>i  —  <p)  =  — fanq>,  tan((p2  —  qpi)  =  -^ianq)}^ 

a  Ol 

fan(ips  — -  92)  =  — /«w9?j,  .  .  . 
und  erhält,  bis  a»,  b«,  9„  gehend, 


/(a,  5,  9)  =  |;/K,  5«,  9»)  =  f^;^ 


0    --'-'-    -^^ 
Nach  dem  Früheren  ist  Limkn  =  0,  d.  h.  im  vorliegenden  Falle 

Ltmyi  —  (^y  =  0  mithin  Lim—  =  1; 

die  Grössen  a^  und  h^  convergireu  also  gegen  eine  gemeinschaftliche 
Grenze,  welche  das  arithmetisch-geometrische  Mittel  aus  a 
und  5  genannt  wird.  Bezeichnet  man  das8elbe  mit  c,  so  ist  bei  un- 
endlich wachsenden  n 

und  nach  dem  Vorigen 

/(a,  b,  q>)  —  — , 

V 
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wo  O  wiederum  den  Gränzwerth  des  Quotienten  cpn  '•  2*  bedeutet 
Im  speciellen  Falle  g>  =  ^sr  wird  O  =  |;r  mithin 

/(a,b,l«)=i^. 


Als  Beispiel  diene  die  Berechnung  des  Integrales 


/. 


dip 


^     /25*cos*<p  +  7*SfV9 


welches  für  die  auseinandergesetzte  Methode  insofern  ungünstig  ist 
als  a  und  b  bedeutend  differiren.     Man  hat 

a  =25,0000000,  b  =  7,0000000; 
fli  =  16,0000000,  bi  =  13,22875'86 
o,  =  14,6143783,  bj  =  14,6485431 
Oj  =  14,5814607,  h  —  14,5814235 
04  =  14,5814421    =  54  =  14,5814421  =  c; 

9   =    600  0'0", 

q>x  —  tp   =    250  52' 19"  87,         91=    85»  52' 19"  87, 

9j  —  g>i  =    850   o'4l"23,         9,  =  1700  53'    1"  10. 

9,  —  92  =  1700  55'26"47,         9»  =  341048' 27"  57, 

94  —  98  =  3410 48' 27"  72,         g>^  _  6830  36' 65"  29, 

I91  =  420  56'    9"  93, 

J92  =  420  43' 16"  27, 

|93  =  420  43' 33"  45, 

^^94=  420  43' 33"  46, 

4>  =  arc  420  43' 33"  456  =  0,7457087, 

0,7457087 
14,58144 

Das  nach  der  ersten  Methode  gerechnete  Beispiel  liefert  hierin  die 
Probe;  es  ist  nämlich 

/(26,  7,  \n)  =  jjF(g,|«)  =  0,04  .  1,278522  =  0,0511408a 

Bei  denselben  Werthen  von  a  und  b  erhält  man  ftLr  9  =  1« 

^_  1,5707963 
c   ~  14,5814421 

woraus  sich  durch  Multiplication  mit  25  der  Werth  yon  F(^,  \* 
—  2,6931425  herleiten  lässt 


/(25,  7.  \n)  =  \-:^":;;;  =  0,0511409. 


/(25,  7,  I«)  =  ^  =  ^\  ^o..^n,  =  0,1077257, 
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m.    Die  Lande n^solie  Substitution  für  Integrale 

zweiter  Art. 

Die  im  vorigen  Abschnitte  erwähnte  Substitution 

8in2(0 

tanz  =  — : r— , 

p  -f-  cos2g) 

aus  welcher  die  nachstehenden  drei  Gleichungen  folgen: 

p  4-  cos2ci} 

Vi  +  2pcos2(o  +  jp« 

Vi  +  2pcos2(o  +  jpa 
g,^         2(l+l>co«2«) 

1    +   2pC082G)   +  i>«  ' 

lässt  sich  auch  auf  elliptische  Integrale  zweiter  Art  anwenden  und 
fahrt  dann  zu  gleichfalls  bemerkenswerthen  Resultaten. 

Benutzt  man  nämlich  die  angegebene  Substitution  zur  Trans- 
formation der  rechten  Seite  folgender  Gleichung 

•E(p,  t)  -I-  psint  =    I  (Vi— j>«stVr  -f-  pcost)dT, 

0 

ao  erhält  man 

i:(p.r)  +  p«nr  =  2 /^7=4±£^f£^— i«, 

t/  Vi  +  2pco82(o  +  jp> 

2  /l  4-^(1  — 2  sin«©) 


ri  +  j>(l--2gin«CD)^^ 
c/       Vi  —  a»sm«a  ' 


1  +  Pc/       Vi  —  q^sin^a 
wobei  wie  früher 

"~  1  +1» 

gesetzt  worden  ist.     Für   die  rechte  Seite    der  vorigen  Gleichung 
kann  man  schreiben 

"  /[a  +l»)Vl  -3»«Va.  +  (1  -p)-7; \  .      Ido 

J  \.  Vi  —  a»8»n*a>J 

=  (1  -\-p)E{q,  o)  +  (1  -j))F(g,  o), 
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und  damit  gelangt  man  zu  der  Formel 

24)  E{p,  r)  +  psint  =  (1  +i>)  JS;(4,  (o)  +  (1  -p)F(g.  »). 

Wegen  F(g,  o)  =  |(1  +i?)F(jp,  r)  ist  femer 

E(p,  r)  +  psinr  =  (1  +p)E(q,  o)  +  |(1  -p*)F(p,  r) 
oder 

25)  }(1— l)»)F(i),r)  =  ^(jp,T)  -  (l+i>)^Ö,o)+l?«mT, 

and  hierin  liegt  der  Satz,  dass  jedes  elliptische  Integral  erster  Crat- 
tung  durch  zwei  elliptische  Integrale  zweiter  Gattung  ausgedruckt 
werden  kann. 

Die  obigen  Formeln  gestatten  ganz  ähnliche  Anwendungen  wie 
die  früheren  einfachen  Relationen  22)  und  23);  man  benutzt  sie  ent- 
weder, um  den  Modulus  eines  elliptischen  Integrales  zweiter  Art 
successiv  zu  vergröBsern  und  zugleich  die  Amplitude  zu  verkleinern, 
oder  um  den  Modulus  zu  verkleinern  und  die  Amplitude  zu  ver* 
grössern. 

Wir  wollen  dieses  Verfahren  an  dem  allgemeineren  Integrale 

j/   Vi  —p^sin^r 

zeigen ,  welches  aus  elliptischen  Integralen  erster  und  zweiter  Art 
besteht,  *falls  A  und  fi  irgendwelche  Constanten  bedeuten.  Transfur- 
mirt  man  nämlich  die  identische  Gleichung 

p 


r/  psin^T  —  castVl  —  p^8in^T\  dr 

""j/\  i  /  yi  «  p«sin»r 

mittelst  der  vorhin  erwähnten  Substitution  und  berücksichtigt  hier- 
bei die  Relation 

psin^x  —  cos  r  Vi  —  p'^siri^t  =  —  cos2(o  =  2sm-fi>  —  1, 

so  erhält  man 


Ol 


P  1  +P  J  \  P         /Vi— ^*s»Vo 

Durch  Einführung  der  Abkürzungen 

26)  A—  ^  =  Ai.        ■^  =  fii 

wird  hieraus 
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et» 

1  +l>c/  Vi  —  g»s«n2oi 

Das  Integra]  rechter  Hand  hat  wieder  die  Form  von  G  und  möge 
mit  Gi(q,  Gl)  bezeichnet  werden,  nm  gleichzeitig  anzudeuten,  dass 
^2  und  fi}  an  die  Stellen  von  A  und  fi  getreten  sind.  Zufolge  der 
Gleichung 

27)  ff(p,  f)  =  ,^^g^^^^^  ^j  ^  j^^^.^^ 

ist  nun  das  Integral  G  auf  ein  anderes  derselben  Art  reducirt,  wel- 
ches einen  grösseren  Modulus  q  und  eine  kleinere  Amplitude  cd  be- 
sitzt Wendet  man  diese  Reduction  mehrmals  nach  einander  auf 
das  Integral  '  "^ 

an,  so  erhält  man  die  folgende  Reihe  der  Gleichungen 


2  , 

G  =  YZTJ  ^1  +  l'*»  ^^^'^ 

2 
öl  =  ^  G2  +  lfh8inq>u 

nnd  hierin  wird  man  so  weit  gehen,  bis  mit  hinreichender  Genauig- 
keit ktt  =  1  gesetzt  werden  darf.     Der  Werth  von  &«  ist  dann 

J  COSW  ^ 

0  ^ 

-  •  • 

nnd  hieraus  lassen  -sich  rückwärts  mittelst  der  obigen  Formeln  0«—], 
&M— Sf  •  •  •  Gii  G  herleiten.  Die  zur  Ausführung  dieses  Gedankens 
erforderlichen  kleinen  Rechnungen  übergehen  wir,  weil  die  gleich 
zu  erwähnende  zweite  Methode  bequemere  Fonüelii  liefert.    ' 

Aus  den  Gleichungen  26)  und  27)  folgt  umgekehrt 

öi(«,  »)  =  — y^  |ff(P.  r)  —  ifhswrj, 

f*  =  if*iP,        A  =  Ai  +  J/*i. 
Denkt  man  sich  A^  und  fii  gegeben,  etwa  Ai  =  a,  ^1  =  /},  und 
daraus  A  =  cti,  f(  =  /3i  hergeleitet,  schreibt  man  ferner  G  für  die 

SehlOmiloh,  Analyiit.  n.  20 
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nunmehr  primitive  Function  Gi  und  ersetzt  demnach  die  abgeleitete 
Function  Q  durch  Qu  so  hat  man 

«1  =  «  4-  J/J.    ßi  =\ßp^ 

und  damit  ist  das  Integral  Q  auf  ein  anderes  (?i  zurückgefiilirt, 
welches  einen  kleineren  Modulus  p  und  eine  grössere  Amplitude  t 
besitzt.  Diese  Relation  gestattet  eine  mehrmalige  Anwendung,  in* 
dem  man  aus  der  Gleichung 


Vi  —  Ä2sm«9 
die  folgenden  Oleichungen  herleitet 

G.  =^-^(ö,-J/J,«n9,) 

in  denen  X;i,  Ä^,  .  .  .  die  abnehmenden  Moduli ,  9>i,  9>s»  •  •  •  die 
wachsenden  Amplituden  und  «1,09,...,  ßi^  ß^t  •  •  -  Grössen  be- 
zeichnen, welche  durch  die  Formeln 


bestimmt  werden.  Denkt  man  sich  die  vorigen  Gleichungen  bis  6« 
fortgesetzt,  so  lässt  sich  G  durch  Ü-n  ausdrücken,  und  zwar  ge> 
schiebt  dies  am  einfachsten,  wenn  man  jene  Gleichungen  mit  den 
entsprechenden  Factoren 

1  +*i        1  +fci     1  +h 

2       '  2  2       •  •  '  •  * 

multiplicirt  und  die  Producte  addirt.    Dies  giebt 

2        '       2        *       2        '  *  *        2  " 

iIL+Aä   •           ,    1  +  »1     1  +  tip     . 
—  J|— 2 /'«««9>i   H 1 2 ^'^^^  -^ 

,    1-Mi     1  +  fc,      1  +  ^^        .       l 

+  — 2 2 2~^*~*^'^"I 

und  darin  ist 
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««  =  «  +  * 


2 


/j(l  +  4    + 


*lÄ9 


-  + 


ßn  =  ß 


2» 

»1  ^J  ^   .  .  .  Ä| 


+ 


"l  "^  •  •  •  fv} 


) 


Wird  nun  n  so  gross  genommen,  dass  hn  mit  hinreichender  Genauig- 
keit für  Null  gelten  darf,  so  ist  um  so  mehr  /}„  =;  0 ,  mithin 


2        '       2        '       2 


1  +Ä;« 


ff« 


=  «»(1  +Aä)(l  +Ä;,)(1  4-*^)  .  .  .  (1  +Ä-^) 


g?» 


folglich  ist  genaa  für  n  =  oo ,  wenn  wie  früher  Lim  —p  mit  9  be- 

zeichnet  and  Ztma«  =  A  gesetzt  wird, 
ff  =  il<I>(l +»,)(!+ Ä,)(l  +  Ä,)  ...  . 

(1+ *,)(!+*,)     ft, 


-*/»{ 


1  +  *i   .  , 


2 


2» 


2» 


22 


■[ 


2  '  22  '  23 
Zur  Abkürzung  der  f&r  G  gefundenen  Formel  bemerken  wir  erstens, 
dass  ^(1  -|-  A;i)(l  -f- A^)  .  •  •  =  FQc^  (p)  ist,  und  dass  zweitens  aus 
den  Gleichungen 


2Vki 


=  », 


2V^ 


1  4-  *!         '        1  +  *^ 

die  nachstehenden  folgen 


=  Ä?i, 


2Vk3 
l  +  Äs 


^3   /^  ,    •    I    •    • 


1  +  *i  = 


2V^ 


1  +*«  = 


2V^ 


1    +*3  = 


2Vk, 


I    •    •    •  • 


Nach  allen  diesen  Bemerkungen  zusammen  ergiebt  sich  zur  Berech- 
nung von  Q  folgende  Vorschrift:  man  berechne  zunächst  die  abneh- 
menden Moduli  und  die  wachsenden  Amplituden  mittelst  der  For- 
meln 


20 
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»    •    • 


14.  Vi  «Ä«*  1 4-  Vi  ■-  ^» 

ton(9i  —  9>)=r Vi  — Ä;8  tony,  tan(q>9  —  9>i)  =  Vi  —  *^ fem^pi,... 
BO  ist  schliesBlich 

28)  ^  g  +  ßsin^(p   ^ 

=  F(Ä,  9)  ja  4.  |/}(i  +  |Ä,  +  jÄJxft,  +  |tiÄ,t,  +...)) 

—  ~  {|Väi  st«9i  +  }VÄiÄ3St»9a  +  iVÄiÄ-jÄrjfitn^a  4-  . .  .|. 

Für  a  ^  1 ,  /J  =  —  Ä;'  erhält  man  sofort  eine  Formel  zoi  Beredi- 
nung  von  E{k^  <p) ,  nämlich 

29)  E(k,  q>)  =  F(k,  q>)  (l  -  1Ä;«(1  +|*,  +  l*i*f  +•••)) 

+  Ic^Vhsinfpi  +  iVhhjSimpt  + )• 

Im  speciellen  Falle  (p  =  \yt  wird  q>i  =  sr,  9)9  =  Ssr,  93  =  4i 
etc.,  mithin  einfacher 

30)  Eik,  1«)  =  F(h,  1«)  (1  -lÄ»(l  +  5*1  +  Jfti*«  +  •••))• 
Nach  diesen  Vorschriften  lässt  sich  auch  das  Integral 

fVa^cos^tp  +  h^8in^q)dip  =  aJ?^      *  ""  ^^^v) 

berechnen,  wobei  das  arithmetisch -geometrische  Mittel  zwischen  « 
und  5  wieder  benutzt  werden  kann.  Es  sind  dann  folgende  Gröesea 
zu  bestimmen 

Ol 


•      • 


fai2(97i  — 9>)  =  --lantpi      tan(q>2  —  (pi)  =  — ten^j, 

0  Ol 

and  wenn  l^'inan  =  Limbn  =  0,  JAm(q)n  :  2")  =  ä>  gesetzt  wird, 
80  ergiebt  sich 
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/ 


31)  /  Va^cos^g)  +  h^8in^(pdq> 


und  gpecieller  für  9)=  Jsr 


b 


+  h^sin^g>dq) 


32)  J  Ya^cos^g) 

0 

=  ^{a«-(a-&)ai(l+|i,  +  jÄifc,  +  4^1*2*3  +  ••)• 

Beispielweise  sei,  wie  im  vorigen  Abschnitte,  a  =  25,  6  =  7;  ans 
den  dort  berechneten  Werthen  von  ai,  &i,  Oj,  l^  etc.  erhält  man 

hi=  0,5626000,  \ki  =  0,2812500, 

ki  =  0,0948122,  \kihi      =  0,0133330, 

A3  =  0,0022575,  Ikihh  =  0,0000151, 

hi  =  0,0000013 ,  ^Äi . .  ^4  =  0,0000000 , 

|V^         Ätnqpi  =  +  0,3740272, 

iVkJii     8in<p2  =  +  0,0091474, 

i  Vhi  Äj  JCi  stnqpa  =  —  0,0004282, 

^  Väi  . .  hi  sin  g?4  =  —  0,0000005 , 


i^ 


IV: 


25«co8»9  +  l^sin^tp  dq>  =  22,081387, 
0 

\- 

/ 1/25» (»s» 9  +  7»SfVg)  ^9  =  27,163662. 
0 

Dieses  Beispiel  zeigt,  dass,  selbst  bei  ungünstigen  Verhältnissen  zwi- 
schen a  und  l»,  die  Rectification  eines  Ellipsenbogens  weit  leichter 
nach  der  vorigen  Methode  als  nach  den  Formeln  auf  Seite  383  des 
ersten  Theiles  ausgeführt  werden  kann.  Bei  den  angegebenen  Zahl- 
werthen  ist  nämlich  die  numerische  £xcentricität  £  =  U  wenig  von 
der  Einheit  verschieden,  und  in  Folge  davon  convergiren  die  nach 
Potenzen  von  t  fortschreitenden  Reihen  so  langsam,  dass  man  we- 
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nigstens  50  Glieder  derselben  summiren  müsBte,  um  6  richtige  Deci- 
malstellen  za  erhalten. 

Auf  die  elliptischen  Integrale  dritter  Art  l&sst  sich  die  Lan- 
den'sehe  Substitution  zwar  gleichfalls  anwenden,  fahrt  aber  dabei 
zu  complicirten  und  praktisch  nicht  brauchbaren  Formeln.  Die  Ent- 
Wickelung  derselben  können  wir  um  so  eher  übergehen,  als  sich 
später  zeigen  wird,  daas  die  Integrale  dritter  Art,  welche  Functionen 
di'eier  Yariabelen  darstellen,  auf  gewisse  Functionen  zweier  Yaria- 
belen  zurückführbar  sind"*"). 


IV.   Relhenentwlckelungen  für  die  Integrale  erster 

und  zweiter  Art. 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  der  Entwickelung  der  voll- 
ständigen Integrale  F(kf\jc),  E(kf\n)  und  bezeichnen  dieselben 
kurz  mit  K  und  E, 

a.    Entwickelt  man  in  der  Gleichung 


=  /-==££_ 


0 

den  Factor  von  d  q>  mittelst  des  binomischen  Satzes  und  integriit 
dann  die  einzelnen  Reihenglieder  unter  Anwendung  der  Formel 


/"' 


.  -.     ,           1.3.5..  .(2n— 1)     n 
^    ^  2.4.6 (2n)        2' 

so  erhält  man  augenblicklich 


*)  Die  Arbeiten  von  John  Landen,  nach  welchem  die  besprochene 
Substitution  genannt  wird,  stehen  in  den  Philosophical  Transacttons  too  den 
Jahren  1771  and  1775,  sowie  in  den  Mathematical  Memoirs  vom  Jahre  1780. 
Die  saccessiTe  Transformation  der  elliptischen  Integrale  zeigte  Lag  ränge  ia 
den  Memoires  de  l'Acad^mie  a  Törin,  1784  und  1785|  Tome  II,  woran  sich 
die  weitere  Ausführung  von  Lcgendre  im  Traite  des  fonctiona  eUipliqaes, 
Tome  I,  Chap*  XVII.  bis  XIX.  anschliesst.  Das  arithmetisch -geometrische 
Mittel  hat  Gauss  eingeführt  in  der  berühmten  Abhandlung:  Detenninado 
attractionis  etc.,  Commentat.  societ.  reg.  Gotting.  reo.  VoL  IV,  1820.  Ueber 
die  geometrische  Bedeutung  der  Landen 'sehen  Substitatioii  rergL  Jaeobi, 
Eztrait  d'une  lettre  a  M.  Hermite,  Crelle's  Jonrnal,  Bd.  33,  8.  176,  sowie 
Küpper,  Demonstration  gdometrique  etc.,  Cr  olle 's  Jonrn.,  Bd.  56,  &  89. 
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Zur  EntwickeluDg  von  E  kann  man  entweder  auf  analoge 
Weise  verfahren  oder  auch  die  auf  Seite  296  bewiesene  Relation 
dF(k,(p)  _       1       lE{k,  y)  —  (l  —  k^)F(Jc,  y)  _  k8in(pcos(p\ 
dk       ""  1  —  äM  k  J(k,  9>)  J 

benutzen,  welche  für  <p  s=  |^  übergeht  in 

34)  i?  =  (i-*»)(jr+ jH). 

Aus  der  schon  bekannten  Reihe  für  K  folgt  dann 

^  2  1         \2/    1       \2  .  4/    3       \2.4.6/    6  | 

b.  Etwas  rascher  convergirende  Reihen  erhält  man  dadurch, 
dass  man  erst  mittelst  der  Landen 'sehen  Substitution  den  Modulus 
verkleinert  und  dann  die  Reihenentwickelung  vornimmt.  Nun  ist, 
wenn 

kl  = ,/  ,     tan(q>i  —  g>)  =  Vi  —  k^tantp 

1  +  Vi  —  k^ 

gesetzt  wird, 

F(k,  9)  =  L±h  F(h„  q>t) 
und  fttr  9>  =  I» 

F(k,in)  =  l-±hFih,  «)  =  (!  +  ft,)r(fc„  Jjt) 
mithin,  wenn  F(ki ,  \x)  nach  Potenzen  von  ki  entwickelt  wird, 

,e,    ^  =  -Jl±^)|.  +  (-)V  +  (it|)\'  + 1- 

Mit  E  kann  man  ähnlich  verfahren,  doch  ist  es  kürzer,  erst 
die  Gleichung  34)  so  zu  transformiren,  dass  ki  an  die  Stelle  von  k 
tritt,  und  dann  die  Entwicklung  in  Nro.  36)  anzuwenden.  Man 
hat  nun 

.=o-.,(.  +  .|f,||).    .  =  ^. 

ferner   durch   Substitution    des  Werthes  von  ft   in   die  Gleichung 
für  E 

l  +  ki\l  +  kl  8V 
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hieraus  folgt  nach  Nro.  36) 

wobei  der  Coefficient  von  A;f"  ist: 

(4n+l)(^   2.4.6....(2n)  )  ' 

1  —  i« 

Ersetzt  man   in  Nro.  37)  den  Factor   1  —  Ä?i  durch        .     ^    and 
multiplicirt  die  Reihe  mit  1  —  %l^  so  wird 

««)  ^ = äöT*;)  {^  +  (?)  V + (2^)**'  +  Q£f*^' + " 

Dies  giebt  zugleich  eine  Formel. für  die  Länge  des  Quadranten  einer 
aus  den  Halbachsen  a  und  h  construirten  Ellipse;  für 

^  _  Va2  —  fca  _a  —  b 

A  ,  Kl  —  ,     ^ 

a  a  -f-  0 

und  durch  beiderseitige  Multiplication  mit  a  erhält  man  nämlidi 


0 


i^ 


Va^co8^(p  -\-  i^sin^q>dq> 


Um  über  die  praktische  Brauchbarkeit  dieser  Reihen  ein  Ur- 
theil  zu  gewinnen,  wollen  wir  wenigstens  bei  einer  derselben  unter- 
suchen, wie  viel  Glieder  zur  Erreichung  einer  vorgeschriebenen  Ge- 
nauigkeit berechnet  werden  müssen.  Bezeichnen  wir  die  ft  ersten 
Glieder  der  Reihe  in  Nro.  33)  mit  u«i  Ui,  t<2,  •  •  •  t^— 1  und  den 
Rest  mit  Jß«,  so  haben  wir 

JT  =  «0  +  Wi  +  Wa  +  •  •  .  +  Mn-i  -f-  Äi, 


+ 


2  \    2  .  4  .  .  .  (2n)   /        1    ^  \2n  +  2/ 

Bei  einigermaassen  bedeutenden  n  ist  nun  annäherungsweis  (Theil  I. 
Seite  237) 

/l  ■  3  .  5  .  .  .  (2n— 1)Y_  2 

\2  .  4  .  6 (2n)     /  ~  (2n  -f  l)3C  * 

2n  +  1  _  2n  4-  3  _, 

n  -f-  2  2n  +  4 

also  nahezu 
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i2.  ==--±—7(1 +&«  +  &*  +  ...)  = 


2n  +  1^     •         '         '       '        (2n+  1)(1  — Ä») 
Soll  nun   die  Rechnung  auf  d  Decimalen  genau  werden,   bo  muss 

Rh  <C  t^  sein,  folglich  n  der  Bedingung 


oder 


<^"  +  ;>y-*')  >  10' 


log(2n  +  1)  +  «  .  logQ^  >  «  +  Jog(~:r^ 


genügen,  woraus  man  n  durch  Versuche  leicht  findet.  Hiemach  ist 
für  A;  =  I  und  hei  einer  Genauigkeit  von  6  Decimalen  n  so  zu  wäh- 
len, dass 

log(2n  +  1)  +  n  .  0,19382  >  6,4437 

und  hierzu  gehört  mindestens  die  Gliederzahl  n  =  25.  Aehnliche 
Betrachtungen  gelten  für  die  übrigen  Reihen,  und  man  ersieht  dar- 
aus, dass  die  vorigen  Formeln  nur  bei  kleinen  k  praktischen  Werth 
besitzen. 

c.  Um  Reihenentwickelungen  zu  erhalten,  die  für  grosse,  d.  h. 
der  Einheit  nahe  kommende  Je  eine  leichte  Berechnung  von  K  und 
E  gestatten,  schicken  wir  eine  Erörterung  über  gewisse  bestimmte 
Integrale  voraus. 

In  der  Gleichung 


^=f'i 


(i + ß'-')^. 


0  ' 


bezeichne  W  den  noch  unbekannten  Werth  des  rechts  stehenden  In- 
tegrales; man  erhält  dann  durch  beiderseitige  Differentiation  in 
Beziehung  auf  /3,  welche  hier  aus  nahe  liegenden  Gründen  erlaubt 
ist, 


=  2ßf 


dß  '^  j/  (1  +  «*^')  (1  +  /»**')  ~a{a-\-ßy 

mithin  umgekehrt 

Tr=^[?(a  +  ß)  +  Const]' 

Die  Constante  bestimmt  sich  durch  die  Bemerkung,  dass  W  ver- 
schwindet, wenn  ß  =  0  wird;  es  ist  folglich  Const.  •=  —  la  und 
vermöge  der  ursprünglichen  Bedeutung  von  W 
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0 

Durch  Substitution  von 


j   1  +  ««a?»  «  V   «   / 


a  =    .  ,       ß  =  l,       X  =  cotO 

folgt  weiter 

In  ^ 

^^^  7  1  -  BUin^e  ~  ~  2  Vi  _£2       ' 

worin  selbstverständlich  £  ein  echter  Bmch  sein  muss.  Schreibt  mas 
statt  dieser  Gleichung  die  mit  ihr  identische 

In  1 

l  sine  de 


"     2  7  Vi  -««^»'  1  +  i»' 


1  —  ««stn^O 

d 

so  kann  man  beide  Integrale  leicht  in  eonvergirende  Reihen  ent- 
wickeln, die  nach  Potenzen  von  b  fortschreiten.  Die  Yergleichang 
der  Coefficienten  von  £^"  giebt  dann 

1«/»     1    '   n^n  ^      1.3.5...(2n— 1)     T    *«•      . 

^    stn^ne.lstnede=^~.      2.4.6.,.(2n)      J  TlTi^' 

und  durch  Ausführung  der  auf  ß  bezüglichen  Integration 
40)  J  sin^'^e  .IsinedO 

2  2.4...(2n)       11^2  ^  2nl 

Die  Formol  39)  läset  sich  femer  wegen  der  identischen  Glei- 
chung 

folgendermaassen  darstellen 


n 


Isinede  n  iB  n     J\  +  Vi  — 


1  —  B'^sin'^e 

0 


2  '  Vi  —  ««       ^  '   \i  —  Vi  —  «*>' 


oder  auch 
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iB         2^  r  i  sine  de    _  _  r       du 

Vi  —  a«  "^  Ä  7  1  —  s^sin'^e  ~       7  i  —  (i  -  a2)t^a" 

0  0 

Wir  setzen  hierin  0  ^  kstntp,  multipliciren  beiderseits  mit  d(p  und 
integriren  zwischen  den  Grenzen  9>  =  0  bis  9  =  J«;  es  ist  dann 

rj^^^d^  +  ~  /      /        lsinedq>dO 
J  Vi  —  Ä^sin«^        nj     y  1  —  k^ 8in^ (p  sin^ e 


n 


n 

d<pdu 


1  —  (1  —  Ä«  «in«  9)  tt» 


Das  erste  Integral  linker  Hand  zerfiällt  in 

r  flfy  ,      r     l8in(pdq> 

/  Vi  —  Ä«sin»9>       j/  Vi  —  k^sin^tp 


=  ''*  +  /i7r= 


^     Vi  —  AjasiVy 


das  nächste  Doppelintegral  wird  bei  umgekehrter  Anordnung  der 
Integrationen  zu 


-   flrinOde    /— ____^ 


,    co5>9)  +  (1  —k^sin^e)sin^ip 


=/ 


l  sine  de 


„    Vi  —  Ä«Ätn«0' 

wobei  die  Formel  9)  auf  Seite  409  des  ersten  Theils  angewendet 
worden  ist.  Im  letzten  Doppelintegral  giebt  die  umgekehrte  An- 
ordnung der  Integrationen  (abgesehen  vom  Vorzeichen) 

\n 

dfp 


(1  —  «*)  «w»  9>  4-  [1  —  (1  —  &*)  «']  8«»*  9» 

V  0 

1 

£r    r du n_  rp(\rrZirk%    — \ 

Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  Vi  —  äj*  mit  Ä*  und  F(fc',  \n)  mit 
£*',  so  haben  wir  nach  allen  gemachten  Bemerkungen 
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\n  |jr 


/  Vi  —  &2si^2y        J  Vi  —  Ä;«5fn»ö  2 

Die  beiden  hier  vorkommenden  Integrale  sind  gleich,  weil  auf  den 
Integrationsbuchstaben  nichts  ankommt;  es  folgt  daher 


\n 


J  Vi  —  ft»st«»d  *  * 

und  analog,  wenn  fe'  für  X;  gesetzt  wird, 


i" 


« 


Diese  Gleichung  ist  es,  welche  bei  grossen  Ic  also  kleinen  H  zar 
Berechnung  von  JST  dienen  kann.     Schreibt  man  nämlich 


1» 


-  =  f-''(l)-|/i7!^ 


8tnl9(l0 


^    Vi  — A/«sm«e* 


so  hat  man  erstens  nach  Nro.  33) 

femer  kann  man  (1  — Itf^sin^)  '  mittelst  des  binomischen  Satzei 
entwickeln  und  die  einzelnen  Reihenglieder  nach  Formel  40)  inte- 
griren ;  als  Resultat  der  angedeuteten  Operationen  findet  sich 

«)  -='(^)+a)'['ö)-o^' 

+  (^)'['(l)-'-3^P' 

+  (hl7l)'['(l)-'-ä^-Ä>- 

+ 

Hieraus  entspringt  folgende  Yorschrift.    Mittelst  der  Fonnela 


ffo 


berechne  man  successiv  die  Grössen  Oo,  o^,  IK4  etc.,  welche,  beiläufig 
gesagt,  gegen  die  Grenze  Mt/)  convergiren;  nachher  hat 


man 
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43)      JT  =  «0  +  (I)'«»*'*  +  (hlf"*^*  + 

Um  die  entsprechende  Formel  für  E  zu  erhalten,  transformiren 
wir  erst  die  Gleichung  34)  so,  dass  Ä/  an  die  Stelle  von  k  tritt. 
Nun  ist 

^=,.-».)(x+.if,§) 

und  daraus  wird,  wenn  für  Je  sein  Werth  Vi  —  Ä'*  gesetzt  wird, 

E=Jff^K—  *'(!— *'^)^- 
Auf  die  Gleichung  42)  angewendet,  giebt  diese  Relation 

«)  E=.+i[,(*)-ji^]*.= 

+  (lTl)'l[<^)-'-A-ä^?' 

+ 

und  daraus  entspringt  folgende  Vorschrift.     Mittelst  der  Formeln 

'^^  =  ^  ~  172  "■  FTi'     ''•' =  ^*  ~  375  ~  5T6 

berechne  tean  die  Grössen  /Sj,  ßi,  etc.,  welche  gegen  die  Grenze 
Hp)  convergiren;  es  ist  dann 

45)  E=l  +  l  ß^ld^  +  (ly  l  ß,V^ 

Beispielweis  nehmen  wir  Ä  =  ^,  also  ä/  ==  ^,  die  Werthe  von 

ßii  ßi^  6^*  Bind  in  diesem  Falle 

ß2  =  2,1592  6004,      ß^  =  1,5759  2671,      ft  =  1,4592  6004, 
/Ja  =  1,4080  6956,      /3io=  1,3791  0131,      /Ji,=  1,3604  1444, 

und  liefern  weiter 
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1=1 

i-/3aifc'«  =  0,0846  4299 

(VfT^*^*  =0.00181622 

(sriy  ■?'*•*''  =0.00008241 

(k^yW"  =0.00000455 

E  =  1,0865  4646. 

Durch  Mnltiplication  mit  25  ergieht  sich  hieraos  die  L&nge  des 
Quadranten  einer  aus  den  Halhachsen  25  und  7  constmirten  Ellipae 
=  27,163662,  ühereinstimmend  mit  dem  auf  Seifce  309  gefondenea 
Zahlwerthe  *). 

d,     Um  nun  auch  die  unvollständigen  Integrale  F(k^  ip)  und 
E(kf(p)  in  unendliche  Reihen  zu  verwandeln,  setzen  wir  zunächst 

!_ 

1  + 
und  erhalten 


Vi  —  k^sin^<p 


^  +  ^'  =il+h,)(l+h,e^^^9>)  «"(i+ib,r-«^  •. 


worin,  wie  gewöhnlich,  «  =  V —  1  ist.  Die  hier  vorkommenden 
Potenzen  vom  Grade  —  |  lassen  sich  nach  dem  binomischen  Satze 
in  Reihen  entwickeln,  welche  auch  dann  noch  convergirent  wenn 
man  deren  Glieder  auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt     Jene  Rei- 


^)  Die  in  Abschn.  a.  entwickelten  Reihen  finden  sich  schon  in  Eni  er*« 
Werken;  die  Formeln  42)  nnd  44)  sind  zuerst  Ton  Legendre  nach  einem 
nicht  hinreichend  genauen  Verfahren  abgeleitet  worden  in  den  ll^moires  de 
I'Acad^mie,  1780,  pag.  630  und  im  Traite  des  fonct.  ellipt.  Tome  I,  p.  6j. 
Den  obigen  Beweis  hat  der  Verfasser  gegeben  in  der  Zettschr.  f.  Matbea. 
und  Phjs.  Jahrg.  2,  S.  49. 
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hen  dürfen  daher  ohne  Weiteres  miteinander  mnltiplicirt  werden 
und  liefern  ein  Product,  welches  nnter  Anwendung  der  Formel 

^(c'V'  +  c-'V)  =  cosif 

die  folgende  Gestalt  annimmt 

46)        .  =00  — flaCQ82y  -\-  a^cositp  —  asC086g)-\ 

Vi  —  Ä"sin*9 

Die  Coefficienten  Oo,  o^,  04,  etc.  sind  selbst  wieder  unendliche  Rei- 
hen, und  zwar 

*  =  (1  +  i.)  [1  +  (|)'t?  +  (j^)'«!  + ) 

u.  s«  w. 
Wie  man  aus  Nro.  36)  ersieht,  kann  man  Qq  kürzer  durch 

2  ^ 
n 

aasdrücken,  und  es  ist  daher  zu  erwarten,  dass  auch  (I3,  04,  etc.  auf 
vollständige  elliptische  Integrale  zurückfilhrbar  sein  werden.  In  der 
That  hätte  sich  schon  a«  rascher  aus  der  Gleichung  46)  bestimmen 
lassen;  mnltiplicirt  man  nämlich  letztere  mit  d(p  und  integrirt  zwi- 
schen 9>  =  0  und  9  =  1^,  so  bleibt  nichts  weiter  übrig,  als 

d^ n 

0    Vi  —  h^sin^fp    ~^2"' 

woraus  für  üo  derselbe  Werth  wie  vorhin  folgt.  Mnltiplicirt  man 
ferner  die  Gleichung  46)  mit  2co$2^>^  zerlegt  rechter  Hand  jedes 
doppelte  CJosinusproduct  in  die  Summe  zweier  Cosinus,  setzt  dann 
noch  den  Factor  d^>  hinzu  und  integrirt  wie  vorhin,  so  ergiebt 
sich 


2 


/co82q>d(p       n 

^    Vi  —  h^sin^(p  ~  "  ^2" 


mithin  umgekehrt  wegen  cos29  =  1  —  2sin^q> 

»  J  Vi  —  k^sin'^q>    ^        n\        k'^  ] 

Ueberhaupt  kann  man  auf  ähnliche  Weise  a^n  durch  das  bestimmte 
Integral 
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2nfpdtp 


^     Vi  —  lc^sin^q> 

ausdrücken,  jedoch  würde  die  völlige  independente  Entwickelang 
desselben  ziemlich  weitläufig  ausfallen.  Es  ist  deswegen  besser,  die 
Coefficienten  a^^  ag,  etc.  auf  die  vorigen  zurückzuführen,  wozu  fol- 
gende Bemerkungen  dienen  werden. 

Durch  Differentiation  der  Gleichung  46)  ergiebt  sich 

h'^  sinq>  C08tp 

=  2a28in2(p  —  ^a^sinAfp  +  %a^sin%fp  —  .  .  .  .; 
diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit 

4(1— Ä^sm'g?)        2(2-Ä')    ,    .       . 

und  zerlegen  rechter  Hand  die  doppelten  Producta  aus  Sinus  und 
Cosinus  in  Summen  je  zweier  Sinus;  wird  hierbei  zur  Abkürzung 

2(2 --ä5_ 

gesetzt,  so  ist  das  gehörig  angeordnete  Product 

2stn2g)  ,^,  ^     \  •   o 

-7==^==  =  (2kai  —  4a4)sm2(p 

Vi  —  k^sin^g) 

4-  (202  —  4Aa4  +  6ae)stn49> 

—  (401  —  6Aae  +  Sas)sinSq> 

+  (6  ^'6  —  Sias  +  10aio)5tn89> 


Andererseits  erhält  man  direct  aus  Nro.  46)  durch  Multiphcatioo 
mit  2ain2q> 

Kl  —  k^stn^q) 

+  (ac — c^i)siniq>  —  (os  — a^sine^ 

+  («10  —  (h)sinSfp  r—  •  •  • 
mithin  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  von  9m  2  9 

2ao  —  04  =  2^02  —  4fl4    oder    804  =  2{l(h — Oo) 
und  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  von  s%n{m — 2)9,  wobei 
m  eine  gerade  Zahl  >>  4  sein  muss, 

(m— l)a«  =  (w  — 2)Aa^-,  —  (m  — 3)a«,-«. 
Zar  Berechnung  der  Grössen  00,02,04  etc.   dienen  also  folgend« 
Formeln 
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« 

2  8  2 

4Aa4  —  3aa                    öAag  —  604 
«6  = r ,        «8  = j f  12L  8-  w. 

Multiplicirt  man  nun  die  Gleichung  46)  mit  dip   und  integrirt 
von  9  =  0  bis  9  =  ^,  80  gelangt  man  zu  der  Entwickelung 

47)  J?'(Ä,  y)  =  do^P  —  |a3Sm2  9)  +  |a4Stn49>  —  |aßSin6  94- ••• 

Nach  einem  völlig   analogen  Verfahren   läset  sich  E{kf  9)  in 
eine  Reihe  von  ähnlicher  Form  verwandeln.     Aus  der  Gleichung 

erhält  man  zunächst  mittelst  des  binomischen  Satzes  eine  Entwicke- 
lung von  der  Form 

48)  Vi  —  k-sin^q)  =  ho  -\-h2COs2q>  —  h^cos^kq)  -i-bßCOSßtp  —  •••, 

worin  sich  die  beiden  ei*8ten  Coefficienten  wie  früher  bestimmen  las« 

sen.     £s  ist  nämlich 
l 


I 


2» 

2 


ferner 


2 


2  /  Vi  —  k'^sin}(p  .  co82(pdq>  =  h^-^ 


mithin 


\n 


ht  =  —  /Vi  —  k*sin^<p(l  —  2sin*(p)d<p 

ST  (/ 

0 

und  durch  Reduction  dieses  Integrales 

'      ^  4     (2  — Ä')^—  2(1— Ä;»)jr 

^'=n 3Äi 

Multiplicirt  man  femer  den  Differentialquotienten  der  Gleichung  48) 
mit  A  4"  2co8  2q>,  so  erhält  man  linker  Hand  denselben  Ausdruck, 
als  wenn  man  in  Nro.  48)  beiderseits  den  Factor  2  sin  2  (p  zusetzt; 
die  Yergleichung  der  Coefficienten  in  den  so  entstehenden  Beihen 
giebt 

Ö64  =  2(A&,  — l>ö) 
und  für  jedes  gerade  m  >  4 

SchlOmilch,  AnalyiiiB,  II.  21 
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(m  4-  i)hm  =  (wi  —  2) A6«-2  —  (w  —  3)  a«-4. 
Zur  Berechnung  der  GrÖBsen  b^,  bj  etc.  dienen  hiemach  folgende 
Formeln 

4A54  —  Ib,          .          6^&«  —  36i 
0«  = ij^ ,         bg  =  g ,  u.  8.  w. 

nnd  nnn  ergieht  sich  aas  Nro.  48)  durch  Mnltiplication  mit  dq>  vnd 

Integration  von  9  =  0  hia  <p  =  g> 

49)  £(ib,9))  =:  Ih)9)  +\hi8in2(p  —  ll^sin^q) +  lh^ sin Sq) 

Will  man  für  einen  nnd  denselhen  Modulna  gleichzeitig  F(k^  f ) 
nnd  E(hf  9)  herechnen,  so  ist  es  von  Yortheil,  die  Coefficienten  ^i, 
&s,  eta  ans  Oot  ^«  etc.  herzuleiten.     Die  hierzu  nöthigen  Redot- 
'tionsformeln  ergehen  sich  dadurch,  dass  man  die  durch  Differentia- 
tion von  Nro.  48)  erhaltene  Gleichung 

,  .  ^      =  2bi8m2q>  —  404^n4a>  4-  •  •  •  • 

Vi  —  Ä»sm«9)  »         ^  •         ^  n^ 

mit  der  früheren  Entwickelung 

y/         ,,  .  ,     =(2flo  — 04)gtn2y  —  (oj  — a«)fitn49)  H 

Kl  —  *'Ätn*9 

vergleicht,  indem  man  die  erste  mit  4»  die  zweite  mit  k*  moltipB- 
cirt;  es  findet  sich  zunächst 

6,  =  jÄ«(2ao-a4) 

nnd  für  jedes  gerade  f»  >>  2 

4fll 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  Nro.  49),  so  kann  das  Besnltat  ia 
folgende  Rechnungsvorschrift  gekleidet  werden:  man  bestimme  die 
Grossen  c^»  c^i  C4,  etc.  mittelst  der  Formeln 

c,--E,    c_ j . 

w  — ji — •     ^  = gii — ,  n.  s.  w.; 

es  ist  dann 

60)    JE?(*,g))  =  cö  +  iX;>(C|8Jit29  — «Asm49  +  c^sm69> •) 

Um  zu  zeigen,  in  wie  weit  diese  Formeln  praktisch  anwendbar 
sind,  wollen  wir  nach  denselben  den  Fall  ft  =  gt  7  =  i'  beluB- 
deln.    Es  ist  dMm 
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337 


«6  = 
<h  = 

<h  = 

a«  = 

«8  = 
Oio  = 
012  = 
014  = 

«1«  = 
«18  = 


144' 
0,6366  K 
1,4898  K  — 
1,8999  JT  — 
2,6632  K  — 
8,9852  JT  — 
6,2188  Ä^  — 
9,9700  K  '— 
16,276  JT    — 

26,910  jr  — 


K  =  2,6931425,  E  =  1,0865465; 


=  1,71451 

2,7631^=  1,01018 

4,3109^=  0,43306 

6,4131  -E?  =  0,20468 

9,7851 -E  =  0,10125 

15,36751:  =0,05143 

24,6887  E  =  0,02658 

40,331  E    =  0,01390 


cb  =  0,69172 
Ci  =  0,74899 
C4  =  0,05034 
C  =0,00922 
Cg  =  0,00239 
Co  =  0,00075 
c,2=  0,00026 
Ci4=  0,00010 
Ol«  =  0,00004 
C18  =  0,00002 
<^=  0»00001; 


66,697  E  =  0,00733 

44,911  JT  —111,32117  =0,00388 

75,495  JT  —187,1341?  =0,00205 

a^,=  127,63  Z   —  316,3717  =  0,00105 

0,4  =  216,77  K      —  537.35  E  =  0,00049 

Pdl ,  } «)  =  1,27853 ;  E^AA^)  =  0,88326. 

Die  Coefficienten  Oq,  tfsi  etc.  sind  hier  vollst&ndig  darcH  Kund  S 
ausgedrückt  worden  (was  für  gewohnlicli  überflüssig  ist),  weil  da- 
durch ersichtlich  wird,  dass  der  Coefficient  a,»  die  Form  pK  '^  qE 
hat,  worin  J9,  q  rasch  wachsen.  Will  man  daher  eine  erhebliche  Ge- 
nauigkeit erreichen,  so  muss  man  vorher  K  und  E  sehr  scharf,  d.h. 
auf  angeHlhr  12  Decimalen  bestimmt  haben  und  selbstverständlich 
weit  mehr  Reihen^ieder  berechnen,  als  hier  geschehen  ist.  Aus  die- 
sen Bemerkung«»  geht  zur  Genüge  hervor,  dass  die  Formeln  47)  und 
50)  nur  einen  theoretischen  Werth  besitzen*). 

Für  die  elliptischen  Integrale  dritter  Art  lassen  sich  zwar  Bei- 
hen  von  ähnlicher  Gestalt  entwickeln,  jedoch  sind  die  darin  vor^ 
kommenden  Coefficienten  von  so  complicirtem  Bau,  dass  die  betref- 
fenden Reihen  keinen  Nutzen  gewähren. 


*)  Die  oben  abgeleiteten  Formeln  ttimmen  im  Wesentliehea  mit  den  tob 
Legendre  im  Tnit^  des  fönet,  ellipt  Chap.  34  gegebenen  ubereln,  nnrdnd 
de  hier  einfiwher  dargestellt  worden. 


21* 
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V.    Das  Additionstheorem  für  die  Integrale 

erster  Art. 

Aas  den  Elementen  der  Integralrecbnong  weiss  man,  dass  sicli 
die  Integrale  echt  gebrochener  rationaler  Functionen  durch  Logr.- 
rithmen  and  Kreisbögen  anadrücken  lassen,  and  dass  die  Integrale 
irrationaler  Functionen,  falls  letztere  nur  ein  Radical  von  der  Fem 

\/a  -f-  5a?  -|-  cx^  enthalten,  gleichfalls  auf  jene  einfachen  Fancti«.- 
ncn  zurückkommen.  Steigt  aber  die  unter  der  Quadratwursel  &tt.- 
hende  Grösse  auf  den  dritten  oder  vierten  Grad,  so  reichen  die  frü- 
heren Integrationsmittel  nicht  mehr  aus,  und  die  Reduction  fülut 
dann  auf  die  drei  elliptischen  Integrale,  welche  demnach  den  Loc  r 
rithmen  und  Kreisbögen  gewissermaassen  verwandt  sind  und  sidi  ia 
der  That  bei  verschwindendem  Modulus  auf  jene  Functionen  recj- 
ciren.  Man  kann  daher  sagen,  dass  die  Logarithmen,  die  cycloiüe' 
trischen  Functionen  und  die  elliptischen  Integrale  ihre  gemeinsan? 
Quelle  in  der  Integralrechnung  haben,  denn  wenn  auch  die  beidn 
ersten  Functionen  nicht  schon  aus  der  Algebra  und  Trigonometritr 
bekannt  wären,  so  wurde  man  durch  die  Integralrechnung  genöthij: 
worden  sein,  Integrale  von  den  Formen 


X 


/dx  r      dx 


zu  be^^pushten  und  irgendwie  zu  benennen.  Für  die  vorliegen dea 
Functionen  gelten  nun  bekanntlich  die  Gleichungen 

Ix  +  l^  =  J(xij),  

aresin  X  +  aresin  y  =  aresin  (xVl  —  y^  +  y  Vi  —  x*), 

sie  haben  also  die  Eigenschaft  gemein,  dass  zwei  mit  verschiedeoes 
Argumenten  x  und  y  versehene  Functionen  derselben  Art  zu  einer 
Function  der  nämlichen  Art  vereinigt  werden  können,  deren  Arga* 
ment  nach  einer  bestimmten  Regel  aus  x  und  y  zusammengesetzt  i>t 
Allgemein  ausgedrückt,  heisst  dies,  sowohl  für /(x)  =  Zs  als  für 
/(jt)  =  aresin  X  besteht  eine  Gleichung  von  der  Form 

/(^)+/(y)  =/('). 

worin  £  auf  gewisse  Weise  von  x  und  y  abhängt.  Bei  der  Ttr* 
wandtschaft  zwischen  den  eben  genannten  Functionen  und  den  ellip- 
tischen Integralen  lässt  sich  erwarten,  dass  für  letztere  ähnliche  Re- 
lationen bestehen  werden,  und  es  ist  dann  zu  untersachen,  wie  in 
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diesem  Falle  B  von  x  und  y  abhfingt.  Bevor  wir  dasa  übergehen, 
wollen  wir  erst  die  beiden  einfachen  Fälle  f(x)  =  2»  und  f{x)  = 
aresin  X  betrachten,  um  an  diesen  das  nöthige  Verfahren  auseinander 
zu  setzen. 

Wir  denken  uns  die  Function  f{x)  definirt  durch  die  Gleichung 

m 

51)  /(x)  =  J^ 

und  stellen  die  Aufgabe,  y»  so  zu  bestimmen,  dass  die  Gleichung 

52)  .        fix)  +/(t,)=  C 

erfüllt  wird,  in  welcher  C  irgend  eine  Constante  bezeichnet.  Durch 
Differentiation  folgt  zunächst  vermöge  der  Bedeutung  von  / 

dx     ,     dy 

X  y 

oder 

63)  ydx   -|-  xdy  =  0; 

mithin  ist  durch  Integration 

/  ydx  4-    /  scäy  =  const. 

Wendet  man  auf  jedes  dieser  Integrale  die  theilweise  Integration  an, 
so  erhält  man 

2xy  —    J  i^dy  -{-  ydx)  =  const. 

d-  i.  wegen  Nro.  53) 

2xy  •=  const,    oder    xy  =  c 
Dem  ursprünglichen  Sinne  der  Aufgabe  entspricht  also  die  Lösung 

•^(^)  +  Kj) = ^' 

im  speciellen  Falle  «=1  verschwindet /(a;),  daraus  folgt  Gs=f(€)f 
mithin  ist  auch 


/(x)  +  /( J)  =  fic). 


Beachtet  man  noch,  dass  c  und  ebenso  —  jeden  beliebigen  Werth  ha- 

X 

ben   kann ,  so  darf  man  -*-  mit  irgend  einem  Buchstaben,  also  auch 

X 

mit  y  bezeichnen,  woraus  c  =  xy  folgt.   Die  nunmehrige  Gleichung 

/(^)  +  f(j/)  =  f(xy) 
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drückt  in  der  Thai  die  Fundamentaleigenschaft  des  LogBriÜuniis 
ftüs  und  ist  hier  lediglich  aus  der  Integraldefinitioa  in  51)  her* 
geleitet. 

Es  sei  asweitens 


^<"  =  /FTb 


und  wiederum  die  Gleichung  52)  zu  erfüllen;  die  DiffereotiatieD 
giebt  dann 

64)  .     :^^if=  +  -^=i£==0 

Vi  —  »«       Vi  -y« 

oder 

Vi  —  y'  .  d»  -f  Vi  —  Ä»  .  dy  =  0, 

mithin 

y  Vi  —  y*  .  dx  +    y^Vl  —  X«  .  cfy  =  «ms«. 
Bei  theilweiscr  Integration  ist  femer. 


mithin  durch  Addition 

X 


Wegen  Nro.  54)  Terschwindet  das  Integral  und  es  bleibt  einfiMhitf 

«Vi— y>  +  yVl  — 0?«  =  c. 

Womit  nun  die  Bedingung  gefunden  ist,  unter  welcher  die  Relatioa 
/(«)  +  /(y)  =  C  besteht.     Für  «  =  0  wird  y  =  e,/(0)==  0  und 
C  =  /(c)  also      . 

Da  c  jeden  beliebigen  Werth  haben  kann,  so  kan^  man  adiliesi- 
Ech  auch  jer  f iir  c  schreiben  und  sagen,  die  Gleichung  f(x)  -f-  /(jr) 
s=zf(z)  gilt  anter  der  Bedingung 

g  =  a?Vl— y«  +  yVl— «*, 
womit  das  Additionstheorem  ftlr  /(x)  =  arcsiii  x  analytisdi  abge- 
leitet ist. 

Dasselbe  Verfahren  Iflsst  sich  auf  die  Function 
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m 

66)  f(x)  =  f-j £f 

in  folgender  Weise  anwenden.    Wenn  znn&chst 

56)  f(x)  +  /(y)  =  0 
sein  8oD,  so  giebt  die  Differentiation     v 

57)  TT— i^ +r7 ^ ^  =  0 

V(l— *»)(!— *»««)        y  (1  —  y»)  (1  —  ifc»y«) 

oder 

68)  V(i— y»)(i— ]fc»y*).<l«  +  V(i— »*)(!—**«*) -«^y  =  0. 

Diese  Gleichung  dividirea  wir  durch  1  —  h'x^y*  und  integriren; 
es  ist  also 

Mittelst  theilveiser  Integration   findet  sich  leicht,   wenn  znr 
Abkürzung 
xy  [2  Ic^  {x^  +  y«)  ->  (1  +  A;^  (1  4-  A;>dg V)]  __  2Ä;^gV     _ 

(1  «-  Ä»  «"y2)«  ""    '      (1  —  ifc«a;2y»)i  —  V 

gesetzt  wird, 

1  — Ä«a;«y«  ~  1— *»aj«y» 

-  /*- — £££ =  -  /'eV(i-y')(i-*v)rf«. 

Die  entsprechende  Transformation  ftir  das  zweite  Integral  in 
Nro.  59)  ergiebt  sich  hieraus,  durch  gegenseitige  Yertauschung  von 
X  und  y\  dabei  ändern  sich  aber  die  qymmetrischen  Functionen  P  und 
Q  nicht,  mithin  ist 


/ 


V(i-^')(i-feMj^  _  V(i-x>)(i-*^ 


/  

7  V(l  — x«)(lT-fc»a;»)       y 
Nach  Suhstitntion  dieser  Ausdrücke  rerwandelt  sich  die  Glat 
ohoDg  59)  in  

»V(i  -y')(i  -fc'yÖ  +  yV(i— »-')(i  -fc^»«) 

7     l  V(i  —  «*)  (1  —  ****)      V(i  —  y*)  (i  — Jl;»y»)i 
— y  ö[V(i  —  y»)(l  —  *»y*)<*«  +  V(i  - »»),(i  —  *»«») iy }  =' 
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d.  i.,  weil  nach  Nro.  57)  und  58)  die  beiden  Integrale  verschwindcD, 

xV(l  -^  y^)(l  -^)  +  yV(l  -  x^)  (1  -  k^x^  _ 
^  1  —  k'^x^y'' 

Diene  Gleichung  spricht  die  Bediogung  aus,  unter  welcher 
f(x)  +  f(f/)  =  C  ist  Für  X  =  0  giebt  sie  y  =  c,  and  da  gleich- 
zeitig /(O)  =  0  ist,  so  bleibt  C  =  f{c\  mithin  enthält  Nro.  60)  die 
Bedingung  für  die  Existenz  der  Gleichung 

Schreibt  man  endlich  s  statt  der  willkührlichen  Grosse  c,  so  hii 
man  den  Satz:  wenn 

_xV{l'-y^){l^¥f)  +  yV{\~x)(\--k^x^) 
^  ""  1  —  /c^x  V 

genommen  wird,  so  ist 

1  dx  r  dy 

J  V{i-x^){i  —  k'^x^)     J  V(i-yO(i-^''y-) 

de 


=/ 


,    V(l--^2)(1-A;»^») 

Pur  a?  =  «mg),   y^=  sm^,    »  =  sinö  erhält  dieser  Satx  fol- 
gende Form:  wenn 
^-.  .   ^        $inwcos^^(tl;)  +  sintcosq) ^(fp) 

"^  ""*  = l-fc*5,-»<9>8>»*^ 

genommen  wird,  so  ist 

Zufolge  dieses  sogenannten  Additionstheoremes  lassen  sieb 
2wei  mit  gleichem  Modulus  und  verschiedenen  Amplituden  versehtL. 
elliptische  Integrale  erster  Art  zu  einem  einzigen  Integrale  gleich« t 
Art  zusammenziehen. 

Bei  der  fundamentalen  Bedeutung  dieses  Theoremes  ist  vielleici.t 
ein  zweiter  Beweis  desselben  nicht  überflüssig,  welcher  darauf  hin- 
auskommt, das  Integral 

durch  Einführung  einer  neuen  Vanabelen  zu  transformiren.     Setzt 
man  nämlich 

63)  cosß  cosfi  —  «ttt/J  Binifi  Vi  — Ä;>5tn»J  =  easl^ 
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so  entepricht  der  unteren  Grenze  ly  =  Ö  der  Werth  5  =  /J,  und 
wenn  ly  =  «  geworden  ist,  so  hat  £  einen  Werth  y  angenommen, 
welcher  aus  der  Gleichung 

64)  cosßcosa  —  sinßsinaVl  — k'^ain^y  =  cosy 

zu  berechnen  ist.  Um  femer  dri  durch  d^  auszudrücken,  konnte 
man  i}  aus  der  Gleichung  63)  entwickeln  und  dann  differenziren ; 
rascher  führt  die  Bemerkung  zum  Ziele,  dass  die  Gleichung  63)  auch 
unter  den  beiden  Formen 

65)  costcaaß  +  sinisinßVl  —k^sin^ri  =a  cosri^ 

66)  eostcosri  +  sintsinri  Vi  — k^sin^ß  =  cosß 
dargestellt  werden  kann.  Man  überzeugt  sich  hiervon  leicht,  wenn 
man  die  Gleichungen  63),  65)  und  66)  rational  macht;  weil  aber 
dabei  die  Vorzeichen  der  Radicale  verloren  gehen,  so  bedarf  die 
Richtigkeit  dieser  Vorzeichen  eines  besonderen  Nachweises.  Nun 
geht  die  Gleichung  63)  für  k  =  0  in  co8(ß  +  ij)  =  cosg  über, 
daraus  folgt  C08(i  —  ß)  =  cosri  und  cos{t  —  rjj)  =  cosß;  dasselbe 
geben  auch  die  Gleichungen  65)  und  66)  für  Ä;  =  0,  woraus  die 
Richtigkeit  der  gewählten  Vorzeichen  erhellt.  Durch  Differentiation 
der  Gleichung  66)  wird  nun,  wenn  wir  das  vorkommende  Radical  für 
den  Augenblick  mit  B  bezeichnen, 

(Bcosrisint  —  sinricos^)di]  =  (cosrisint  —  Bsinricos^)d^, 
femer  giebt  die  Substitution  des  aus  Nro.  66)  genommenen  Werthes 
von  B 

eosßcosri  —  cost  ,  cosrj  —  cosß cost  .^ 

— : : ari  = r-z «b 

sintj  stni 

d.  i.  nach  Nro.  63)  und  65) 


sinß  Vi  —  kUin^idfi  =  sinß  Vi  —  Ä-'  sin^ri  di 
oder 

dri _  d; 

Vi  --k^öin^fi  ~  Vi  —  kUin'^i 

Substituiren  wir  dies  in  Nro.  62)  oder,  was  Dasselbe  ist,  inte" 
griren  wir  die  vorstehende  Gleichung  mit  der  Rücksicht,  dass  den 
Grenzen  i}  =  0  und  1}  =  a  die  Grenzen  ^  =z  ß  und  t  =  y  ent- 
sprechen, Bo  erhalten  wir 

€t  y  y  ß 

färi  _  f_di__  fji__  rji_ 

d.  i.  F{k,a)  =  F(k,Y)  —  F{k,ß),  wobei  die  Amplituden  «f,/J.y 
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an  die  Gleichung  64)  gehunden  sind.    Indem  wir  noch  fp^  ^^  6  für 
a,  ßt  y  schreiben,  erhalten  wir  den  Satz,  dass  die  Gleichnng 

stattfindet,  sobald  die  Amplituden  9,  ^,  <f  der  Bedingung 
67)  costpcos^  —  8'*n(ps%ni>  ^{6)  =  eos6 

genügen,  welche  dem  Früheren  analog  auch  anter  den  Fonnflii 

iros6co8(p  -f  sin6sinq>^{ii)  =  cosi^» 
\co8öco8Jlf  4~  sin68inif^(fp)  =  casfp 
dargestellt  werden  kann.     Eliminirt  man  cos6  ans  den  beiden  kftf 
ten  Gleichungen,  so  ergiebt  sich 

.      cos*q>  —  cos*^ 

cos<p8inif^(q>)  —  cosif  simp  ^(ii) 

oder,  wenn  Zähler  and  Nenner  mit  eo8fp8mif  ^((p)  +  oosif  sim^  ^t) 

multiplicirt  werden, 

ßQX  .  ^  _  8in y  cosjf  ^(»)  +  sin jicostp  d{fp) 

^  1— ifc^ÄtVym«* 

was  mit  Nro.  61)  übereinstimmt. 

Durch  Substitution  hierron  in  eine  der  Gleichnngen  68)  eriuh 
man  femer 

.  co8(p  C08t  —  stny  atn<y  ^(y)^(») 

7ö)        «^^  = r:i*?i,n«^^si^<; 

und  aus  Kro.  67) 

TIN  yif^\       ^(y)  ^(»)  —  fc»  stny  cosy  wit»  cos» 

71;  -^W  = i ,a   .  > .  ,  .  f 

^^  1— Ä'«n«ysm'^ 

endlich  als  Quotient  von  69)  und  70) 

72)  tan6  =    <^ny  ^/(»)  +  ton»zf(y) 

1  —  toiiy  tanr^J{(p)  ^{tO 

Die  letzte  Formel  bietet  die  meiste  Bequemlichkeii  filr  & 
numerische  Berechnung  von  <T.  Bestimmt  man  n&mlich  iwei  Hül^ 
Winkel  <p'  und  ilf*  mittelst  der  Formeln  iamp^  =  teny^(^)  nsd 
ton^'  =  tanip^{(cp\  so  wird  sehr  einfach  <f  =  y'  +  ^. 

Einen  bemerkenswerthen  speciellen  Fall  des  Additionstheoremcs 
liefert  die  Annahme  6  ^sz  Ijc^  nämlich 

l     F(fc,9)  +  F(*.*)  =  P(*,J»); 

die  beiden,  den  Amplituden  y  und  ^  entsprechenden  dliptiicbefi 
Integrale  ergftnjsen  sich  dann  lam  Tdlständigen  Integrale  iL 
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Bevor  wir  die  Folgerungan  erörtern,  welche  sich  an  die  Addition 
der  elliptischen  Integrale  knüpfen,  wollen  wir  noch  einige  später 
branchbare  Combinationen  der  obigen  Formeln  entwickeln.  Elimi- 
nirt  man  nfimlich  cos  6  aus  Nro.  67)  und  der  zweiten  Gleichung  in 
Nro.  68),  so  erhält  man 

^ .  .        sinw  cosilf  4!^(o)  +  cosq> sintI; 

auf  gleiche  Weise  geben  Nro.  67)  und  die  erste  Gleichung  in  Nro.  68) 


folglich  ist 


74) 


^(<p)  +  ^(*)  =  ^^^  sin(9>  +  *). 


Die  Subtraction  der  elliptischen  Integrale  ist  leicht  auf  die 
Addition  zurückzuführen,  indem  man  ^  negativ  nimmt  und  die  Re- 
lation F(k^  —  if')  =  —  F(k,if)  beachtet  Schreibt  man  gleichzeitig 
X  statt  6,  so  hat  man  den  Satz,  dass  die  Gleichung 

F(k,q>)^F(htl;)  =  F(k,Tl 
unter  der  Bedingung 

stny  cosilf  ^ii>)  —  sjnijfeostp  ^(fp) 

1  —  Ä*  sin'^tp  sth*^ 

stattfindet.     Für  die  Formeln  70),  71)  und  72)  treten  analoge  Yer- 
ftnderungen  ein. 

Die  Multiplication  der  elliptischen  Integrale  lässt  sich  als 
eine  successive  Addition  der^lben  auffassen  und  demgemäss  ausfuh* 
ren.  Im  einfachsten  Falle  giebt  das  Additionstheorem,  wenn  ^  =  9? 
genommen  und  91  für  6  gesetzt  wird, 

F(/f,9-2)  =  2JP(Ä,9) 
wobei  <]p2  A^8  einer  der  Formeln 

2sin(pcos(p^{(p)  1  —  2  stn'y  +  ^^sm^y 

'•^^*  ~"      1— ÄP«Sf»*9>     •  ^^^^  ~  1  —  Ä;««n*<p 

SU  bestimmen  ist.    Bezeichnet  femer  (p^  diejenige  Amplitude^  welche 

der  Gleichung 

FQc.  9,)  =  3  FQc,  y)  =  F(k,  q>^)  +  F(h,  9) 

entspricht,  so  ist 

8in(pi  C08q>  ^(y)  +  sing)  cos  q)2  ^(sPi) 
^*  1  —  h^Bin^ifi  sm^q> 
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und  durch  Substitution  der  vorigen  Werthe 

[4  (1  —  k'*-  sin^  w)  cos^w  —  (1  —  Ä«  «m«  g?)*]  sin  q> 
^^        (1  — &«  «m«  9)  -'  —  4  Ä:8  (1  —  *«  st»»  (f)  cos^'  (p  sin*  g> 
Wie  man  auf  diesem  Wege  weiter  gehen  kann  erhellt  von  selbst 
Um  aber  complicirte  Ausdrucke  zu  vermeiden,  wollen  wir  noch  eiae 
Abkürzung  des  Verfahrens  erwähnen.     Wenn  die  drei  Amplituden 
q>n-i,  <Ph>  9«  +  i  deJi  Gleichungen 

F(fc,<p,^i)  =  (n-.1)F(Ä,(]P). 
F(k,q>n)  =  nr(k,q)), 
F(k,(pn^O  =  (n^l)F(k,(p) 
genügen  sollen,  so  ist  gleichzeitig 

F(k,  <r«  + 1)  =  F(Ä.  qP»)  +  Fik,  9), 
F{k,q)n-i)  =  F(k,(p„)  —  F(k,q>), 
und  durch  Anwendung  des  Additions*,  sowie  des  Subtractionstheo- 
remes  findet  man  hieraus 

2^(q))coswsinq)^ 

.  2C0StpCO8Wn 

^  ^  1 — Ä*sm*9?Siw-g?a 

Der  Quotient  beider  Gleichungen  ist 

ian\{(pn^-i  +  q>n-\)  =  ^{(p)iantpn, 

und  nach  dieser  Formel  lassen  sich,  wenn  man  von  9)0  =  0  umi 

ip^  :r=  (p  ausgeht,  der  Reihe  nach  fp2',  (ps,  9>i,  etc.  leicht  berechnen. 

Die  Division  der  elliptischen  Integrale  folgt  aus  deren  Mu!« 

tiplication,  sobald  man  der  Gleichung  F(k,  q>„^)  =  mF(k,  fp)  die  ms- 

gekehrte  Form  F(fc,  tp)  =  —F(k^  9«)  ertheilt  und  dabei  q>^  als  be- 

191  • 

kaunt,  (p  als  unbekannt  ansieht.  Bezeichnet  ^  den  gegebenen  Werb 
von  9>mt  60  entspricht  z.B.  der  Gleichung 

die  Bedingung 

1  — 2sm3qp  +  Ä2stn*g>        1  — 2x3  +  it*x« 

worin  zur  Abkürzung  die  Unbekannte  sin  ^  =  a?  gesetzt  worden  ist 
Wie  man  sieht,  erfordert  die  Bestimmung  von  (p  immer  die  Auflö- 
sung einer  algebraischen  Gleichung  höheren  Grades. 

Das  Multiplicationstheorem  lehrt  auch  die  Bedingung  kennen, 
unter  welcher  die  allgemeinere  Gleichung 

pF(k,q>)  =  qF(k,^) 
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besteht,  worin  p  nnd  q  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Denkt 
man  sieh  nämlich  ein  drittes  elliptisches  Integral  F(k,  co)  als  ger 
meinschaftlichen  Werth  beider  Seiten  der  obigen  Gleichung,  so  folgt 
aus  pF(k,q))  =  F(h,G})  eine  Bedingungsgleichung  zwischen  <p 
und  CT,  andererseits  giebt  gF(k,  il/)  =  FQCy  <a)  eine  Bedingungsglei- 
chung zwischen  tl>  und  co;  endlich  führt  die  Elimination  von  o  aus 
den  erwähnten  beiden  Gleichungen  zu  der  gesuchten  Belation  zwi* 
sehen  q>  und  ^. 

Das  Gesammtresultat  dieser  Untersuchung  besteht  in  folgendem 
Satze:  wenn  r,  s,  ^,  etc.  beliebige  positive  oder  negative  rationale 
Zahlen,  9,  if?^  j^  etc.  gegebene  Amplituden  bezeichnen,  so  lässt  sich 
das  aus  einer  endlichen  Gliederzahl  bestehende  Aggregat 

rF(hip)  +  sFQc.t)  +  tF(k,x)  +  "' 
in  ein  einziges  elliptisches  Integral  zusammenziehen,  dessen  Modulus 
wiederum  k  ist,  und  dessen  Amplitude  durch  algebraische  Operatio- 
nen aus  9,  ^,  Xi  etc.  abgeleitet  werden  kann*). 

VL    Die  Addltlonstlieoreme  für  Integrale  zweiter 

und  dritter  Art. 

Bei  den  folgenden  Erörterungen  setzen  wir  immer  voraus,  dass 
zwischen  den  drei  Amplituden  <p,  tj^y  6  die  Gleichung 
76)  C08Ö  =  cos(pcosilf  —  sinfpsintif  ^{6) 

bestehe,  worin  6  als  eine  gegebene  Grösse,  d.h.  als  eine  willkühr- 
liche  Constante  betrachtet  werden  möge;  nach  dem  Früheren  gelten 
dann  die  Gleichungen 


*)  Die  Differentialgleichung  57),  worauf  die  ganze  obige  Untersuchung 
beruht,  wurde  zuerst  von  Euler  in  den  Institutiones  caiculi  integralis.  Vol.  I, 
Sectio  2,  Cap.  6  mittelst  eines  Verfahrens  integrirt,  welches  der  Hauptsache 
nach  mit  dem  in  Thl.  I,  §  109  benutzten  übereinstimmt.  Eine  andere  Methode 
zeigte  Lagrange  in  der  Theorie  des  fonctions,  §.79.  Das  hier  angewendete 
■ehr  elegante  Verfahren  wurde  von  Liouville  aus  den  Papieren  von  Sturm 
mitgetheilt  in  den  Comptes  rendus  de  TAcademie,  1856 ,  Nro.  21.  Hinsicht- 
lich geometrischer  Constructionen  des  Additionstheoremes  verweisen  wir  auf 
§  81  und  82  der  Theorie  des  fonctions  von  Lagrange  und  auf  eine  Abhand- 
lung von  Jacob i  in  Crelle's  Journal,  Bd.  3,  S.  376,  deren  Ghindgedanke  von 
Richelot  in  Crelle's  Journ.,  Bd.  38 ,  8.  353  weiter  ausgeführt  worden  ist. 
Eine  vollständige  Darstellung  der  beiden  letzten  Arbeiten  giebt  Duröge  im 
11.  Abscbn.  seiner  Theorie  der  elliptischeB  Functionen. 
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and  es  entsteht  nnn  die  Frage,  ob  unter  diesen  Umst&ndea  die  Snin- 
men  E(k^ip)  -f  E(k^i;)  und  77o(ik,9)  +  üoQiyii)  eine  der  Torigen 
Ähnliche  Zusammenziehnng  gestatten. 
a.     Setzen  wir  snr  Abkürzung 

8=Eik,<p)  +  Eik.iO. 
80  folgt  durch  Di£ferentiation 

und   zu  dieser  Gleichung  addiren   wir  die  aus  Nro.  76)  fliessenJe 
Gleichung 

0  =  -^(^)  dq>  +  ^(tp)  dt, 
wodurch  entsteht 

dS  =  [^(9)  +  ^(*)]  idip  +  dt> 
Zufolge  der  ersten  Formel  in  Nro.  74)  ist  dies  soviel  wie 

oder,  wenn  für  den  Augenblidc  9  -l*  ^  =  X  gesetzt  wird, 

8tno 
Hieraus  folgt  durch  Integration 

8tnö      ^  ^  stnö 

Die  Integrationsconstante  C  bestimmt  sich  durch  die  Speciali- 
sirung  9  =  0;  in  diesem  Falle  wird  fjf  =  6^  E{k,q>)  =  0,  E{k^w) 
=  E(k,ö)  und  S  =  E(k,ö),  mithin 

E(k,a)  =  ^W  +  \(j_cügtf) 
^  stnö 

und  durch  Subtraction  dieser  Gleichung  von  der  yorigen 
S  -  Eik,  0)  =  -^^^  icoso-  eos(q>  +  i>)] 
oder 

8  =  E(k,  0)  H .  }  ^  (castJ  —  costp  ccsif  +  stiicp  fm<^). 

sin6 

Berücksichtigt  man  noch,  dass  wegen  Nro.  75)  costf  — eoi 9  cot  # 
=s  •—  Sin9stn^^(a)  ist,  so  erhält  man 

S  =  £(Ä.  ö)  +  Lz^Ä^ng)  «»♦ 

oder  endlich  vermöge  der  Werthe  von  S  und  d{C) 

77)  E(}:,fp)  +  E{k,i>)  =  E(k,6)^k'^9mv9mtmn^ 
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ist  das  Additionstheorem  für  die  Integrale  zweiter  Art« 
Hau  kann  hieraus  gans  ähnliche  Gonsequensen  siehen  wie  aus  dem 
froheren  Additionstheoreme,  jedoch  sind  dieselhen  nicht  so  wichtig, 
daas  sie  voUst&ndig  entwickelt  werden  müssten;  das  Bemerkenswer- 
there  davon  wird  überdies  im  n&chsten  Abschnitte  vorkommen. 

b.  Um  auch  für  die  elliptischen  Integrale  dritter  Art,  welche  mit 

f 

77o(A.*.9,)  =y  ^^  ^  Ästn%)^(9>) 

bezeichnet  werden  mögen,    das  entsprechende  Additionstheorem  m 
finden,  setzen  wir 

S;,  =  i7o(Ä,*,9)  +  J7,(A,»,*) 

nnd  erhalten  snnächst 


(1  +  Äsfn«9)^(9)       (1  +  Äsm«*)^(V') 
woför  wegen 

dif    dq> 

geschrieben  werden  kann 

,-  h{sin'^if  —  gtit*y)  dtp 

^  n   J^h  ai'nim^n  J-  halt 


Andererseits  ist,  wenn  wie  früher  6  als  Constante  angesehen  wird, 

^((p)dq>  '{'j^{if)dflf  =  k^ »in6 d(sin(p sint) 
und  unter  Benutzung  der  vorletzten  Relation 

Für  dS^  ergiebt  sich  hiemach 

Ä«n  6  d(8in  9  sin  41)    


dSo  = 


1  +  h(sin^q)  +  sm'V')  +  Ä'stVgJStn»^ 
oder,  wenn  zur  Abkürzung 

stii*g>4-stn'^  =  p,    stn<PÄiiiV'  =  (Z 
gesetzt  wird, 

^~  1+Äp  +  AV' 
Um  noch  |)  durch  g  auszudrücken  benutzen  wir  die  Gleichung 

CO86  =  cos^oos^  — Mn95tn^z/(0) 
und  siehen  daraus 

leo$6  +  g,  z/(0)p = «»«v  «»»♦  =  (1  —  sin»  9)  (1  —  stnV) 
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mithin 

p  =s  1  +.  5«  —  [cosö  4-  q  ^(<J)]« 

Diesen  Werth  substituiren  wir  in  die  Formel  für  dSo  und  fölr 
ren  dabei  folgende  Abkürzungen  ein 

^  =  1  +  hsin^'ö,  B  =  hd{o)cos6,  C  =  Ä(Ä  +  Jfc»sm«ö), 

M  =  hsinO\ 

CS  wird  dann 

mithin  durch  Integration 


Si) 


r  Mdq  \    ^     , 

=    /  ~i c^  X. — .    ..  ^  +  ConsL 


Die  Constante  bestimmt  sich  durch  die  Specialisirung  f)  =  0, 
welche  giebt  V'  =  <J,  ff.  =  0,  So  =  «^o(Ä,A;,<J)  und 

(f-0> 

Es  ist  demnach 

0 

oder  zufolge  der  Werthe  von  So  und  ff 


^3  +  Cff> 


78)  77^(Ä,Ä:,9))  +  i7o(Ä,A?,^)  =  i7o(/*,ÄJ,tf)+y- 


ilfjff 


0 

Hierin  besteht  das  Additionstheorem  für  die  Integrale  dritter 
Art.  Es  ist  dabei  die  auf  ff  bezügliche  Integration  nicht  ansgcfunit 
worden ,  weil  sie  verschiedene  Werthe  liefert  jenachdem  AC  —  B'' 
positiv,  Null  oder  negativ  ist.  Zufolge  der  Bedeutungen  von  A^  B.  C 
müssen  hiemach  die  Fälle  unterschieden  werden,  ob  h(l  4~  h)  {h-i^ij 
>0,  =  0  oder  <;0  ist,  was  weiter  keine  Schwierigkeiten  luit. 

c.  Wir  wollen  bei  dieser  Gelegenheit  noch  den  eigenthümlichen 
Zusammenhang  zwischen  den  Integralen  zweiter  und  dritter  Art  eot- 
wickeln.  Bezeichnet  (p  eine  veränderliche,  ff  eine  eonstante  AmpÜ* 
tude,  und  werden  die  variabelen  Amplituden  Ö  und  r  mittelBt  der 
Formeln 

.  ^       sing)C08a^.(a}-\',siHac(}8(p^iq>) 

1 — k^sin^tpsirra 
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8inq>co8a  ^(a)  —  Hnacosip  ^(y) 

1  —  *»  «Vi*  9  stp^a 

bestimmt,  so  gelten  zufolge  der  beiden  ersten  Additionstheoreme  die 

vier  Oleichiuigen: 

F(V>)  +  Fia)  =  F(iO  .  F(9>)  -  F(a)  =  F(r). 
E(q>)  +  E(a)  —  E(ö)  =  +  k^sintpsinasinö, 
■^(9)  —  Fl(a)  —  ^(r)  =  —  k^Hnipainasint. 

Die  Differene  der  beiden  letzten  Gleichungen  ist 

2E(d)  —  E(6)  +  E(t)  =  h^8inipsina(sm6  +  «nr) 

oder  vermöge  der  Werthe  von  am<l  und  6int 

^  1  —  h^8tn*astn*q> 

Biese  Gleichung  multipliciren  wir  mit  dem  Factor 

dg> dö dt 

and  integriren  zwischen  den  Grenzen  0  und  9>y  welchen  die  Gren- 
zen 0  und  (f,  0  und  t  entsprechen;  nach  beiderseitiger  Division  mit 
2  erhalten  wir 

9 

/*k*8fnacoea  ^(a)  *  gtn*y  dy 
(1  —  Ä;Sam'«Mn>9>)^(9) 

oder«  weil  in  bestimmten  Integralen  nichts  auf  die  Bezeichnung  der 
Integrationsvariabelen  ankommt, 


=y 


9 

'k^  sina  cosa  d{a) .  stn'9  dtp 


(1  —  k^  «»«  a  sin^  9)  ^^(9) 
0 

Das  Integral  rechter  Hand  ist  leicht  durch  i70(A,t,9)  auszu- 
drücken nämlich 

(1  — *»Sf««a«>i»9)-^(9)~  Ä^stn^a  ''^  **      • 

and  nunmehr  zeigt  die  Gleichung  79),   dass  das  Integral  dritter 
Gattung  auf  die  Integrale 

Sohlflmilota,  AsAlytiB  H.  22 


J 

o 
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^(fc,a),JP(*,9)  und    /  ^^^  JJ^9 

0 

zurückgeführt  werden  kann,  welche  immer  nur  Functionen  zweier 
Yariabelen  sind.  Nach  der  jetzigen  Anschauungsweise  betrachtet 
man  nicht  mehr  i7o(^,Ä;,  9>)  sondern 

TT/1,  i.     \        7«   •  >#/  \  /  8in^q>dip 

^  •   '^^  ^  V  (1 — k*sm^asin^q>)^f(fp) 

als  Normalform  der  elliptischen  Integrale  dritter  Art,  wobei  h  = 

—  h^  Sf'n'  «,  und  a  der  sogenannte  Winkel  des  Parameters  ist.  Dieser 
Winkel  erhält  zwar  nur  in  dem  Falle  einen  reellen  Werth,  wo  h 
negativ  und,  seinem  absoluten  Werthe  nach,  kleiner  als  k^  ist,  in- 
dessen hindert  selbst  das  Vorkommen  imaginärer  a  den  Gebrauck 
der  Formel  79)  nicht,  weil  später  gezeigt  werden  wird,  wie  eUiptisd» 
Integrale  mit  imaginären  Amplituden  zu  behandeln  sind. 

Vertauscht  man  in  Nro.  79)  die  Grossen  a  und  fp  gegeneinander« 
so  bleibt  ö  ungeändert,  dagegen  geht  t  in  —  t  über,  und  ee  wird 
daher 

/k^8in(p  eosq>  ^(<p)  •  sin^a  da 
(1  — ik«  sin^ipsin^a)  -J(a) 

Ferner  ist,  wenn  man  in  dem  von  0  bis  —  t  gehenden  Integnk 

—  9  an  die  Stelle  von  9  treten  lässt 

mithin  ergiebt  sich  als  Differenz  von  Nro.  79)  und  der  vorhergehen- 
den Gleichung 

n 

7k^sin(p  co$q>  ^(jf) .  sin- a  da 
(I  —  k^  8in^  q>  sin^a)  ^(a) 

Ein  elliptisches  Integral  dritter  Gattung  lässt  sich  demnach  aof 
ein  anderes  zurückführen,  worin  die  ursprüngliche  Amplitude  als 
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Parameterwinkel  und   der  frühere  Parameterwinkel  als  Amplitude 
vorkommt. 

Im  speciellen  Falle  (p  =:\x  wird 


J" 


das  vollständige  elliptische  Integral  dritter  Art  kann  daher  auf  un- 
vollständige Integrale  erster  and  sweiter  Gattung  reducirt  werden*). 


VCL    Die  Beoüfloation  der  Lenmiscate,  Ellipse 

und  Hyperbel. 

a.  Bezeichnet  wie  gewöhnlich  a  die  Halbachse  OA  einer  Lemnis- 
cate,  r  den  Radiusvector  OP  eines  Lemniscatenpunktes  f ,  endlich 
e  den  Winkel  ÄOP,  so  ist  bekanntlich 

^ ---.^  die  Länge  8  des  Bogens  ÄJP  ergiebt 

X^T  sich  hieraus 


s  =  aj. 


dB 


^    y 00826 


Oii^:: lA  ^  Vi  — 2stn«ö 

and  apecieller  für  die  Länge  9  des  Lemniscatenquadrantea 


r     dB 

/  Vi  — 2«tn«ö 


Statt  des  Winkels  0  wollen  wir  einen  anderen  Winkel  einfah- 
ren«  welcher  bei  der  Constmction  der  Gurve  vorkommt.  Beschreibt 
man  nämlich  mit  OA  als  Halbmesser  aus  0  einen  Ereis,  zieht  in 
diesem  den  Radius  OM  willkührlich  unter  dem  Winkel  AOM  =  B^ 
nimmt  man  femer  MN  =  MA  und  fällt  von  N  auf  OA  eine  Senk- 


*)  Jaoobi,  FnndsiDenta  &o?a  theoriae  fimctionam  eUipÜeamiii  i  pag.  139^ 
§.  49  und  §.  6a 

22* 
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rechte,  so  schneidet  letztere  den  über  OÄ  als  Durchmesser  oonstniirten 

Halbkreis  in  einem  Punkte  Q,  für  welchen  OQ  =  aVco8  20  ist;  der  zum 
Winkel  0  gehörende  Curvenpunkt  P  ergiebt  sich  also  dadurch,  daas 
man  auf  OM  die  Strecke  OP  =  OQ  abträgt  Gleichzeitig  ist  far 
den  Winkel  AOQ  =  g>,  welcher  die  Amplitude  heissen  möge. 


stnq) 
und  umgekehrt 


ÄO 


sinO  =  rj^«t»9. 


Durch  Substitution  dieses  Werthes  gehen  die  Formefai  Br$ 
and  g  in  die  folgenden  über 


8 


a_    r d(p 

~  V2  J  Vi— |st»3<p 


~V^J 


dq> 


oder 


•  =  :^^(n.9). 


Vi  J  Vi  — isMi'g» 


Hieraus  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  alle  in  Abschnitt  Y  f&r  die 
Fig.  46. 


J^ 


elliptischen  Integrale  erster  Art 
^  senen  Sätze  ohne  Weiteres  auf  Lemni»- 
catenbögen  übertragen  werden  könnes. 
Sind  z.  B.  zwei  Bögen  APx  und  AF% 
durch  ihre  Amplituden  bestimint,  so 
lässt  sich  mittelst  des  Additionztheo- 

■ 

remes  die  Amplitude  d«genigen  drittes 
Bogens  AP^  finden,  welcher  glei^  der 
Summe  der  beiden  gegebenen  Boges 
ist;  ebenso  leicht  kann  ein  gegebener 
Bogen  Ä  P  vervielfacht  oder  in  gleidie 
^    Theile  zerlegt  werden.    Als  beoMsIceits» 

werthen  speciellen  Fall  eifWähnen  wir  noch  die  Halbirang  dflü  Qtt^ 

dranten.     Soll  nämlich  s  =  gg  oder 

2F(V1,  9)  =  F(V1.1«) 

werden,  so  giebt  die  Formel  73)  für  ^  =  9  und  t  =  V| 

tanfp  =  y2. 

Um  hiemach  den  Mittelpunkt  des  Lemniscatenqnadrantqp  m 
oonstruireni  errichtet  man  im  Punkte  A  senkrecht  auf  AO  die  G^ 
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rade  ilC  =  yAOTäB  nnd  neht  die  Hypotenuse  0(7,  welche  den 
über  OÄ  beschriebenen  Halbkreis  in  D  schneidet;  es  ist  dann  L  ÄOD 
die  Amplitude  des  gesuchten  Punktesi  Der  letztere  ergiebt  sieb  da- 
durcb,  dass  man  DE  \\  OB  legt,  den  Kreisbogen  OE  in  F  balbirt 
und  auf  dem  Radius  OF  die  Strecke  0&  ==  OD  abträgt. 

b.  Statt  der  gewöhnlicben,  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezoge- 
nen Gleichung  einer  aus  den  Halbachsen 
^^'      •  a  und  h  construirten  Ellipse  benutzen 

b;. wir  die  beiden  Gleichungen 

^*^^  x  =  asinq>^    y  =  öcos^, 

/   :  welche   einer  bekannten   Ck>nstruction 

— •wrr:*-«l^p  mittelst  des  um-  und  eingeschriebenen 

/  ""-.^  y^V^,^^     \         Kreises  entsprechen.     Die  sogenannte 

)\         >w    \q'    Amplitude  "(p   des    Ellipsenpunktes   P 

I   \  .-'-'  V»      ist  dann  der  Winkel  Sf  OP,  wenn  P' 

/     ,„"i""'    \       ^-^'^^     denjenigen  Punkt   des   umschriebenen 

:'S^^     ^ J^^^ *^   Kreises  bedeutet,  welcher  die  nämliche 

!^^^^  Abscisse  wie  P  besitzt.     Für  den  vom 

^v^  Endpunkte  der  kleinen  Halbachse  an  ge- 

rechneten Ellipsenbogen  BP  =  s  folgt 
nach  den  obigen  Gleichungen 


ß 


8=1  va^cos^q>  •^h'^sin*g>.d(p 

0 

oder,  wenn  die  numerische  Excentricität 

a 
gesetzt  wird, 

8  =  a  /  Vi  —  Äf* 8in^q> .  dip  =  aE(k,  q>). 

Q 

Für  den  EUipsenquadranten  q  ist  specieller 

q  =  aE(k,\n). 

Mittelst  des  Additionstheoremes  für  die  Integrale  zweiter  Art 
läset  sich  nun  zu  zwei  gegebenen  Ellipsenbogen  BPi  und  BP^  leicht 
ein  dritter  Bogen  BPs  von  der  Beschaffenheit  finden,  dass  arc  BPi 
-f-  are  BP^  —  arc  BPz  ein  algebraischer  Ausdruck  ist    Besonders 
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elegant  gestaltet  sieb  dieses  Ergebniss  für  den  Fall,  wo  die  dritt« 
Amplitude  6  =  ^n  genommen  wird,  wo  also  die  Gleicbong 

1  a 


81) 


iang>tanilf  = 


Vi  —  Ä»  ' 
stattfindet;  das  Additionstbeorem  in  Nro.  77)  lautet  dann 

Eihv)  —  [-£^(^,5^)  —  ^(jk.^y]  =  k'^Sinq)  Sintis, 
oder,  wenn  mit  a  multiplicirt  nnd  L  -^OQ'  =  ^  genommen  wird. 


82) 


a^  —  5» 
arcBP  —  are  ÄQ  = 5/119  stn^. 


Zu  jedem  vom  Endpunkte  der  kleinen  Halbacbse  an  gerecbne> 
ten  EUipsenbogen  lässt  sieb  also  ein  zweiter,  Yom  Endpunkte  der 


Fig.  48- 


b;-. 


grossen  Halbacbse  an  gerechneter  Bo- 
gen der  Art  finden,  dass  die  Diffe- 
renz beider  Bögen  ein  algebraischer 
Ausdruck  ist.  Um  diese  Verhältnisse 
geometrisch  darzustellen  nimmt  man. 
entsprechend  Nro.  81),  die  Amplitude 
ff  0  Q'  gleich  dem  Winkel  zwiacbes 
OÄ  und  der  zum  Punkte  Pgebörec- 
den  EUipsennormale  MP;  die  Norma- 
len der  Punkte  P  und  Q  haben  dann 
gleiche  Entfernungen  0 If  =  OS 
Tom  Mittelpunkte  0,  und  die  Glei- 
chung 82)  wird 


arcBP  —  arcÄQ  =  OM. 
Setzt  man  noch  specieller  ^  ^=:  q>  mitbin 


tan 


so  erreicht  OM  sein  Maximum  a  —  6, 
und  die  Amplitude  <p  bestimmt  dann 
einen  Punkt  C,  filr  welchen 

arcBC-T-orcÄC  =  a  —  h 

ist.  Der  nämliche  Punkt  wurde  bereits 
auf  Seite  150  des  ersten  Theiles  be- 
sprochen (P  in  Fig.  41). 

Als  zweite  Anwendung  des  Addi* 
tionstheoremes  diene  die  Aufgabe,  ei* 
uon  Ellipsenbogen  P  Q  zu  bestimmen. 
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welcher  der  H&lfte  des  Quadranten  gleichkommt.  Nennen  wir  C  den 
vorhin  ermittelten  Ellipeeapunkt,  für  welchen 

arcBC—arcAC  =i  a — 5 

arcBC  =  l(areÄCB -{-a-'h) 
ist,  80  gelten  für  dessen  Amplitude  ^OC^  =  T'  die  Formeln 

"'ny=yi.  ««y=^.   '»•>'=^.  ^(y)=Vl 

Femer  mag  (p  die  Amplitude  von  P,  ehenso  i^  die  Amplitude 
von  Q  bedeuten;  wir  wählen  diese  Winkel  so,  dass  die  Gleichung 

F(k,if)  —  Fik,tp)  =  F(k,Y) 
stattfindet,  wozu  die  Bedingung 

83)  cosfpcosip  +  sing)  sinip  ^(y)  =  cosy 

gehört.     Für  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Art  gilt  dann  die 

Relation 

-E?(Ä,  ii)  —  EQc,  9)  =  E(k,  y)  —  k^sinq>sini}  siny 

d.  i  nach  Multiplication  mit  a 

a«  — 5« 
arcBQ—  arc  BP  =  arcBC simp  sini^  siny 

oder  wegen  des  vorhin  angegebenen  Werthes  von  arc  B  0 


arc 


PQ  =  \arcACB  +  {a—l)h—^^^8in(p8inil}sinyY 


Soll   der   Bogen  P  Q  die  Hälfte   des  Quadranten   ausmachen, 

BO  mUBS 

84)  sintpsmrt)  stny  =  \ 

sein,  und  nun  führen  die  Gleichungen  83)  und  84)  zur  Bestimmung 
der  Amplituden  q>  und  ^.  Die  letztere  Gleichung  giebt  zufolge  des 
Werthes  von  stny 

sin^sin^  =  |stny; 

nach  Substitution  hiervon  erhält  man  aus  Nro.  83) 

cosq>co$i^  =  Icosy 
mithin 

cos(tlf  —  9)  =  cos  j3r  cos(y  —  J«), 

cosit  +  9)  =  cos  Jjr  cos(y  +  J«). 
c.    Von  einer  Hyperbel  sei  0^  =  a  die  Haupt-,  ÄBz^h  die  Ne- 
benhalbachse,  OB  =  Va*  +  h^  die  lineare  Excentricität  und  CD 
eine  Gerade,  welche  in  der  Entfernung 


0(7  = 


Va«  +  6« 
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parallel  za  AB  gelegt  ist;  bezeichnet  femer  f  die  Frojection  tob 
P  auf  CD,  endlich  ip  den  Winkel  Ä  OP^  so  hat  man  fOr  die  Oidi. 

nate  des  Punktes  P 

Fig.  50.  ^*  ^^'»y 

und  für  die  Abscisse  findet  ncfa  mit- 
telfit  der  Gleichung  der  Gorre 

cos^  y  a*  +  ^ 

Setzt  man  noch  zur  Abkürzung 

60  wird  der  Hyperbelbogen  AP  ^^  s  durch  die  Formel 

afp 


s 


9 
—  -  /'- 


^    cos^q>  Vi  —  Ä*  sin^fp 
ausgedrückt,  woför  zu  schreiben  ist 

85)  «  =r  —  F(&,  g?)  —  c  Jg?(»,  9)  +  c  zf  (9))  ean  9. 

(> 

Ein  hyperbolischer  Bogen  lässt  sich  also  mittelst  der  elliptizdieB  * 
Integrale  erster  und  zweiter  Art  rectificiren.     Es  verdient  hierbei 
bemerkt  zu  werden,  dass  das  Product  c^(q>)  Umtp  die  Entfemang 
des  Coordinatenanfanges  von  der  zum  Hyperbelpunkte  P  gehörenden 
Normale  MP  darstellt;  für  OM  =  p  ist  daher 

1>  — «  =  eE(k,q>) F(k,(p) 

c 

oder,  wenn  Alles  durch  a  und  k  ausgedrückt  wird, 

E(k.(p)-il-k*)F(k.q>) 
p-8=^a j- 

Dem  unendlich  entfernten  Hyperbelpunkte  entspricht  der  Wcfth 
9>  =  JflKi  und  OM  fUlt  dann  mit  der  Asymptote  sosammeo;  ah 
Differenz  zwischen  dem  ins  Unendliche  fortgesetzten  Hyperbelxweige 
AP  und  der  zugehörigen  Asymptote  ergiebt  sich  jetzt  die  endhchs 
Grösse 

d.  i.  vermöge  der  Werthe  von  E  und  K 
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welches  Resultat  übereinstimmt  mit  Formel  11)  auf  Seite  385  des 
ersten  Theiles. 

Sind  9>,  ^,  tf  die  AmpHtuden  dreier  Hyperbelbögen  ÄP^  AQ^ 
AB,  so  folgt  nach  Nro.  85) 

arcAP  +  arcA Q  --  areAE  =  ^l F(fp)  +  F(«)  —  F(6) | 


—  ci^E((p)  +  E{tl>) -- E(&)^ 


im  Fall  %  ^,  6  der  Gleichung 

cosöcos^f  +  sinostnilf^itp)  =  cosq> 

genügen,  wird  einfacher 

arcAP  —  arcQB 

Zu  jedem,  vom  Scheitel  an  gerechneten  Hyperbelbogen  lässt  sich 
demnach  ein  zweiter  Bogen  construiren,  der  von  dem  ersten  um  eine 
algebraische  Grösse  differirt.  Denkt  man  sich  9)  als  gegeben«  ^ 
und  ö  dagegen  mittelst  der  Gleichungen 

eosöcost  4"  9in6sinilf  ^iq>)  =  eo8q> 
^(tp)tanip  -}-  ^{if)tanif  —  ^{6)tan6  =  h^^intpsinifrinC 
bestimmt,  so  ergiebt  sich  specieller  arcQR  =  arcAP.    Ueberhaupt 
können  aus  der  Relation  zwischen  drei  Hyperbelbögen  ähnliche  Con- 
sequenzen  gezogen  werden  wie  aus  der  Relation  zwischen  drei  Ellip- 
senbögen,  nur  sind  die  Resultate  weniger  einfach. 

Schliesslich  möge  noch  die  Yergleichung  eines  Hyperbelbogens 
mit  zwei  Ellipsenbögen  Platz  finden.  Wenn  ^1  und  91  mittelst  der 
Formeln 

^     2  Vfc       .  ,„       ,     ^ . 

h  =  Y+ü'      «»»(2g>i  — 9»)  =  Ä«»^ 

bestimmt  werden ,  so  ist  zufolge  der  Landen'schen  Transformation 
(Formel  25) 

(1  -  *«)  F(Ä,9>)  =  2{E(k,ip)^  (l  +  h)  E(h.90  +  Ä«»9> ). 
nnd  andererseits  nach  Nro.  85) 

_     (1  —  k^)F(k,(p)  —  E(k,q>)  +  ^{<p)ian(p 

aus  beiden  Gleichungen  folgt  durch  Elimination  Yon  F(Jc,  q>) 

86)  8— ^^E(h,(p)— 2(1  + h)Eiki,(pi)  +  ^((p)tanq>  +  2ksinqfh 

Der  Hyperbelbogen  8  lässt  sich  also  durch  die  Bögen  zweier  Ellipsen 
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ansdracken,  deren  erste  die  Halbachsen 

t  =  ya*  +  6«  und  6 
und  deren  zweite  die  Halbachsen 

besitzt;  die  Amplituden  der  Ellipsenbögen  sind  tp  und  9i*). 

VUL    Die  Complanation  der  oentrisolieii  Flädien 

zweiten  Orades. 

Die  Gleichungen  der  drei  aus  den  Halbachsen  a,  h^  c^  oonstroir- 
ten  centrischen  Flächen  zweiten  Grades  mögen  sein 

x^        y^        B^ 

_£l_  li  j.  iL  — 1 

wofür  in  solchen  Fällen ,  bei  denen  es  keiner  Unterscheidung  der 
einzelnen  Flächen  bedarf,  kürzer 

Ax^  +  By^  +  C#*  =  1 
geschrieben  werden  solL     Hieraus  folgt 


-Y- 


--Ax^-^By^ 


C 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  allgemeine  CSomplanatioi 

«=//V'+(iy+(i?)'-^-' 

substitoirt,  so  entsteht 

8  =  ffy2EIME^^^El,.a,. 


Cil  —  Az^  —  By^ 


*)  Die  Vergleiohang  der  Lemniseaten*,  Ellipsen-  nnd  Hjperbelbog«o  itf 
eine  Schöpfung  von  Fagnano  Conto  de  Fagnani;  s.  MeCodo  per  nüsnrarf 
la  lemniscata  in  dem  Giornale  de  letterati  d'Ita]ia|  Venezia  I7I89  ferner  det- 
selben  Verfassers  Produzione  mathematiche,  T.  II,  p.  317  nnd  336  sowie  Nc^ 
acta  eruditorum  a.  1766.  Vielfache  Untersnchnngen  dieser  Art  Uefertea  Eul^ 
in  denComment.  novi  Petropolit.  T.VI,  T.VII  (pag.  3  nnd  p.  12S),  T.  XII  mad 
Legendre  im  Trait^  des  fonct  ellipt.  Die  Formel  86)  fand  Joha 
Fhilosophical  Transactions  1775. 
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Da8  hier  vorkommende  Radical  bedentet  geometrisch  die  Se- 
canfe  des  Winkels  zwischen  der  Berührongsebene  im  Punkte  xy£  und 


Fig.  51. 


der  Horizontalebene  xy  oder  auch 
die  Cosecante  des  Winkels  PNPj 
welchen  die  Normale  im  Punkte 
xyz  mit  der  xy-£bene  einschliesst; 
dieser  Neigungswinkel  möge  C9 
heissen  und  künftig  als  neue  Varia- 
bele  gelten.  Es  bezeichne  ferner  Q 
den  Winkel  PNX\x  welchen  die 
Horizontalprojection  der  Normale 
mit  der  a;-Achse  bildet;  wir  betrach- 
ten denselben  gleichfalls  als  neue  Yariabele.  Zufolge  4ßr  Bedeu- 
tungen Ton  ca  und  0  finden  zwischen  diesen  Winkeln  und  den  Coor- 
dinaten  x,y  folgende  Beziehungen  statt 


tinl^to  = 


0(1— ^a?8  — jBy^) 


tanB  = 


_By 


C  — J[(C— -4)«»— J5(C— .B)i^*'  Ax 

aus  denen  x  und  y  leicht  als  Functionen  von  (D  und  0  darzustellen 
sind.     Wird  nämlich  zur  Abkürzung 

~  ab' BCco8'^(ocos^e+CAco8^(Q8in'^d'\'ABsin'^Gi 
gesetzt,  so  ergiebt  sich 

X  ==  BBeosB,        y  =  ABsinO. 
Die  bisherige  Complanationsformel 

S=   f  fJ—dxdy 

geht  nun  durch  Einführung  von  o  und  0  statt  X  und  y  in  die  fol- 
gende über 

worin  für  x  und  y  die  vorhin  angegebenen  Werthe  zu  substituiren 
sind.  Zufolge  der  Bemerkung,  dass  B  von  (o  und  0  abhängt,  er- 
hält man  zunächst 

dx     dy         dy     dx 

Ja^dW  ~'dä"dW 
^AB^cosO(^sine  +  Bcose\—AB^sine(^co8d-Bsine\ 

^ab.b^^^Iab'^^ 

^_ ABC8in(oco8& 

~       (B  Ccos^a  casW  +  CA  cos^a  sin^O  +  AB8in*my  * 
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und  damit  gelangt  man  zu  der  rationalen  Formel*) 

costodmdß 


87)  S=-ABcff- 


{BCcos^G)co8'W+  CÄcas^asin^O+ABsin^aY 
Wie  bei  allen  derartigen  Aufgaben  hängen  die  Integrationi- 
grenzen  von  der  Begrenzung  ab,  welche  man  dem  zu  quadrirenda 
Flächenstücke  geben  will.  Meistentheils  wird  die  begrenzende  Cnrre 
durch  die  Gleichung  ihrer  Horizontalprojection,  etwa  /(x,  |f)  =  0  be- 
stimmt; nach  Substitution  der  Werthe  von  x,y,B  wird  hieraus  ein« 
Gleichung  zwischen  cd  und  0,  welche  zeigt,  wie  an  der  Grenze  0  toi 
o  oder  o  von  0  abhängt.  Es  bedarf  nur  eines  Blickes  auf  die  be- 
tre£fenden  Formeln  um  einzusehen,  dass  sich  die  Resultate  in  der 
Regel  sehr  complicirt  gestalten  werden,  und  deshalb  beschrinka 
wir  uns  vorläufig  auf  den  einÜEichsten  d.h.  auf  dei\jenigen  Fall,  vo 
das  obige  Doppelintegral  vier  constante  Grenzen  besitzt.  Hiem 
dient  folgende  Betrachtung. 

Geht  man  auf  der  Fläche  von  einem  Punkte  xyß  aus,  donsrn  Xcr^ 
male  unter  dem  Winkel  o  gegen  die  xy-'Ehene  geneigt  ist,  so  kaci 
man  noch  unendlich  viel  andere  Flächenpunkte  finden,  deren  Kor^ 
malen  den  nämlichen  Winkel  ci  mit  der  Horizontalebene  einschlicssra. 
Alle  derartigen  Punkte  bilden  in  stetiger  Folge  eine  auf  der  FUclf 
liegende  krumme  Linie,  welche  die  Curve  der  isoklinen  Norma- 
len für  den  Neigungswinkel  fi)  heissen  mag.  Die  Gleichung  ihrer 
Horizontalprojection  ergiebt  sich  aus  der  Formel 

«m  «  _  c—AiC  —  A)x*—B(C—B)»* 
wenn  man  a  als  Constante  betrachtet  und  demgemisa  schrabt 
88)  A(Aian*a+C)  ^,  ^  B(Btan*a  +  0    .^^ 

c  c 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  dieser  Gleichung  immer  eine  Elfipie 
entspricht.  Bei  dem  Ellipsoide  erhellt  dies  unmittelbar,  bei  drc 
Hyperboloiden  ist  durch  die  Natur  der  jedesmaligen  Fläche  o  aof 
ein  gewisses  Intervall  beschränkt,  und  in  Folge  dieses  umstand«* 
werden  die  Coefficienten  von  x^  und  y^  positiv.  Zu  dem  nämlidu-a 
Resultate  fährt  die  nicht  überflössige  Bemerkung,  dass  die  vorEe- 
gende  Gleichung  auch  entsteht,  wenn  jb  aus  den  Gleichnngeii 


*)  Die  Winkel  oi  ond  8  hat  Jacobi  eingefShrt  (CreUe's  JoumJ  Bd.  X 
8.  110)  jedoch  nur  am  die  Formel  für  die  Oberfläche  de«  gamen  Küipwitdfi 
einfacher  al«  Legendre  sn  be weifen.  Da«s  sich  aber  noch  andere  (ia  Tnu 
folgende)  merkwürdige  Sätse  an  die  Formel  S7)  knapfeni  aeheinea  Jacobi 
und  seine  Nachfolger  fibersehen  tn  haben. 
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Ax'^  +  5y»  +  Cir«  =  1, 
il»««  +  Ä«y«  —  (C(Joeßi)«jBr«  =  0 
elimiiiirt  wird.     Jede  Corve  isokliner  Normalen  lässt  sich  demnach 
als  Durchschnitt  der  gegebenen  Fläche  zweiten  Grades  mit  einem 
concentrischen  elliptischen  Kegel  ansehen,    nnd   daraus  folgt,  dass 

Fig.  52.  der  Durchschnitt,  wenn  er  über- 

haupt  existirt,  eine  elliptische  Ho- 

^^T  — ^  rizontalprojection    haben    moss. 

i     I  y  Aendert  man  in  Nro.  88)  den 

\     :0  /  Winkel  Gl  um  eine  beliebig  kleine 

tV"'-' in  X  Grösse,  so  erhftlt  man  auf  der 

/ 1\  '''  ^T^  Fl&cho  eine  zweite  Curve  isokli- 

/   I';  i  /    \    \  ner  Normalen:   diese  schneidet 

/     i  \:        .'''  \  die  erste  nicht,   weil  die  Hori- 

/     j  -J  ..••''  i  \  zontalprojectionen  beider  Curvea 

/   Ni-::'?^™JlIir.'-*.'-.'-"---'' "y  keinen  gemeinschaftlichen  Punkt 

S'-'''  -^^^""^  besitzen.    Eine  unendlich  kleine 

Aendening  von  m  führt  demnach 
ZQ  einem  unendlich  schmalen  Streifen  ^  welcher  sich  bandföripig  um 
die  Fläche  legt  Lässt  man  endlich  o  von  einem  gegebenen  Anfangs- 
werthe  0^  bis  zu  einem  gleichfalls  gegebenen  Endwerthe  lOi  stetig  fort* 
sdireiten,  so  entsteht  eine  Zone,  deren  Flächeninhalt  Z  mittelst  der 
Formel  87)  durch  Einführung  der  Grenzen  o  :=  (Doi  <■'  =  oyi  nnd 
0  =  0,  0  =  2«  gefunden. wird;  es  ist  daher 

ftfi    St 

^  J  J  (5Ccos«cico«2«+C^cos«(ö«n»ö+.4JBsin»ü>)«' 

Ol«    0      ^ 

Die  auf  0  bezügliche  Integration  hat  keine  Schwierigkeit,  wenn 
man  stn^io  durch  Stn'c9(ca8'd  +  $in'^0)  ersetzt  und  für  den  Augen- 
blick die  Abkürzungen 

m  =  B(Cco8^(o  +  Äsin^o),        n  =  Ä(Cco8^&  +  Bsin'^a) 
benutzt;  es  ergiebt  sich  zunächst 


=  ABC  I  cas&  da  1 , ,^  , 

J  J   (lllCOS»0  +  1 


(iiicos«0  +  fistn«ö)« 

und    nach    bekannten   Methoden    (z.  B.    mittelst   der  Substitution 
fand  =  0 

0)0 
0*1 

Zum  Zwecke  weiterer  Reduction  nehmen  wir  bei  dem  Eilipsoide 
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ö  1>  ft  >  c,  bei  den  Hyperboloiden  l>  >  a,  durch  welche  Voran»* 
Setzungen  die  AUgemeinheit  nicht  beeinträchtigt  wird.     Femer  sei 


90) 


.=V-4-  '=V^' 


die  Grossen  ff  und  ß  sind  dann  immer  reell  and  bedeuten  geome- 
trisch die  numerischen  Excentricitäten  der  beiden  Yerticalspuren  der 
Fläche;  gleichzeitig  ist  in  allen  Fällen  a  ^  /).  Für  m  und  n  ha- 
ben wir  jetzt 

m  =  B[C-'(C—Ä)8in^(o]  =  PC(1  — a'stVo), 

n  =  ^[C— (C  — J5)s«VcD]  =  u4C(l— /3«sm«ai) 
mithin  

cVab 


Z  = 

Ct>n 


eos&äa 


J  Vi  — «2sm»ci  "^  1  — /S«sin«a}J  Vri  —  a» «tV «) (1 — /J« stVo) ' 

Mittelst  der  Substitutionen 

91)  stno  =s=  ti,      smoio  =  %»      stna>i  =s  % 

vereinfacht  sich  diese  Formel  und  wird 

«0. 


d« 


^  V(l-a»««)(l -/»»««> 

Um  endlich  Z  durch  elliptische  Integrale  auszudrücken  setzen 


92) 


ß        1/C— 5        ^  stn<p 

=  —  =  1/  7j 7    und    u  =  — ^ 


es  ist  dann 


j/  ll  — «V  "^  1— /»»«»/  V(i_a»«»)(i— /»»««) 

^9> 


=  1/7  ^_  + J? )_^ 

aj  [co8*<p    '    1  — x*«n»9)i  Vi 


x'sin*^ 


Die  elliptischen  Integrale.  351 

Bentttaen  wir  noch  die  Abkürzung 

nnd  bestimmen,  entsprechend  Nro.  92),  die  Grenzen  Yon  q>  mittelst 
der  Gleichungen 

sintpQ  =  auQ  =  astnoo» 
sinq>i  =  aUi  =  asinoi, 

80  erhalten  wir  schliesslich 

Zufolge  des  Subtractionstheoremes  für  die  elliptischen  Integrale  er- 
ster nnd  zweiter  Art  ist  auch 

— x*((7  —  Ä)  sintsintpo  sin^i  |j 

worin  t  durch  die  Formel 

sin  yo  cos  q>i  ^(yO  —  sin  y i  cos  q>^  ^(yp) 

1  —  x*«tn*yüStn*yi 

bestimmt  wird.  Das  Besultat  der  biBherigen  Untersuchung  besteht 
nun  in  dem  Satze,  dass  sich  auf  jeder  centrischen  Fläche 
zweiten  Grades  unendlich  viel  Zonen  construiren  lassen, 
deren  Gomplanation  mittelst  elliptischer  Integrale  erster 
und  zweiter  Art  ausführbar  ist.  Jede  derartige  Zone  wird  von 
zwei  Curven  isokliner  Normalen  begrenzt;  die  Horizontalprojectionen 
der  letzteren  Curven  sind  Ellipsen,  für  welche  die  Gleichungen 
gelten 

f^C^ten^cDo  +  C)   .    ,    J(Jgfan»G>o  +  C)   ,  _ 

c  "*■  c  y  —  A» 


96} 


A(Ätan^c3i  +  C)   ,    ,    B(Btan^ai  +  C)   , 


C 


=  1 


An  diesen  allgemeinen  Satz  wollen  wir  noch  die  speciellen  Fol- 
gerungen knüpfen,  welche  sich  auf  die  einzelnen  centrischen  Fla- 
chen zweiten  Grades  beziehen. 

a.    Bei  dem  Ellipsoide  können  Oq  und  o>i  alle  möglichen 
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Werthe  haben  und  es  darf  immer  m^  ^  Oi  voranggeseUt  wArdca» 

p.     .o  damit  die  erste  EU^pae  in- 

nerhalb der  iweiten  liegt, 
wie  dies  die  Figur  46  aeigt 
in  welcher  üoFtFil7|einea 
Quadranten  der  Zone  Z  dmt^ 
BteUt  Fflr  o^  =  ^as  sielit 
Bieh  die  Gurre  U^V^  .  .• 
auf  den  Punkt  C 
men,  und  die  Zone  wird 
einer  Kappe  CUiVi  . . 
deren   Fläche   Zg 


möge,  .  Aus  Nro.  94)  folgt  dann  stn  9>o  ==  «  oder,  wenn  wir  dieses 
besonderen  Werth  von  q>Q  mit  4S  bezeichnen, 

97)  9in6  =  a= , 

und  nach  Nro.  95)  ist 

98)  2i  =y^-j((a»-c«)[B(«)-Z(9i)]+c«[F(«0-r(fi)] 

+  a«c»[ö(<0-ö(Vi)]l- 

Wenn  zweitens  in  der  allgemeinen  Formel  Oi  =r  0  gesedt 
wird,  80  fallt  die  untere  Gurve  UiVi  ...  mit  der Horiaontalspur da 
Ellipsoides  zusammen  und  es  entsteht  eine  von  den Curven  AB  .  .• 
und  17«  Fo  .  .  .  begrenzte  Zone,  deren  Flache  Z^  heissen  m(^;  dk 
Formeln  94)  und  95)  geben  als  Werth  derselbSD 

99)  Zo  =  Y==^,  {(«'  -  ^')  ^(Vo)  +  c«F(9H»)  +  a^e'  ff  (f,)] 

Für  Oo  =  \it  also  q>^  =  6  geht  diese  Zone  in  das  HalbeQipsoid 
über;  es  ist  demnach,  wennA  die  Gesammtoberfllohe  des  EHIipiot- 
des  bezeichnet, 

a  =  tj^^^      ((g«  — c«)JBft)  +  c^F{6)  +  a<c'ff(<0} 
Va*  —  c*  ^  ' 

oder,  zufolge  der  Werthe  von  sin  6  und  0(d) 

100)  Sl  =  2ne}^E{(i)tan6  +  lF{6)ecit6  +  cj- 
Aus  den  Gleichungen  98)  und«  99)  ergiebt  sich  weiter 
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MV  IL 

+  c»[F(9)o)  +  2^(9>i)  -  -FCö)] 
+  a»c»[©(9o)  +  0(9)1)  -  e(ö)]), 

nnd  wenn  liier  (Do  und  Oi  bo  gewählt  werden ,  dass  90  und  tp^  der 
Gleicbung 

cos  ö  =  cos<po  cos  g>i  —  «in  y©  **^  5Pi  -^  (<') 
genügen,  so  wird  einfacher    * 

+  a«c«[ff(<po)  +  G(9i)  -  G(<J)]). 

Um  das  hiermit  gewonnene  Resultat  besser  übersehen  zu  können, 
▼ermeiden  wir  alle  Abkürzungen,  drücken  stn^o»  cos(po^  etc.  durch 
^O)  Cii  aus,  und  gelangen  damit  zu  dem  Satze:  wenn  die  Neigungs- 
winkel Oo  und  Ol  der  Bedingung 

101)  hVia^COS^&Q  +C«StH»(Do)(ö^«>S2fi>i  +  c^stVoi) 

=  clah  +  (a*  —  c^)sin(0Q8iniDi\ 
genügen,  so  ist 

102)  Z5-Zi  =  3r  P'~^^?*~^'^ginCTogtno^  —  c« 

l  ÜO 

I        [c*  —  (g*  —  g*)  0»'  —  <?0  gog'  Q>o]  ^'^  fi>o 

y(a»co8»<Do+c«sin«aio)(6'cos2a>o+c«sm»ajo) 
,        [c*  —  (a«  —  c*)  (6« — c2)co«'ci,]sino>i 


Inf  dem  dreiachsigen  Ellipsoide  lassen  sich  demnach  un- 
endlich viel  zusammengehörende  Zonen  und  Kappen  an- 
heben, deren  Flächeninhalte  um  algebraische  Ausdrücke 
lifferiren. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  Sache  in  dem  speciellen  Falle 
Qjp  =  Ol  I  d.  h.  wenn  nur  eine  Curve  isokliner  Normalen  vorhanden 
Bt,  welche  die  Fläche  des  Halbellipsoides  in  eine  Kappe  Zi  und  in 
lie  Zone  Zq  theilt.    Aus  Nro.  101)  folgt  dann  für  o  die  Formel 

ah 
tano 


=v^ 


ind  atu  TStoi  102)  die  Belation 

Bchlömilch,  Analytii  IL  23 
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Die  Curve  der  isoklinen  Normalen  ist  in  diesem  Falle  der  Durdi- 
Bchnitt  des  EUipsoides  mit  einem  auB  den  Dimensionen 

Fig.  54. 


FH=—,      0H=—. 
c  c 


OH 


=w 


abe 


eonstroirten  elliptischen  Kegel 
(Fig.  54);  die  Halbachsen  ihrer 
Horizontalprojection  sind 


OM 


=-Vi 


-f-6  +  O 


ON 


(a  +  hXa+ey 

—     Y  (p  +  c)(b  +  m)' 

Es  wird  wohl  kanm  der  Bemer- 
kung bedürfen,  dass  diese  Sätze  die  stereometrischen  Coirelate  :^ 
den  Fagn an o 'sehen  Theoremen  über  die  Ellipse  bilden. 

b.  Für  die  Hyperboloide  gelten  ganz  ähnliche  Entwid^ehc- 
^en,  welche  indessen  keine  so  einfachen  Specialisirongen  sulaaseL 
weil  Oq  und  cO]  bestimmte  Grenzen  nicht  überschreiten  dürfen.  Je- 
doch werden  folgende  Bemerkungen  von  Interesse  sein. 

Bei  dem  einfachen  Hyperboloide  kann  man  Oq  =  0  and 

C  ,  ah 

ton'Oi  = — ; — —   oder    toiUDi  =    ,  y 

Ä  +  B  cVä^+h* 

nehmen ;  die  erste  Curve  der  isoklinen  Normalen  föllt  dann  mit  äst 
Horizontalspur  der  Fläche  zusammen,  und  die  zweite  hat  einen  kt. 

dem  HadiuB  Va^  4~  ^'  beschriebenen   Kreis   zur  Horiiontalprojec- 
tion.    Femer  wird  90  =  0, 

sincpi  =  ,/  oder  tonoi  = , 

Va^b«  +■  5»c»  +  c^«  ^  •« 

und  nach  Substitution  dieser  Werthe  erhält  man  Z  aus  Nro.  95). 

Bei  dem  getheilten  Hyperboloide  empfiehlt  sich  die  ITil' 
O9  =  l^t  wodurch  die  Zone  in  eine  Kappe  übergeht,  und  eis  ^ 
oieller  Fall  

tan  <Ot  = ^-^  • 

e 

Die  Horizontalprojection  der  Gurre  isokliner  Normalen  ist  jetst  «at 
Ellipse  mit  den  Halbachsen  -^  und  — ,  welche  der  grtote  and  kkb* 
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Bte  Krammiingslialbmesser  einer  aus  den  Halbachsen  a  und  b  con- 
stroirten  Ellipse  sind. 

c  Nachdem  wir  im  Vorhergehenden  solche  Zonen  bestimmt 
haben,  deren  Oberflächen  durch  unvollständige  elliptische  Integrale 
ansdrückbar  sind,  wollen  wir  noch  untersuchen,  ob  sich  auch  Zonen 
finden  lassen,  deren  Gomplanation  auf  vollständige  elliptische  Inte- 
grale führt  Zu  diesem  Zwecke  geben  wir  der  Formel  87)  die  fol- 
gende Gestalt 

und  setzen  zur  Abkürzung 

fp  =  Bcos^e  +  Äsm^e, 

^     ^  \q  =  Ba^cos^d  +  Äß^sin^O. 

Da  es  sieh  um  eine  Zone  handelt,  muss  0  von  0  bis  29r  ausgedehnt 
werden,  während  die  Orenzen  für  o  von  der  Natur  der  Begrenzung 
der  Zone  abhängen.  Diese  Begrenzung  lassen  wir  vorläufig  unbe- 
stimmt und  bezeichnen  mit  oDq  und  tOi  die  Integrationsgrenzen  für 
d,  welche  selbstverständlich  gewisse,  später  zu  bestimmende  Func- 
tionen von  0  sind.     Hiemach  ist  der  Flächeninhalt  Z  der  Zone 

in      »0 

^~    C  J     V  (p  — flsm^o)» 

oder,  wenn  st n  09 = tf  und  dem  entsprechend  sin  coig  =  Mq,  stncDi  =  tfi 
gesetzt  wird, 

C  J       J  (p  — «wO» 
Dieses  Integral  zerlegen  wir  auf  folgende  Weise 

^  =  ^y '^^  7  (p- au«)»  ~y  (>:=■** 


10 


««*y 


und  substituiren  im  Minuenden  tt  =  fi^i,  im  Subtrahenden  u=«i#y 
wodurch  die  auf  die  neue  Yariabele  t  bezüglichen  Integrale  die  glei- 
chen Grenzen  0  und  1  erhalten  und  wieder  ssusammengezogen  wer- 
den können,  nämlich 

tn       1 

AB 


Z  = 


^  J  ^^Jiip-a<^')^    {p-iiu}t^yy^ 


28« 
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Für  otie  Integrationsgreiizen  Uo  und  «i  treffen  wir  nnn  eine  solche 
Wahl,  dasB  das  vorliegende  Doppelintegral  in  ein  Prodnct  zweier 
einfachen  Integrale  übergeht;  dieser  Fall  tritt  nämlich  ein,  wenn 

104)       Wo = ^u  y^,  «1 = ^1  y~ 

•gesetzt  wird,  wo  Aq  und  A^  beliebige  Constanten  bezeichnen.  Dieü 
giebt 

in  1 

^_As  r  dd    fr     Aq A,     1 

c  j/  pVf^  J  L(i  -  A*o»    (1  - ^im  ' 

der  Werth  des  auf  t  bezüglichen  Integrales  heisse  zur  Abkünacg 
\M;  es  ist  dann 

und  nach  dem  Vorigen 

in  g* 

^_  ÄBM   r  dd     _2ABM  f  dO 

^0    J  pYJ^  G      J  pYJ^ 

Um  dieses  Integral  zu  reduciren,  benutzen  wir  die  Subetitation 

welche  giebt 

AB  _  ÄB(a^eo8*q>  +  /?« wi«y) 

^  ~  Acos^q)  +  Bsin^tp'         ^  ~      Acos^q)  +  -Bsiit'y     ' 

unter  dem  Integralzeichen  setzen  wir  noch  A  =  C(l  —  «Ot 
B  =  C(l  —  /5^  und  erhalten  so 


/- 


'«■«''')dy 


a»cos*9  T"  p'«n»9 
oder 

106)  Z  =  ^  ji  Fix,  In)  -  a l?(x,  }«)j 
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■ 

worin  der  Modulas  x  durch  die  Formel 


^~       i      "*  V  c  —  Ä 


bestimmt  wird.  Auf  jeder  centrischen  Fläche  zweiten  Gra- 
des lassen  sich  demnach  unendlich  viele  Zonen  angeben, 
deren  Complanation  mittelst  vollständiger  elliptischer 
Integrale  erster  und  zweiter  Art  ausführbar  ist.  Eine  der- 
artige Zone  wird  von  zwei  Curven  begrenzt,  welche  durch  die  Be- 
dingungen in  104)  oder 


107) 


.  \/    Bcos^U  +  Äsin^O 


8tn 


+  ÄßUin^e' 
-  1/    BcosW  +  AsinW 


:^cos^d  +  Äß^sin^e 

bestimmt  sind.  Die  Gleichungen  der  Horizontalprojectionen  beider 
Curven  ergeben  sich  hieraus  mittelst  der  Substitutionen 

"1/     1  —  Ax^  —  By^  ^     ^       By 

sie  lauten: 

Für  die  Construction  der  betreffenden  Curven  vierten  Grades  wür- 
den übrigens  Polarcoordinaten  bequemer  sein ;  setzt  man  zu  diesem 
Zwecke  in  der  ersten  Gleichung 

und  benutzt  für  die  zweite  Gleichung  eine  analoge  Bezeichnung,  so 
findet  sich 

, A^cos^x  +  Bpsin^x 

^®  ""  (Acos^x  +  Bsin^x)i^^^co3^X  +  Bß^sin^xV 


, Ai  cos^x  +  -^i  s^^^X 


*        (Acos^X  +  Bsin^x)(^^^<ios^X  +  Bß'^&n^x) 
Bei   dem   Ellipsoide   müssen  Tq  und  ri   kleiner  sein   als    der 
RadiuBvector 

1 


r  = 


VAcos^X  +  Bsin'^x' 
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welcher  in  der  HorizontalBpar  der  Fläche  zum  Winkel  %  gehört;  cb 
folgen  hieraus  die  Bedingungen  0  <Z  ^  <Z  ß  ^'^^  0  <  ^i  <C  A 
Bei  dem  einfachen  Hyperboloide  müssen  ro  und  Ti  mehr  als  r  betn* 
gen,  wozu  nur  gehört,  dass  Xq  und  A|  positive  echte  Brüche  Bind. 
Bei  dem  getheilten  Hyperboloide  können  r^  und  fi  irgend  welche 
reelle  Werthe  haben;  dies  erfordert  negative^,  Bo«  <^i«  Bu  w^kbe 
entstehen,  wenn  1  <  ^  <  /?  und  zugleich  1  <  ^i  <C  Z'  gen«®' 
men  wird*). 

IX.  Die  Oomplanation  gewisser  FussponktflaoheiL 

Wie  bei  den  Untersuchungen  des  vorigen  Abschnittes  sei 

Ax^  +  By^  +.  Cxr»  =  1 

die  Gleichung  einer  centrischen  Fläche  zweiten  Grades;  die  Berfiih 
rungsebene  im  Punkte  xyM  hat  dann  zur  Gleichung 

Axi  +  Byti  +  Cet=  1. 
worin  |,  i},  £  die  laufenden  Goordinaten  der  genannten  Ebene  bf 
zeichnen.  Eine  Senkrechte  vom  Coordinatenanfange  (dem  ^ttel- 
punkte  der  Fläche)  auf  die  Tangentialebene  schneidet  letztere  ii 
einem  Punkte,  desaen  Goordinaten  |,  q,  {,  bekannten  Formeb  in- 
folge, sind 

^ Ax 

^  ■"  A^x^  +  B^y*  +  C»«*' 

^^  By 

^       A^x*  +  B^y^  +  Om^' 

^  ~  A^x^  +  5«y«  +  Ob^* 

Die  Punkte  |i}S  bilden  in  ihrer  stetigen  Folge  die  sogenannte  Fasr 
punktfläche  zur  ursprünglichen  Fläche;  als  Gleichung  der  neois 
Fläche  erhält  man  durch  Elimination  von  x^  y^  b 

108)  (J.  +  ,.  +  ga)t  =  ^4.^4.^. 


*)  Die  Complanation  des  dreiachsigen  EUipsoidei  mittelst  elfiptisdMr  Ir 
tegrale  ist  zuerst  Ton  Legendre  gezeigt  worden  im  Tniti  des  foBcdos 
elliptiqaes,  Tome  I,  p.  350  bis  360.  Alle  übrigen  Resaltate  des  AbscbnitM 
VIII  hat  der  Verfasser  (zom  Theil  mittelst  anderer  Methoden)  entwiekeh;  ft 
Sitsongsberichte  der  K.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  aas  dem  Jthis 
1862  (Leipzig  1863),  S.  23,  nnd  Zeitschrift  för  Mathematik  osd  Physik,  Bd. 
IX,  &  205. 
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Um  dieselbe  in  Polarcoordinaten  auszudrücken,  nennen  wir  r  den 
RadiuBvector  des  Punktes  t'^t,  femer  ^  den  Neigungswinkel  von 
r  gegen  die  Horizontalebene  £17,  endlich  %  den  Winkel,  welchen 
die  Horizontalprojection  von  r  mit  der  Achse  der  £  einschliesst;  es 
ist  dann 

|  =  rcos^cos2f    fl  =  r  cosip  sinXf    ^  =  rsinil;^ 
und  die  Gleichung  der  Fusspunktfl&che  wird 

109)  r«  = -j +  ^ +  ~^. 

Zur  Gomplanation  der  besprochenen  Fläche  benutzen  wir  die 
Formel  6)  auf  Seite  470  des  ersten  Theiles,  welche  wir  dem  vorlie- 
genden Goordinatensysteme  dadurch  anpassen,  dass  wir  erst  die 
Achsen  der  x  und  s  gegen  einander  vertauschen,  dann  0  =  |»  —  ^, 
o  =  l^r  —  X  ^^^  ^  unter  das  Wurzelzeichen  setzen.'  Die  betref- 
fende Formel  lautet  jetzt 

und  liefert  zufolge  des  vorigen  Werthes  von  r^ 


P  =  -j^co8^i  +  rsjsfn'x  —  1, 


Schreibt  man  1  —  cos^^  statt  stn*^  und^tzt  zur  Abkürzung 

13«»'« +  15 
80  hat  man  einfacher 

8  =  jiJJ  Vi  +  Fcos^Hf  .  eosifdxdilf. 

Das  auf  if  bezügliche  Integral  gewinnt  eine  bessere  Form,  wenn 
man  die  Substitution 

anwendet,  aus  welcher  folgt 
es  wird  nämlich  rational 


^  =  ^//(i+^pT«/^'^*' 
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oder  zufolge  des  Werthes  von  P 

Eine  weitere  Yereinfachung  bewirkt  die  Substitution 

JD 

111)  iani^=^  -rtanO^ 
welche  giebt 

_^  ÄBde 

*  ~  AUos^e  +  B^sin^d' 

/»  r dOdt 

S  —  ABCJJ  [(^acos^ö  +  BUin^O)(l—t^)  +  C*»f»]** 

Setzt  man  schliesslich 

112)  *  =  smco, 
so  erhält  man 

co8(üda)dO 


S  =  ÄB0ff. 


(A^cos^cscos^e  +  B^cos^tosin^d  +  C»«m»ai)« 
Dieses  Integral  hat  dieselbe  Form,  wie  das  Integral  in  Nro.  87), 
welches  zur  Complanation  der  centrischen  Flächen  zweiter  Ordnung 
diente;  es  liegt  daher  ehie  Yergleichung  beider  Integrale  nahe. 
Denken  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  ausser  der  Fläche  zweiten  Gra- 
des, deren  Fusspunktfiäche  construirt  worden  ist,  noch  eine,    durch 

die  Gleichung 

A'x^  +  B'y^  4-  CV  =  1 

bestimmte  Fläche  zweiten  Grades,  so  gilt  für  letztere  die  Formel 

S'  = 

_    r  r A'B'G  cos(Dd(ode 

J  J  (B'Ccos'^cacosW  +  C'A'cos^asinW  +  A'B^sin^&y 

Es  wird  nun  ff  z=:  S,  wenn  erstens  A'j  B'^  C  mittelst  der  Pro- 
portion 

JL  J_  -L     ' 

A^'  B^'  O 

bestimmt,  und  wenn  zweitens  die  Integrationsgrenzen  in  beiden 
Doppelintegralen  zur  Coincidenz  gebracht  werden.  Die  erste  Be* 
dingung  verlangt  positive  A\  B\  C;  die  neue  Fläche  zweiten  Gra- 
des ist  daher  ein  Ellipsoid,  dessen  Halbachsen  a',  h\  ff  sich  verhal- 
ten wie  A*  :  B^  :  C\  d.  h.  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  Halb- 
achsen der  ursprünglichen  Fläche,  so  dass  einfach 


A'  iB!  xC'=    ,a 
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,        he  .,        ca  ,       ah 

a  0  c 

gesetzt  werden  kann.  Um  die  zweite  Bedingung  zu  erfüllen,  leitet 
man  aus  den  arsprüglich  gegebenen  Grenzen  fär  ^  und  %  die  neuen 
Grenzen  für  a  und  d  mittelfit  der  Formeln  110),  112)  und  111)  ab, 
nämlich 

113)  sin'a>= Ä^B^sin^n; 

114)  fand  = -^tanX' 

Jedem  irgendwie  begrenzten  Stücke  der  Fusspunkt- 
fläche  (108)  entspricht  demnach  ein  gleichgrosses  Stück 
der  Oberfläche  des  Ellipsoides  mit  den  Halbachsen  a^  h\  dm 

Lassen  wir  beispielweis  in  dem  Ellipsoide  d  von  0  bis  2%  und 
CD  Ton  einem  constanten  Werthe  (Dq  bis  zu  einem  zweiten  Werthe 
^1  <r  ^0  gehen,  so  ist  in  der  Fusspunktfifiche  x  '^^^  0  bis  23r  aus- 
zudehnen, und  an  den  Grenzen  gelten  zwei  Gleichungen,  die  aus 
Nro.  113)  entspringen,  wenn  erst  O]  und  dann  (Dq  für  o  geschrie- 
ben wird.  Für  den  Fall,  dass  die  Fusspunktfläche  aus  einem  Ellip- 
soide hergeleitet  wird,  sind  diese  Gleichungen 

^ c^gtn^^ 

oder  in  rechtwinkligen  Coordinaten 

c4  g« 


5m' ©0  = 


^fVcii  = 


sm'oo  === 


Hierin  liegt  folgender  Satz:  Der  Durchschnitt  der  Fuss- 
punktfläche 

(l*  +  fl'  +  t')*  =  a'S'  +  h'^n^  +  cH' 
mit  den  beiden  elliptischen  Kegeln 

giebt  eine  Zone,  welche  denselben  Flächeninhalt  besitzt 
wie  diejenige  Zone  des  aus  den  Halbachsen  a',  &',  d  con- 
struirten  Ellipsoides,  deren  Begrenzungslinien  die  Gur- 
Ten  isokliner  Normalen  mit  den  Neigungswinkeln  <Di  und 
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Oo  sind.  Um  bei  dieser  Complanation  die  früheren  Formelii  ange- 
ändert  benutzen  zu  können,  ist  a  <C  &  <C  c  anzunehmen,  wodurch 
a'  >>  b'  >  c'  wird;  die  Formeln  97)  bis  102)  gelten  dann  unmittel- 
bar, wenn  in  denselben  a^h^  c  durch  a\  h\  c'  ersetzt  werden» 

Für  Ol  =  0,  (Do  =  1«  geht  die  Zone  der  Fusspunktflfiche  in 
die  halbe  Fusspunkifläche  über  und  die  ellipsoidische  Zone  wird  mam 
Halbellipsoide ;  die  ganze  Fusspunkifläche  besitzt  demnach  denselbcii 
Flächeninhalt  wie  das  EUipsoid  aus  den  Halbachsen  a\  h\  <f. 

Gonstruirt  man  auf  dem  Ellipsoide  die  eine  Cutto  isokliner 
Kormalen,  welche  durch  die  Formel 

tan 


»=\v 


+  6'  +  <0c' 

bestimmt  ist,  so  zerfallt  das  Halbellipsoid  in  eine  Kappe  und  in  etne 
Zone,  deren  Flächeninhalte  um  den  algebraischen  Ausdruck 


« L'V       (a'*  +  l>'*)c'l 


differiren ;  hieraus  folgt  der  entsprechende  Satz,  dass  die  halbe  F 
punktfläche  von  dem  Kegel 

a*|»  +  5*1?«  =  (&«c«  +  c»a»  +  aU^f 
gleichfalls  in  eine  Zone  und  in  eine  Kappe  zerlegt  wird,  deren  FU- 
chendiflerenz  durch 

dargestellt  wird. 

Auf  dem  Ellipsoide  a'b'tf  lassen  sich  femer  Zonen  angeben,  de- 
ren Flächen  durch  vollständige  elliptische  Integrale  aosdrückbar 
sind.  Hierzu  gehört,  dass  0  von  0  bi8-29r  ausgedehnt  wird,  and 
dass  an  den  Grenzen  für  o  die  Gleichungen  107)  oder  hier 


sin^cjQ  = 


0tn'oi  = 


A«  OjB'cos^O  +  Ä'sin^e) 


A«C'(J9'cos«0  +  ^'»tnVi) 


stattfinden.  Den  Grenzen  d  =  0  und  0  =  2^  entepredien  wieder 
die  Grenzen  %^  0  und  %  :=^  2n\  femer  ist,  wenn  man  A!^  S^  O 
durch  Ä,  B,  C  und  0  durch  %  ausdrückt, 

stn^Oo  = 


9in^&i  = 


X^A^B^ 
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Nimmt  man  bierzn  die  Gleiobnng  113),  indem  man  ent  o»0f  nachher 
01  für  o  schreibt,  setzt  dann  für  Ä^,  £*,  C  ihre  Werthe  und  be- 
natzt die  Abkürzungen 

1  -Ao*  — '*<>•        1  -.  A«-'*^' 

80  gelangt  man  zu  folgenden  auf  die  Grenzen  bezüglichen  Glei- 
chungen 

^  ""  (c*^a*)cos^z  +  (c*  —  h^)sin^x 
In  rechtwinkligen  Coordinaten  sind  dieselben 

{i  +  12»  +  £^       (c*  — aOS»  +  (c*-b*)i2«' 

{'  +  !2»  +  f»~  (c*  — o*)l»  +  (c*  — 5*)i?» 

und  repräsentiren  zwei  Kegel  vierten  Grades*  Letztere  schneiden 
aus  der  Fnsspunktflffche  eine  Zone  heraus,  deren  Flacheninhalt  durch 
Tollständige  elliptische  Integrale  bestimmt  wird  *). 


*)  Den  speciellen  Satz  tod  der  Complanation  der  ganzen  Fuaspnnktfläche 
des  EUipsoides  hat  Tortolini  gefanden,  Crelle's  Journal,  Bd.  31,  S.  17. 
Alle  übrigen  Resultate  des  Abschn.  IX  sind  Tom  Verfasser  entwickelt  worden, 
theils  in  den  Sitzungsberichten  der  K.  Sachs.  Gesellsch.  d.  Wissensch.  Jahrg. 
1862,  S.  51,  theils  in  der  Zeitschr.  1  Mathematik  n.  Physik,  Bd.  IX,  S.  205«. 
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Die  elliptischen  Functionen. 


L   Definition  und  reelle  Feriodioitat  der  ellipüsclien 

Functionen. 

Nach  einer  schon  früher  gemachten  Bemerkung  würde  eine 
systematische  und  von  geometrischen  Rücksichten  freie  Ausbildung 
der  Analysis  zwar  später  als  gewöhnlich,  aber  ebenso  sicher  zu  den 
goniometrischen  und  cyclometrischen  Functionen  geführt  haben.  Die 
letzteren  h&tte  man  in  diesem  Falle  als  Integralwerthe  definirt, 
n&mlich 

Äresing  z=  f.  ,      Ardans  =^    l- — ; — :,  etc. 

0  0 

und  nachher  durch  ümkehmng  der  Gleichungen 

Aresin g  =  «,      ArdanM  =  v,  etc. 

die  goniometrischen  Functionen 

M  =  stnu,      B  =  tanvt  etc. 

ans  ihnen  hergeleitet.  Auch  die  reelle  Periodicität  von  sinu,  ianv^ 
etc.  würde  sich  dann  auf  rein  analytischem  Wege  ergeben  haben, 
und  zwar  mittelst  des  Satzes,  dass  die  vorhin  erwähnten  Integrale 
im  Allgemeinen  unendlich  vieldeutig  sind  (S.  72  bis  77).  Angesichts 
der  ausserordentlichen  Leichtigkeit  und  Bequemlichkeit,  womit  sich 
die  goniometrischen  Functionen  bei  vielen  analytischen  Untersu- 
chungen verwenden  lassen,  liegt  es  nahe,  auch  die  elliptischen  Inte- 
grale umzukehren,  also  diejenigen  Functionen  zu  betrachten,  welche 
entstehen,  wenn  man  sich  Gleichungen  wie 
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/dg  r  dB 

,  =  fl,       /     ,  =  9,  etc. 

y(l— ief«)(l— Ä2^«)  J  V(l  +  ^«)(l+Ä«iJ*) 

nach  B  aufgelöst  denkt.  Diese  Umkehrungen  der  elliptischen  Inte- 
grale mögen  elliptische  Functionen  heissen*);  sie  sind gewisser- 
massen  höhere  goniometrische  Functionen  und  gehen  .in  speciellen 
Fällen  (z.  B.  für  ^  =  0  oder  X;  =  1)  in  die  goniometrischen  Fone- 
tionen  üher. 

Wir  betrachten  zunächst  das  einfachste  elliptische  Integral 


1)  /-==£L==  =  u    oder    JP(Ä,  <p)  =  u 
J  Vi  —  hHWfp 

und  denken  uns  hierbei  den  Modulus  Ic  und  den  Integralwerth  u  als 
gegeben,  9)  dagegen  als  Function  von  u  und  nebenbei  von  k.  Um 
dafür  eine  sprechende  Bezeichnung  zu  erhalten,  möge  daran  er- 
innert sein,  dass  linker  Hand  fp  die  Amplitude  des  Integrales,  also 
auch  die  Amplitude  von  u  bedeutet;  man  benutzt  daher  den  Aus- 
druck „Amplitude  von"  als  Functionszeichen  und  schreibt  abgekaut 

2)  q>  z=:i  am  u,     {mod.  =  X;) 

oder 

8)  g)  =  am(u^  ä), 

wobei  die  Angabe  des  Modulus  wegbleiben  kann,  wenn  der  W^ 
desselben  von  selbst  bekannt  ist.  In  den  zwei  speciellen  Fällen 
Ä;  =  0  und  X;  =  1  lässt  sich  die  Function  am(ti,  ^)  leicht  durch 
gewöhnliche  Functionen  ausdrücken.  Für  A;  =  0  wird  nämlich  aoi 
Nro.  1)  9>  ==  M  und  aus  Nro.  3)  9>  =  am(u,0)i  mithin 

afn(^y  0)  =  u. 
Für  Ä  =  1  giebt  die  Gleichung  1) 

ltan(\n  +  \^)  =  u   oder    q>  =  2ardaneF  +  2m«  —  Jap, 
und  die  Gleichung  3)  (p  =  am(u,  1)  mithin 

ant(t^,  1)  =  2arctan€^  +  (m  —  D«, 

wo  m  eine  gerade  Zahl  bedeutet.  Dieselbe  bestimmt  sich  durch  did 
Bemerkung,  dass  q>  und  u  gleichzeitig  wachsen,  und  zwar  9  von  0 
bis  I«,  wenn  u  von  0  bis  00  geht;  bei  positiven  u  liegt  demnach  9 
zwischen  0  und  |«,  mithin  ist  m  =  0. 

Wir  kehren  nun  zu  den  allgemeinen  Gleichungen  1)  und  3)  in- 


*)  Wir  folgen  hier  der  zweckmässigen  Nomendatar  Jacobi'«»  wahrend 
Legen dre  F(k,g>)f  JE7(%,  gp),  n(ky9>)  elliptische  Functionen  nennt,  wii 
offenbar  weniger  bezeichnend  iäti  als  der  Ansdraek  elliptische  Integrale. 
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rück  nnd  denken  uns  darin  die  Amplitude  (p  yon  beliebiger  Grösse, 
nämlich  als  das  m-fache  des  Quadranten  fsr  plus  einem  Reste  Q,  der 
kleiner  als  |^  ist.  Hierbei  sind  gerade  und  ungerade  m  zu  unter- 
scheiden. Im  ersten  Falle  m  =  2fi  geht  die  Gleichung  9)  = 
m  .\7C  ■}-  Q  in  ip  =  nie  -\-  Q  über  und  es  ist  dann 

nn  +  Q  nn  nn-^g 

Das  erste  Integral  rechter  Hand  lässt  sich  nach  dem  Schema 

/  =  /  +  /  +  /+•  +  / 

in  n  einzelne  Integrale  zerlegen,  und  wenn  man  hier  folgende  Sub- 
stitutionen vornimmt, 

im  ersten     Integrale  9  =  ^, 
„    zweiten         „         y  =  w  -|-  ^, 
„    dritten  „         9  =  2«  +  ^, 


im  fi-ten  Integrale     g)  =  (n —  1)ä  +  ^, 

80  erhalten  alle  jene  Integrale  die  nämliche  Form  und  es  wird 

nn  n 

/d(p     r  djf 

oder  auch,  weil  ^{if)  von  ^  =  |;cbis^  =  9r  dieselben  Werthe 
hat,  wie  von  ^  =  0  bis  ^  =  5«, 

5)  r^^2nf^  =  2nK 

wobei  zur  Abkürzung  FQc^  \n)  =  K  gesetzt  worden  ist.     Femer 
geht  das  letzte  Integral  in  Nro.  4)  durch  Substitution  von   9  = 

n«  -f"  ^  nber  in 

/«TT  +  e  Q 

nn  0 

nach  Nro.  4),  5)  und  6)  zusammen  ist  also 

Bei  ungeraden  w  =  2n  —  1  wird  die  Gleichung  9  =  iw  •  Ja  -}-  P 

SchlOmllch,  Analyslfl.  II.  24 
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zu  ip  =  n  9r  —  (J«  —  q)  oder  kürzer  9  =  nsr  —  tf,  wo  d 
ein  Bogen  des  ersten  Quadranten  ist.     Man  hat  nun 

nn—a  R7I  nn  mir 


r  dtp  _  r  dtp        r  dq>  _  r 


J{<p)  —  J    ^(9)         J   d{q,)  J   ^(ip) 

"  •  mn—c  nn—0 

und  wenn  man  im  letzten  Integrale  tp  =  n*  —  i>  setzt,  so  wird 


Die  Gleichungen  7)  und  8)  lassen  sich  zu  der  einen  Relation 

9)  I       ^9> «^ir-L       r    ^9 


zusammenfassen,  welche  zeigt,  wie  ein  Integral  mit  beliebiger  Am- 
plitude durch  das  vollständige  Integral  K  und  durch  ein  nnvollBt&n- 
diges  Integral  ausgedrückt  wird,  dessen  Amplitude  %  zwischen  0 
und  §9r  liegt. 

Es  bedarf  nur  einer  anderen  Schreibweise  der  Gleichung  9X  u 
zu  einer  Fundamentaleigenschaft  der  Function  am«  zu  gelangen. 
Setzt  man  nämlich 

r  dq>     _ 


J  J{tp)  -  "•         J  ^(fp) 


r  dq> 


=  II, 

so  ist  einerseits  nach  Nro.  9) 

V  =  2nK±  u. 
Andererseits  folgt  durch  Umkehrung  der  vorhergehenden  GleichnngCD 

X  z=:  amUj       nie  +  x  =  am», 

und  wenn  man  die  Werthe  von  %  und  v  in  die  letzte  Gleichnng 
substituirt,  so  gelangt  man  bei  umgekehrter  Anordnung  beider  Sd- 
ten  zu  der  Formel 

10)  am{2nK  +  ti)  =  n«  +  amu. 

Es  sei  femer 

Ol 

-3^--  =  w    mithin    o  =  am  tP, 


Ol 

/: 


0 

man  findet  dann  sehr  leicht 

—öl 


/— TT-x  =  —  w  nnd   —  d  =  am( — tr) 
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d.  i.  darch  Vergleichang  beider  Ergebnisse 
11)  am( — 10)  =  —  amw. 

Mittelst  der   gewonnenen  Formeln  kann  man   sich  von  dem 
Laufe  der  Function  amu  ein  Bild  machen,  falls  u  auf  reelle  Werthe 

Fig.  48. 


beschränkt  wird.  Construirt  man  nämlich  u  als  Abscisse,  (p=amu 
als  Ordinate,  so  gehören  zu  den  Abscissen  (Fig.  48) 

0,       OKi  =  Ä",      OKi  =  2ir,      OKs  =  3Jr, 

die  Ordinaten 

0,    KiLi  =  —-,    KfLi  =  2—,    JTsZra  =  8— ,  .  .  .  .  , 

die  Punkte  2^,  Xs,  X3,  .  . .  liegen  demnach  in  einer  durch  den 
Coordinatenanfang  gehenden  Geraden.  Ist  ferner  fEbr  irgend  einen 
Punkt  P  die  Abscisse  =  tf,  die  Ordinate  =  amu  und  t  der 
Winkel  zwischen  der  Tangente  in  P  und  der  Absoissenachse,  so  hat 
man 

damu  dtp 


ian%  = 


=  Vi  —  A;«fim»g) 


mithin  im  Coordinatenanfange  tanr  =  1,  und  nachher,  wenn  P 

nach  Li  gelangt  ist,  tont  =  Vi  —  *•;  der  Winkel  r  ftngt  also 
mit  45<^  an  und  vermindert  sich  bis  arctanH.  Wegen  am (2^ — v) 
=  9r  —  amu  ist  der  Bogen  L\L^  congruent  dem  Bogen  Oüj,  aber 
▼on  entgegengesetzter  Lage;  aus  am{2K-\-u)  -=  n  -|-  amu  folgt 
weiter,  dass  der  Bogen  L^L^  dem  Bogen  OXi  in  gleicher  Lage  con- 
gruent ist,  u.  s.  f.  ins  Unendliche  nach  beiden  Seiten  hin. 
Die  ümkehrung  des  elliptischen  Integrales 


12) 


f 


dB 


V(l  — £r»)(l  — ;k«jK«) 


=  u 


24* 
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ergiebt  sich  nun  leicht  aus  dem  Vorhergehenden.     Für  ;p  =  »»9 
wird  nämlich  die  Gleichung  zur  folgenden 


J  ^(9) 


0     ^(9»)  ' 

diese  liefert  q>  =  amu,  mithin  ist,  wegen  £  =  sintp, 
13)  0  =  sinatnu 

die  Umkehrung  von  Nro.  12).  Eine  ganz  ähnliche  Behandlung  ge- 
statten alle  elliptischen  Integrale,  welche  sich  auf  das  elliptische  In- 
tegral erster  Art  zurückführen  lassen.     Aus  der  Gleichung  z.  B. 

r dz _^ 

^^^  /   V(l— 0«)(Ä;'«  +  /fc2^«)  ~  ^ 

folgt  für  £  =  costp 


I: 


dq> 


und  nach  dem  Vorigen 

15)  e  =  cosamv. 

Ebenso  liefert  die  Gleichung 


16) 


r de 

/  V(l  -  e^  (^»  -  fc**)  ""  "'' 


welche  für  «  =  Vi  —  h^ain^'p  in 

5/  ^(9) 

übergeht,  die  Umkehrung 

17)  0  =  Vi  —  h^sin'^amio  =  Jamw. 

Die  hier  aufgeführten  drei  Functionen  der  Amplitude  sind  di" 
wichtigsten  unter  denjenigen  Functionen,  welche  durch  Umkehrar.^* 
der  elliptischen  Integrale  erster  Art  entstehen;  sie  bilden  eineGrapp*. 
welche  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  ungefähr  dieselW 
Stelle  einnimmt,  wie  der  Sinus  und  Cosinus  unter  den  goniometri- 
sehen  Functionen.  Man.  erkennt  dies  leicht  aus  den  betreffendtu 
Difforentialformcln ;  die  Gleichung 

äamu  =  Vi  —  h'^sin-q)  .  du  =  ^amu  .  du 
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liefert  nämlich 

[  dsinamu  =       cosamu  damu  .  du^ 

18)  -   dcosamu^^  —  sinamudamu  .  du^ 

d/iamu   =  -^  k^stnamucosamu  .  du. 

Auch  hinsichtlich  der  Periodicität  findet  eine  nahe  Verwandt- 
schaft zwischen  den  elliptischen  und  goniometrischen  Functionen 
statt.    Wegen  am{2K — u)  =  7t  —  amu  ist  nämlich 

sinam(2K  —  u)  =  8in(n  —  amu)  =  sinamu; 

auf  gleiche  Weise  ergieht  sich 

8inam(2K  +  u)  =  —  sinamUj 

sinam(^K — u)  =  —  sinamu^    sinafn(^K-^'U)  =  +  sinamu^ 

woraus  erhellt,  dase  das  vollständige  Integral  K  dieselbe  Bedeutung 
für  den  Amplitudensinus  hat,  wie  die  Zahl  |;c  für  den  gewöhnlichen 
Sinus.  Beachtet  man  noch  die  Relation  am( — t;)  =  —  amv,  so 
gelangt  man  leicht  zu  folgenden  Formeln 

19)  sinam{u  +  2E)=^ — sinamu^    cosam{u  +  2K)  =  —  cosamu^ 

Jam(u  +  2K)  =  /Jamu, 

20)  sinam(u-J2^K)  =  sinamuj    co8am(u  +  ^K)  =  cosamu^ 

^am(u+4K)  =  ^amu. 

Die  elliptischen  Functionen  bleiben  demnach  ungestört,  wenn  die 
Yariabele  um  4JSr  wächst,  d.h.  sie  besitzen  eine  reelle  Periode 
deren  Index  =  ^K  ist.  In  dem  speciellen  Falle  A;  =  0  wird 
K  =  |3r,  sinamu  =  sinu,  cosamu  =  casu^  jdamu  =  1  und 
dann  enthalten  die  Formeln  20)  den  bekannten  Satz  von  der  reellen 
Periodicität  der  Functionen  sinu  und  cosu.  Nimmt  man  dagegen 
A;  =  1,  so  wird  £  =  oo;  aus  Nro.  12)  und  13)  ergiebt  sich 

<dnam{u,  1)  =  ^;j-pp;  =  ^^j-^j 

und  in  der  That  besitzt  dieser  Ausdruck  keine  reelle  Periode  mehr. 
Erinnert  man  sich  aber,  dass  zufolge  der  Gleichung 

die  Exponential grosse  e^"  als  eine  periodische  Function  anzusehen 

ist,  deren  Periode  den  imaginären  Index  %  V —  1  besitzt,  so  erkennt 
man  auch  in  sin  am  {u^  1)  eine  periodische  Function  mit  dem  Index 

nV —  1.  Ob  diese  Eigenschaft  von  sinamu  nur  in  dem  speciellen 
Falle  A;  =  1  oder  auch  für  andere  Moduli  besteht,  das  bedarf  einer 
näheren  Untersuchung. 
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n.   Die  doppelte  Periodioität  des  AmplitudenainiiB. 

Wir  beachäfkigen  uns  znnächfit  mit  dem  Integrale 

dB 


A 


setzen  dabei  £  als  beliebige  complexe  Yariabele  Toraus  und  nnter- 
suchen  die  verschiedenen  Werthe,  welche  das  Integral  auf  verschie- 
denen Integrationswegen  erhält  (vergl.  Seite  73).  Zur  Abkünong 
sei  hierbei 

und,  wo  es  nöthig  ist,  möge  der  absolute  Werth  von  /(r)  mit  [/{s}] 
bezeichnet  werden. 

Dem  Anfangswerthe  z  =  0  entspricht  /(O)  =  +  1 ;  um  di« 
hierin  liegende  Doppeldeutigkeit  zu  vermeiden,  nehmen  wir  /(O)  = 
+  1.    Da  ferner 

.,'11  1  1  1 


k    Vi  —  «    Vi  + 


e 


VP-VT 


+  # 


ist,  so  besitzt  f(e)  vier  ausgezeichnete  Punkte 

iBr=+l,     iP  =  —  1,     iBr=  +  j,    5=  — Y» 

in  welchen  f(e)  unendlich  wird ;  diese  Punkte  sind  gleichzeitig  Ter 
Zweigungspunkte,  deren  Umkreisung  einen  jedesmaligen  YorzeicheD- 
wechsel  von  f{z)  zur  Folge  hat.  Die  beiden  ersten  Punkte  liegen 
auf  der  Abscissenachse  in  den  Entfernungen  OFi  =z  -^  1  und 
OFi  =  —  1 ,  die  beiden  anderen  liegen  auf  oder  ausserhalb  def 
o;- Achse,  jenachdem  X;  reell  oder  complex  ist;  der  Allgemeinhät 
wegen  setzen  wir  das  Letztere  voraus  und  denken  uns  demgemaa 

Gl  und  ffj  als  Repräsentanten  von  4"  t-  nnd  —  —  (Fig.  49).  Las- 
sen wir  nun  die  Yariabele  ß  von  0  aus  eine  geschlossene  Curre 
durchlaufen,  welche  nur  den  Punkt  Fi  einmal  umkreist«  und  nennen 

wir  I(Fi)  den  entsprechenden  Werth  Yon  ff  (g)  dg,  so  isti  wie  auf 

S.  74 

J(FO  =  J{OäO  +  I(AiBxC,Ai)  +  I(ÄiOy 
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Im  zweiten  Integrale  setzen  wir  jbt  =  1  —  rc'^,  wo  r  den  Halbmes- 
ser des  Kreises  ÄiBiCiÄi  bedeutet,  und  bemerken  noch,  dass  /(^er) 
auf  dem  Rückwege  von  Äi  0  das  entgegengesetzte  Zeichen  hat  wie 
auf  dem  Hinwege  OAi;  wir  haben  dann 

Fig.  49. 


1— r  9n  0 

l{Fy)  =  Jf(z)de  -  %r  Jf{\-r<*9)^9iQ  +  J {-{/{»)]] dt. 

•  0  1— r 


•  0 

Das  auf  den  Kreis  bezogene  Integral  ist 


ir  /7(1— re'ö)g.ddö 


an  j 


W 


de 


yi2  —  re'ö)  (1  —  Ä  +  Ar  c«ö)  (1  +  Ä  —  kre'^ 
und  geht  f ür  r  =  0  gleichfalls  in  Null  über;  es  bleibt  daher 

10  1 

HF,)  =  JnM)dg  -  Jmdt  =  ijmda 


=./ 


dB 


=  F. 


0  V(l— 0')(1— Ä;2j&«) 
wobei  F  zur  Abkürzung  dient.  Bei  einem  zweiten  Umlaufe  um  Fi 
gelten  wieder  dieselben  Schlüsse,  nur  ändert  sich  das  Vorzeichen, 
weil  jetzt  f{z)  mit  dem  Endwerthe  —  1  anfängt  und  mit  dem  End- 
werthe  -{-  1  nach  0  zurückkehrt;  für  den  zweiten  Umlauf  gilt  also 
der  Integralwerth  —  F.     Bezeichnet  überhaupt  /»(F])  den  Werth, 
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welchen  das  Integral  nach  n  Umkreisungen  des  Punktes  Fi  allein 
erhält,  so  ist 

i2(JPi)  =  0,    I,(Fi)  =  F,    J4(Fi)  =  0,    I,iF,)=FxLB.i 
Mittelst  ganz  analoger  Betrachtungen  gelangt  man  zu  denWerthen, 
welche  das  Integral  annimmt,  wenn  man,  von  0  ausgehend,  den 
Punkt  F%  mehrmals  umläuft;  es  findet  sich  zunächst 

I(F,)  =  2  f.  ^'^ =  -  F 

und  nachher 

72(^0  =  0,  J3(F2)  =  -P,  l4(Fa)  =  0,  15(^2)  =  — Fu.aw. 
Nach  derselben  Methode  ergeben  sich  auch  die  Werthe  des  Integra- 
les, welche  den  Umläufen  um  Gri  allein  oder  um  (xi  allein  entspre- 
chen; setzt  man  nämlich  zur  Abkürzung 

1 


^k ?  =  <^. 


80  erhält  man 

ii(e,)  =  ö.  !,((?,)  =  0,  j,(ai)  =  G,  i«(ffi)  =  o.u.s.*. 
/,(G,)=— ö.  i2(0d=o,  i3(a,)=-G.  j;(G,)=o, u...f. 

Der  allgemeinste  Integrationsweg  von  0  nach  irgend  einem  Punkte 
P,  welcher  die  complexe  Zahl  g  =  x  •}-  iy  repräsentirt,  besteht  niu 
aus  beliebig  vielen  Umläufen  um  die  vier  Yerzweigungspunkte  uuc 
aus  dem  geradlinigen  Wege  von  0  nach  P.  Jene  Umläufe,  in  irgend 
welcher  Ordnung  genommen,  liefern  zufolge  der  ihnen  entsprechen- 
den Werthe  einen  Ausdruck  von  der  Form  [iF  -\-vG^  worin  fi  und 
V  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  positiv.  Null  oder  negativ  sein  können. 
Der  allgemeine  Werth  des  Integrales  ist  daher 

M  t 

21)  fmds  =  ^F  +  vG  -f  J\±  um  dB, 

0  0 

und  zwar  bestimmt  sich  im  geradlinigen  Integrale  das  Vorzeichen 
von  f{z)  durch  den  Endwerth,  womit  f(js)  nach  jenen  Umläufen  ia 
0  ankommt.  Um  hierüber  zu  entscheiden,  untersuchen  wir  die  fol- 
genden allein  möglichen  vier  Fälle 

fi  gerade,  v  gerade, 

fi  ungerade,      v  ungerade, 

fi  gerade,  v  ungerade, 

fi  ungerade,      v  gerade. 
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Der  erste  Fall  tritt  ein,  wenn  man  mehrmals  Fj,  dann  F^^  wieder 
F]  und  Fi  etc.  umgeht,  aber  mit  Umkreisungen  des  Punktes  F2  auf- 
hört, dann  ebenso  mit  Gi  und  G2  (oder  mit  Gj  und  Gi)  verfährt 
und  schliesslich  den  geraden  Weg  OP  geht.  Nun  ist  f{e)  positiv 
längs  OFu  negativ  von  Fi  bis  jP2»  positiv  von  Fj  bis  0,  und  so  oft 
auch  diese  Hin-  und  Hergänge  wiederholt  werden  mögen,  so  erhält 
doch  f(js)  den  positiven  Endwerth  /(O)  =  +  1 »  sobald  man  nur 
inmier  mit  F^  aufhört.  Dasselbe  gilt  nachher  bezüglich  der  Punkte 
Gl  und  02 ;  im  geradlinigen  Integrale  f&ngt  daher/ (5)  mit  dem  po- 
sitiven Werihe/(0)  =  -j-  1  ai^  ^^^  bleibt  positiv,  weil  zwischen  0 
und  P  kein  Yerzweigungspunkt  liegt.  Für  fi  =  2p  und  v  =  2q 
ist.  daher 

Jf(e)dB  =  21)^  +  2gG  +    if{e)dg, 

0  0 

wofär  man  auch  schreiben  kann 

«  z 

22)  Jf{e)ds  =  (2p  +  2(Z)F  -  2g(F—  G)  +  Jf{ßi)dg. 

Der  zweite  Fall  entsteht,  wenn  man  mehrmals  Fu  F^^  Fu  F^  etc. 
umkreist,  aber  mit  Umkreisungen  des  Punktes  Fi  aufhört  und  nach- 
her ebenso  mit  Gi  und  G<i  verfährt.  Nach  den  Umgängen  um  F], 
Fs,  F|,  F2,  .  .  .  •  Fl  kommt /(£^)  mit  dem  negativen  Zeichen  in  0 
an;  den  weiteren  Umläufen  um  Gri,  G^,  Gi,  621  •  •  •  •  ^1  entspre- 
chen ebenso  viele  Zeichenwechsel,  nach  dem  letzten  Umlaufe  ist  da- 
her/(jp)  wieder  positiv  und  bleibt  es  längs  OP,  Für  fi  =^  2p  —  1 
und  v  =  2$  -f-  1  hat  man  also 

ff(e)de  =  (2p-l)F+(2q  +  l)G+  J/{e)dg 

oder  auch 

23)  ff(e)de=(2p  +  2q)F  —  {2(L  +  1)(F-  ö)  +  Jf{e)de. 
0  0 

Wie  man  sieht,  lassen  sich  die  Gleichungen  22)  und  23),  welche  den 
beiden  ersten  Fällen  entsprechen,  zu  der  folgenden  einen  Gleichung 
zusammenfassen 

24)  Jmdß  =  2mF  +  n{F^  G)  +  Jf{e)dz, 
0  0 

worin  m  und  n  ganze  Zahlen  sind. 
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Der  dritte  Fall  tritt  bei  folgender  Anordnong  der  ümlinfe  oi 

TJ1  T7I  xp  TP  YP 

Jfli    •«'2»   -«^1,    ifj,  ....  jI'2» 

ffi,  Ö2,  öl,  ö,, ff„  ffi; 

nach  dem  letzten  Umlaufe  um  ^2  ist  /(e)  positiv,  nach  dem  letr 
ten  Umlaufe  um  (?i  negativ;  man  hat  daher  fwr  11  =  2p  nd 
v  =  2q  +  l 

/(z)dg  =  2pF  +  (2fl  +  1)  ff  -  J/{ä)dM 


P 


oder 

25)  ff(e) d0=  (2p  +  2q+l)F-(2q  +  1) (F- ff)  -Jmäv 

0  0 

I 

Dem  letzten  Falle  endlich  entspricht  folgende  Anordnung  der  l  x- 
laufe 

X'         TP         TP         TP  TP        TP 

-Cl»    -TSi    -''li    J^2^  ....    1*2,  jTi, 

ffi,  ff«,  öl.  Ö2, ö,; 

nach  dem  letzten  Umlaufe  um  Fi  \aif{B)  negativ,  nach  dem  letitfi 
Umlaufe  um  Q^  gleichfalls;  für  ft  =  2p  +  1,  ^  =  2g  hat  mis 
folglich 

Jmi»  =  (2i>  +  1)F  +  22 ff  -  p{z)iM 


0 

oder 


26)  Jm  d«  =  (21.  +  2g  +  1) P  -  2a  (F-  ff)  -jf/(*)  «»* 

0  0 

Auch  die  Gleichungen  25)  und  26)  lassen  sich  unter  einer  gemeiir 
Bchaftlichen  Form  darstellen,  nämlich 

27)  f/(z)dß  =  (2m  +  l)F  +  n(F-  ö)  -  Jf{B)dM, 

worin  m  und  n  ganze  Zahlen  bedeuten.  Alle  die  verBchiedeDO 
Werthe,  welche  J'/iz)  dz  auf  verschiedenen  Integrationswegen  be- 
kommen kann ,  sind  demnach  in  den  beiden  Formeln  24)  und  27i 
enthalten. 

Es  handelt  sich  nun  um  die  Berechnung  der  beiden  Integra!^ 
F  und  F  —  Q.  Das  erste  bietet  keine  Schwierigkeit,  namentlich 
wenn  k  als  reeller  echter  Bruch  vorausgesetzt  wird,  wie  dies  tfi^ 
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Fig.  50. 


geschelien  soll.  Was  ferner  den  Aasdrnck  F  —  Q  anbelangt,  so  ist 
erder  Werth,welclieny/(ir)<ljp  erhält,  wenn  die  Punkte  Fi  nnd  Ox 
nach  einander  umlaufen  werden  (Fig.  50).     Diesem  Wege  lässt  sich 

folgender  andere  substituiren:  man  gehe 
geradlinig  von  0  nach  einem  nahe  vor 
Fl  liegenden  Punkte  Jlf,  beschreibe  mit 
FiM  als  Radius  einen  Kreis  um  Fu 
gehe   dann   in   gerader  Linie  von  M 
nach   einem  nahe    vor    &i    liegenden* 
Punkte  Ny  besähreibe  wieder  mit  QiN 
als  Radius    einen   Kreis   um    Gi  und 
kehre  dann  auf  der  Geraden  ^0  nach 
0  zurück,  wobei  man  statt  des  letzten 
geradlinigen  Weges  NO  auch  die  ge- 
brochene Linie  NMO  wählen  kann,  weil  innerhalb  des  Dreiecks 
OMN  kein  ausgezeichneter  Punkt  liegt     Die  Vorzeichen  von  f(z) 
sind  auf  den  hier  vorkommenden  Geraden 


längs         OM,        MN,        NM,        MO, 
positiv,     negativ,     positiv,     positiv, 
ee  ist  also  für  F,  Jlf  =  QiN  =  r 


1— r 


1 


F^  0=  lff{d)d»  +  Kreisintegral  +   ff[—lf(ß)]]dg 


1— r 
0 


1— r  0 

+  Kreirintegral  -|-  J[+  lf{e)]]  de  +  J{^  |/(*)]}  de, 

1  1-r 


1 


wobei  das  erste  geradlinige  Integral  sich  gegen  das  letzte  hebt  und 
das  zweite  geradlinige  Integral  dem  dritten  gleich  ist.  Lässt  man  r 
in  Null  übergehen,  so  verschwinden  die  beiden  Kreisintegrale  und 
es  bleibt 


k 

F-  Q  =  —  2  /__££=_. 

Wir  setzen  nun  h  als  reellen  positiven  echten  Bruch  voraus. 
&  ist  dann  reell 

1 

F  =  2  /  .;  ^'  =  2K. 

J  V(l— ««)(1— fc»xr») 
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Dagegen  ist  F  —  G  rein  imaginär,  weil  innerhalb  der  Grenten  1 
un^  "fc  ^^^  ^^^^  Factor  1  —  «»  pegativ,  der  zweite  1  —  h^z-  f-i> 
sitiv  bleibt;  diese  Bemerkung  liefert 


F  —  ff  =  —  ^  f  ^^ 


oder,  wenn  1  —  Ä'  =  ä'^  und 

0  =: 


gesetzt  wird,  * 

1 

/  1/(1  —  «2)  (1  _  ^2  a-s) 

wo  IT  das    vollständige   elliptische  Integral   für    den  Modulns  ^ 
bezeichnet. 

Die  Formeln  24)  und  27)  werden  jetzt 


/ 


V"(l— Ä«)(l  — Ä'«») 


=  4mÄ^+  »• .  2nJf 


f 


V(i— ^2)(i_^2^j) 

.  =  (4m  +  2)  JS:  +  t  .  2nÄ* 


V(l  —  ß^)  (1  —  k^£^) 


V(l— *«)(! 
wir  schreiben  dafür  kürzer 

W=  imK  +  i  .  2nE'  +  to, 

W=  (4m  4- 2)  K  +  i  .  2nK!  —  w, 

indem  wir  unter  W  den  allgemeinen  Werth  des  Integrales  uni 
unter  w  den  Werth  des  geradlinigen  Integrales  verstehen.  Da  li  • 
obere  Grenze  e  in  beiden  Integralen  dieselbe  ist,  so  erhält  man  aL-^ 
Umkehrungen  von 

/  ,  ^''  W    und     /'  ^' =  ^ 

J  Vil—z'Xl-r-e')  ^/ V(l-^»)(l-itV) 
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die  beiden  Gleichungen  e  :=z  sin  amW  und  e  =:  sinamto  mithin 

sin  amW  =  sin  amto 
and  zufolge  der  vorherigen  Relationen  zwischen  W  und  w 

28)  sinam  (4 in Ä"  +  »  .  2 nE!  +  «?)  =  st» amw^ 

29)  sinam  ([4»i  -}-  2]Ä'+«.2nJSr'  —  w)  =  sinamw. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  zeigt,  dass  die  Function  sin  amto 
ungestört  bleibt,  wenn  die  Yariabele  fo  um  ein  Vielfaches  von  4  K 
oder  um  ein  Vielfaches  von  i  .  2K'  zunimmt,  dass  also  der  Am- 
plitudensinus sowohl  eine  reelle  Periode  mit  dem  Index 
4K  als  eine  imaginäre  Periode  mit  dem  Index  i  .  2  ^' 
besitzt. 

Im  speciellen  Falle  Ä  =  0  wird  IT  =  |3r,  S!  =  od  ,  sin  am  (w,  0) 
=  sintp;  die  imaginäre  Periode  fallt  dann  weg  und  es  bleibt  nur 
die  reelle  Periode  2  n  übrig,  welche  der  Function  sin  w  in  der  That 
zukommt.    Der  entgegengesetzte  Fall  ik  =  l  giebtjr=  o:>^E!^=\n 

sinam{wA)  =  ^^;r-^^ 

und  diese  Function  besitzt  nur  die  imaginäre  Periode  in. 

An  die  vorige  Untersuchung  knüpfen  wir  noch  die  Entwicke- 
lung  einiger  Fundamentalformeln  für  sinamno  und  bemerken  dabei 
im  Voraus,  dass  wir  im  Folgenden  das  Integral 


dz 

=  w 


,     V(1-~0»)(1-ä:2^^) 

jederzeit  geradlinig  nehmen,  weil  sich  nach  den  Formeln  28)  und 
29)  jeder  andere  Integrationsweg  auf  die  Gerade  von  0  bis  z  zurück- 
fuhren lässt. 

Ersetzt  man  in  der  Gleichung 

/dz 

z  durch  eine  neue  Variabele  y  mittelst  der  Substitution 

'  =  Vr£=P^,    oder   »  =  yj^g-,, 
80  erhält  man 

Va-««):(i-*«»«) 
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mithin  umgekehrt 

oder  vermöge  der  ursprünglichen  Gleichung  e  =  sinamw 

on\                                  /xr        \        cos  am  w 
30)  »tnafw(Ä^  — w)  =— 3 • 

Diese  Formel  entspricht  der  goniometrischen  Relation  ^n  d« — v) 
=  cosu;,  in  welche  sie  f ür  Ä;  =  0  übergeht*). 

Ist  die  obere  Grenze  rein  imaginär,  etwa  ^  =  1 1},  mithin 

80  sind   alle  auf  dem  Integrationswege   yorkommenden  M  Ton  der 
Form  i^;  die  Substitution  g  =  if^  giebt  dann 


A 


dy 

=  w. 


Mittelst  der  ferneren  Substitution  y=  -==  wird  hieraus 

Vi  —  fl?« 


/ 


oder,  wenn  das  Integral  für  sich  mit  v  bezeichnet  wird« 

w  =  tr,     - .  =  stnam(f;,ÄOf     i?  =  <^am(r, HO- 

Vi  +  71^ 

Aus  der  zweiten  Gleichung  in  31)  wird  nun  durch  Subsütation  ^ 
Werthe  von  w  und  17 

32)  sinam(tt;)  =  itgam{v^1sr). 

Will  man  die  obere  Grenze  des  Integrales  w  grösser  als  di« 
Einheit  nehmen,  so  hat  man  zu  beachten,  dass  V(l  —  r*)  (1  —  Vi^^ 


*)  Jacob!  nennt  am  (K — tr)  die  Goamplitade  von  w  and  fdursibt  des* 
gemäss 


coBomw 
»incoamw  = 


J amw  ' 

jedoch  wird  diese  Bezeichnung  wenig  gebrancht,   weil  sie  keine  wamitficb« 
Ablcfirzang  gewahrt. 
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▼on  jr  =  1  bis  jer  =  --  imaginär  ist,  för  £r  ^  -=-  dagegen  wieder 
reell  wird;  es  sind  daher  die  beiden  Fftlle  zu  nnterscheiden,  ob  die 
genannte  Integrationsgrenze  zwischen  1  nnd  -jr  oder  über  -r  hin- 
aus liegt. 

Um  den  ersten  Fall  zu  erörtern  sei 
1 

33)  /  ■  y  ^=  w$      T  =  smamw 

nnd  dabei  A:  <C  £  <C  !•  ^^^  geradlinige  Integrationsweg  führt 
hier  durch  den  Yerzweigungspunkt  «  =  -f-  1  hindurch,  was  sich 
vermeiden  lässt,  wenn  man  diesen  Punkt  in  einem  Halbkreise  um- 
geht Man  findet  leicht,  dass  das  auf  den  Halbkreis  bezogene  In- 
tegral gleichzeitig  mit  dem  Radius  des  Halbkreises  verschwindet, 
dass  also  übrig  bleibt 

1 
I 

dz 


w  =  f       ^'^        +  r 

/  V(l— ^^(1— Ä«^»)        /  y(l— ^a)(l  —  ÄS^rS) 
d.  L 


VD 


Mittelst  der  Substitution  z  =  ,  .  erhält  man  weiter 

Vi— Ä'»«« 

t  j/  V(i— a.«)(l— Jf'a;«) 
oder  wenn  man  das  Integral  für  sich  mit  v  bezeichnet, 
ff        Vi  —  i> 

Zufolge  der  Werthe  von  |  und  w  wird  nun  aus  der  zweiten  Glei- 
chung in  33) 

slnam (k+  ^)=:  -; jt-tt; 

oder  wenn  man  —  t?  an  die  Stelle  von  v  treten  lässt, 
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34)  ^am(K+iv)  =  ^^^±^. 

Um    den  zweiten   der  vorhin   erwähnten  Fälle  zu  diBcutiren. 

betrachten  wir  das  Integral 
1 

/d'ig  1 

.  =  w,    —p  =  s/w  amw 

^     y(l-.^2)(i_A;2i?2)  ÄS 

unter  Voraussetzung  eines  positiven  echt  gebrochenen  |.  Der  gerad- 
linige Integrationsweg  führt  hier  durch  die  beiden  YerzweigUDg^- 

punkte  X  =  -{-  l  und  »  =  -|-  — ,  die  man  wieder  in  Halbkreisen 

umgehen  kann.  Bei  verschwindenden  Radien  erhalten  die  auf  die 
Halbkreise  bezogenen  Integrale  den  gemeinschaftlichen  Grenzwertfa 
Null,  und  es  bleibt 


1 
i 


—  f       ^^       4.  i  r      ^^ 


Jfe'jp») 


_1_ 


i 
Das  erste  Integral  hat  den  Werth  K\  im  zweiten  setzen  wir  vie 

vorhin   xr  =  ,,  ,  im  dritten  i»  =  r-,  wodurch  entsteht 


w 


"^  /  V(l— «»)(!  — Ä/»»»)        ^  V(l— »»)(1— **JC-.) 


d.  i. 


=  JT  +  i  «•  +  iT  - /j7-_Ji_ 


V(l— a?«)(l— ib'x«) 


■     * 

0 

Nennen  wir  u  den  Werth  des  letzten  Integrales,  so  haben  wir  dif 
Gleichungen 

w  =  2  Z  —  tt  —  iK\  I  =  sinamuy 

und  durch  Substitution  derselben  in  Nro.  35)  erhalten  wir 

1 


miam  (2  JT  —  t«  —  iK")  = 


ksinamu 
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Ersetzt  man  u  —  2  ÜT  durch  u,  und  beachtet,  dass  jederzeit 
sin  am  ( — w)  =  —  smatnw  ist,  so  wird  schliesslich 

1 


36) 


sin  am  (u  -\-  iE')  = 


ksinamu 

Nach  diesen  Untersuchungen  kann  man  von  der  doppelten  Pe- 
riodicität  des  Amplitudensinus  leicht  ein  Bild  entwerfen  und  darin 
noch  die  besonders  wichtigen  Stellen  angeben,  wo  sin  am  w  entwe- 
der zu  Null  oder  unendlich  wird.  Man  denke  sich  nämlich  die  Ebene 
UV  durch  Parallelen  zu  den  Achsen  der  u  und  der  v  in  unendlich 
viele  congruente  Rechtecke  getheilt,  von  denen  jedes  die  Breite  ^K 
und  die  Höhe  2  K'  besitzt  (Fig.  51);  das  erste  dieser  Hechtecke  sei 
OÄ  CB  mit  den  Seiten  OA  =  4^"  und  05  =  2  JT'  auf  den  posi- 

Fig.  Bl. 

— o o 0 0        0 0~ 


tiven  Theilen  der  Coordinatenachsen,  endlich  reprasentire  in  diesem 
Rechtecke  der  willkürliche  Punkt  P  die  complexe  Zahl  tr  =r  u  -|-  iv. 
Der  Werth,  welchen  der  Amplitudensinus  in  P  hat,  kehrt  nun  wie- 
der, sobald  u>  um  ein  Vielfaches  von  4  JT,  oder  um  ein  Vielfaches 
von  i .  2  K\  oder  um  beide  Vielfache  zugleich  geändert  wird ;  in  al- 
len den  Punkten  P|,  P^,  etc.,  welche  in  den  übrigen  Rechtecken 
ebenso  liegen  wie  P  im  ersten  Rechtecke,  erhält  demnach  sin  am  w 
dieselben  Werthe  wie  in  P.  Beachtet  man  femer  unter  den  Vor- 
aussetzungen 0  <  t*  <C  2  JBT  und  0  <;  t;  <;  X'  die  vier  Punkte 

P  als  Repräsentant  von  u  -\-  iv, 

e   »  n  n    2ir-u  +  *(2Ä'-i;), 

JB  „  „  „    2Jl +tt  +  tr. 


S 


AK—u  +  i{2K'—v\ 


so  lehren  die  Formeln  29)  und  28),  dass  der  Amplitudensinus  in 
allen  vier  Punkten  denselben  absoluten  Werth  hat,  dass  er  aber  in 

Sohlömilch,  AnaljBit  n.  25 
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P  imd  Q  positiv,  in  R  und  S  negativ  ist,  dass  also  die  vier  Vier- 
theile  des  Rechtecks  OACBiXa  die  Function  sinamw  dasselbe  siod. 
was  die  vier  Quadranten  för  sinu.  Innerhalb  des  Rechtecks  OACB 
wird  ferner  sin  am  ti;  =  0  in  den  sechs  Punkten 

.  0,  2K,  4  IT, 

i.2K',      2z  +  t.2jr,      4jr  +  t.2jr', 

welche  in  der  Figur  durch  Nullen  bezeichnet  sind.  Endlich  zeigeo 
die  Formeln  36),  29)  und  28),  dass  innerhalb  des  ersten  Rechtecb 
sin  am  w  unendlich  wird  an  den  drei  Stellen 

ijr,  2K+iE',  4Jr+i2r, 

welche  durch  Asterisken  hervorgehoben  sind. 

Mittelst  der  vorigen  Formeln  lässt  sich  die  wichtige  Frage 
entscheiden ,  ob  sin  am  w  eine  eindeutige  Function  von  io  ist  oder 
nicht.     Setzen  wir  ein  für  alle  Mal  voraus,   dass  jedes  der  heider. 

Radicalo  V  1  —  je?«  und  Vi  —  k^s^  für  jer  =  0  den  Anfangswerth 
-|-  1  erhalte,  so  ist  in  der  Gleichung 

dz 


^^  =  V(1-.«)(1 -*».') 

die  rechte  Seite  anfangs  eindeutig  und  bleibt  es  auch  ao  lange,  als 

z  durch  keinen  der  Yerzweigungspunkte  +1,  —  ^'~'~T»~T 

hindurchgeht;  unter  diesen  Umständen  bleibt  auch  -= — ,   mithin  •' 

selber  d.  h.  sin  am  w  eine  eindeutige  Function.  Bezeichnet  z.  B.  • 
eine  complexe  Yariabele,  deren  Modulus  weniger  als  die  Einheit  be- 
trägt, so  ist  sin  am  t  sicher  eindeutig  innerhalb  des  mit  dem  Radio? 
mod  t  beschriebenen  Kreises.  Zufolge  der  Bestimmung,  welche  ob*  r 
die  Anfangswerthe  der  oben  genannten  Radicale  getroffen  wQrdt>. 
sind  nun  bei  hinreichend  kleinen  t 

cosamt  =  V 1  —  sin^amt  =1  —  \sin^€mi  -{-..• 

Jamt  =  Vi  —  k^sin^amt  =  1  —  ^k^sin^amt  H 

gleichfalls  eindeutige  Functionen  von  t. 

Beiläufig  bemerkt,  kann  man  für  sehr  kleine  ß  und  w  die  For- 
men der  drei  elliptischen  Functionen  leicht  angeben.  Es  ist  oäm* 
lieh  unter  dieser  Voraussetzung 


•» = fvTTrrrm  =  /"  +  "•  +  '^"  +  ■' " 
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oder 

tr  =  £r  +  i(l  +  h^)g9  -f  .  .  . 

_  1(1   +  ^2)^8  =      -  1(1   +  k^)z^ 

mithin 

w  — J(l  +  Ä;2)fr3  =  £f  + 

also,  wenn  js  =  sin  am  w  und  za  besserer  Unterscheidung  t  für  w 
gesetzt  wird, 

sinamt  =  f  —  1(1  +  Ä2)  «3  +  .  ,  . 
Daraus  findet  sich  noch 

cosamt  =  1  —  \t^  -\-  '  •  •  • 
^amt  =  1  —  lft2;2  +  .  .  . 

Geht  nun  xr  durch  -|-  1  hindurch,  wird  also  sinamto  =  1,  so 
erhält  to  innerhalb  des  ersten  Rechtecks  0  A  CB  entweder  den  Werth 
Ä^  oder  den  Werth  K  -|-  t.2Ä',  und  es  ist  jetzt  zu  untersuchen 
wie  sich  sin  am  w  ändert,  wenn  der  eine  oder  andere  dieser  Punkte 
in  einem  kleinen  Kreise  umgangen  wird.  Für  den  ersten  Fall  sei 
w  z=z  K  ■\-  ty  für  den  zweiten  «?  =  JT  +  *•  ^Ä'  +  ^  wo  t  eine 
hinreichend  kleine  complexe  Yariabele  bezeichnet;  man  hat  dann  fär 
beide  Fälle  gemeinschaftlich  nach  den  Formeln  28)  und  30) 

Binam  (K  +  %.2K'  +  0  =  sinam{K  +  0  =  ^-^^^. 

^  amt 

Die  rechte  Seite  bleibt  eindeutig  innerhalb  eines  mit  dem  Radius 
modt  beschriebenen  Kreises,  mithin  verliert  auch  sin  am  w  seine 
Eindeutigkeit  nicht  in  der  Nachbarschaft  von  is  z=l  -{-  \,  Ganz 
ähnlich  gestaltet  sich  die  Sache  im  Falle  jP  =  —  1,  welchen  inner- 
halb des  Rechtecks  OACB  die  Werthe  ir  =  3Jr  und  w  = 
3 IT  -f-  i.2  K*  entsprechen ;  es  wird  nämlich 

sinam  (3X  +  i.2E'  +  t)  =  sinam  (3K  +  0  =  ~  ^^-^ 

äU  amt 

mithin  sin  am  w  wieder  eindeutig. 

Wie  man  aus  Nr.  36)  ersieht,  gehören  innerhalb  des  Rechtecks 

OACB  zu  z=i  +  idieWerthe«7  =  iC+tZ'undf(7  =  jr+f.3jr; 

dabei  ist 

sinam  (Z  +  t.3X'  +  0  =  ^inam  (K  +  iK'  +  0 

1  ^ amt 

Jcsinam  {K  -\^  t)        k cosamt' 

folglich  sin  am  w  eindeutig  an  den  bezeichneten  Stellen.      Ebenso 

25* 
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verhält  sich  die  Sache  f ür  xr  =  —  -  d.  h.  W  =  SK  +  iE'  und 

K 

«;  =  3  Ä"  +  t .  3  K\  wie  man  leicht  finden  wird. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  Function  sin  am  w  innerhalb  des 
ersten  Rechtecks  OACB  eindeutig  bleibt;  wegen  ihrer  PeriodicHät 
folgt  daraus,  dass  sie  für  jedes  complexe  w  eindeutig  ist 


m.    Die  doppelte  Periodicität  von  cos  am  w  und  ziawir 

a.  Mittelst  der  im    vorigen   Abschnitte    benutzten   PrincipirL 

kann  man  auch  das  Integral 

1 


/ 


dz 


V(l— ;?»)  (Ä'^  +  Ä«;?«)  " 

M 

discutiren  und  hieraus  die  Eigenschaften  der  inversen  Fnnctioc 
z  =  cos  am  w  herleiten;  kürzer  ist  es  aber,  die  genannte  Function 
durch  die  Gleichung 

cosamw  =  Vi  —  sin^amto 

zu  definiren  und  dabei  festzusetzen,  dass  der  Anfangswerth  cosaw 
r=  -{-  1  genommen  werden  soll. 

Da  Vi  —  jp'  keine  eindeutige  Function  von  e  ist  und  in  derTh*t 
sein  Vorzeichen  wechselt,  sobald  einer  der  Punkte  e  z=z  -\-  1  ddJ 
^  =  —  1  umgangen  wird,  so  ist  auch  cosamw^  als  Function  toi. 
sin  am  w  betrachtet,  nicht  monodrom;  hieraus  folgt  aber  keineswev's 
dass  cos  am  to,  als  Function  von  u?  angesehen,  mehrdeutig  sein  müf»*. 
Sollte  nun  diese  Mehrdeutigkeit  existiren,  so  müssen  diejenigen 
Punkte,  an  welchen  sin  am  w  =  +  1  wird,  die  Yerzweignngspuiikte 
von  cosamw  sein;  letztere  tirären  demnach,  wenn  wir  an?  einst- 
weilen auf  das  Rechteck  OACB  (Fig.  51)  beschränken, 

JT,         K+i,2K',         3K,         3Ä'  +  t.2jr; 

es  bedarf  also  einer  Untersuchung  darüber,  wie  sich  die  Fanctiou 
cosamw  verhält,  wenn  man  einen  dieser  Punkte  mittelst  eines  Krei- 
ses umgeht.     Man  hat  nun  erstens 
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cosam  (K—  t)  =  Vi  —  sin^atn  (-ff— 0; 
aas  sinam  (2  K —  w)  r=  sinamto  folgt  ferner  fux  w  =  K  -{-  i 
37)  sinam  (K — 0  ==  sinam  (K  +  i), 

und  da  5tnam  (£" —  t)  für  hinreichend  kleine  t  synektisch  bleiht,  so 
muss  sich  sinam  (K —  t)  in  ^ine  nach  Potenzen  von  ^  fortschreitende 
Reihe  verwandeln  lassen,  welche  mit  sinam  JC  =  1  anfängt  und 
zufolge  der  Relation  37)  nur  gerade  Potenzen  von  t  enthalten  kann« 
nämlich 

sinam  (JT  —  0  =  1  —  «^'  +  ß^* 

hieraus  ergieht  sich  

cosam  (JT— 0  =  *  V2a  —  (a«  +  2ß)P  +  ... 
und  wenn  man  das  eine  Mal  ^  =  re'^,  das  andere  Mal  f  =  re'(^^+^) 
setzt,  d.  h.  wenn  man  den  Punkt  K  in  einem  Kreise  umgeht,  so  er- 
hält man  in  beiden  Fällen  denselben  Werth  von  cos  am  w.  Der  frag- 
liche Punkt  ist  also  kein  Yerzweigungspunkt.  Für  den  zweiten  der 
oben  genannten  vier  Punkte  hat  man 

cösam(Ä'  +  t,2iC'  — 0  =  Vi  —  sin^am  (JBr+ « . 2  Ä'  —  0 

=  Vi  —  sin^am  (K^t)  =  t  V2a  —  (a«  +  2/3)i»-f    .. 

mithin  verhält  sich  die  Sache  ebenso  wie  vorhin;  dasselbe  gilt  nicht 
nur  für  die  übrigen  zwei  Punkte,  sondern  auch  für  die  correspondi- 
renden  Punkte  der  übrigen  Rechtecke,  an  welchen  die  Werthe  von 
sin^amto  periodisch  wiederkehren.  Die  Function  C(75 am«;  ist  also 
durchaus  eindeutig. 

Aus  der  Definition  des  Amplitudencosinus  geht  femer  hervor, 
dass  cosam  (  —  to)=^  +  cos  am  w  sein  muss,  wo  es  noch  einer  Ent- 
scheidung über  das  Vorzeichen  bedarf.  Hierzu  dient  der  specielle 
Fall  «7  =  0,  welcher  zeigt,  dass  wenigstens  für  unendlich  kleine  w 
.  nur  das  obere  Zeichen  genommen  werden  kann.  Da  aber  cos  am  w 
durchaus  eindeutig  bleibt,  so  gilt  diese  Entscheidung  auch  für  alle 
übrigen  tr;  der  Amplitudencosinus  ist  demnach  eine  gerade 
Function. 

Um  die  Perioden  derselben  zu  ermitteln,  erinnern  wir  wieder 
an  die  Formel  37),  welche  giebt 

cosam  (K+t)  =  +  cosam  XK — 0- 
Das  Vorzeichen  der  rechten  Seite   bestimmt   sich    durch   die  Ent- 
wickelung 

cosam  {K—  i)  =  t  V'2a  —  {a}  +  2ß)t^  H 

deren  rechte  Seite  bei  negativen  t  gleichfalls  negativ  wird;  man  hat 
daher 
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eo8am  (K  -f  f)  =  — -  cosam  (JSC—  0 
und  f  ür  ^  =  JT  4-  w 

cosam  (2  iT  +  «?)  =  —  cosamw, 
endlich,  wenn  man  2  JT  -{-  t<^  an  die  Stelle  von  io  treten  lässt, 

cosam  (iK+w)  =  coaamw. 
Die  eine  Periode  von  cosamw  ist  also  reell  und  vom  Index  4K 
Man  hat  ferner 


cosam 


(iK^  +  t)  =  Vi  -  sin^am  (iK'  +  t)  =  V^^-p^ 


aint 


.  Vi  —  k^sin^amt 


k  sinamt         * 
daraus  folgt  wegen  der  Eindeutigkeit  der  linken  Seite 

cosam  {%K'  +  0  =  ~  cosam  (iE'  — 0 
und  für  *  =  iE'  +  w 

cosam  (i.2E'  +  te^)  =  —  cosamw. 
Lässt  man  noch  2  £"  -|-  ic?  an  die  Stelle  von  to  treten,  so  wird 

cosam  (2 E  +  i ,2 K'  +  to)  =  cosamw, 

mithin  besitzt  der  Amplitudencosinus  eine  zweite  Periode  mit  d(D 
Index  2E  +  %.2E\ 

Die  beiden  Perioden  werden  anscliaulichy  wenn  man  in  Fig.  52 
wie  früher  OA  =  4  iC,  OB  =  2E'  nimmt,  den  CoordinateuaulaLg 

Fig.  52. 


mit  dem  Mittelpunkte  D  von  BG  verbindet,  aus  OA  und  OD  ein 
Parallelogramm  construirt  und  schliesslich  die  ganze  Ebene  durch 
Parallelen  zu  0.^  und  OD  in  congruente  Parallelogramme  zerlegt- 
Irgend  einem  in  OAED  liegenden  Punkte  P,  welcher  ¥  +  ip  re- 
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präsentirt,  entsprechen  dann  in  den  übrigen  Parallelogrammen  Punkte 
als  Repräsentanten  von 

4mK  +  n(2K+i.2K)  +  u  +  iv 

=  (4m  +  2n)iC  +  tt  +  i(2nK'  +  v), 

an  welchen  cosamw  denselben  Werth  wie  in  P  erlangt.     Innerhalb 

des  ersten  Parallelogrammes  wird  cosaimto  viermal  =  0  nämlich  an 

den  Stellen 

JT,         3ir,         ZK'\'i.2K\        5Jr  +  f.22ir', 

welche  mit  Nullen  bezeichnet  sind;  ferner  wird  cos  am  w  zweimal  un- 
endlich in  den  Punkten 

2jsr+t.jr',  4jsr+fjs:'. 

b.  Sie  Function  ^amw  definiren  wir  durch  die  Gleichung 

damw  =  Vi  —  k^sin!^amto 
und  setzen  dabei  als  Anfangswerth  z/amO  =  -|-  1  voraus. 

Da  sich  die  Function  an  denjenigen  Stellen  verzweigen  kann, 
wo  hsinamw  ==  +  1  wird,  d.  h.  zunächst  in  den  Punkten 

so  muss  untersucht  werden,  wie  sich  damw  verhält,  wenn  man  diese 
Punkte  in  Kreisen  umgeht.     Es  ist  nun 

Jam{K'\-%K'-\'t)  =  Vi  —  Jd^sin^am  {K  +  iK'  +  0 


=v 


1  — 


9%n^am  (K  + 1) 

oder  nach  der  für  dtnam  (IT  4*0  angegebenen  Reihenentwickelung 
>f       /»^i    -IT/PA       <  V-  2a  +  (a«  +  2ffl<»->T7 

für  <  =  rc'ö  und  t  =  re'^^^  +  ö^  erhält  die  rechte  Seite  dieselben 
Werthe,  also  findet  an  der  Stelle  K-^-iK'  keine  Verzweigung  statt. 
Die  nämlichen  Schlüsse  gelten  mit  einer  geringen  Modification  auch 
für  den  Punkt  3  Ä"  -f-  i^\  ^ud  ebenso  für  alle  übrigen  Punkte,  in 
welchen  hsinamw  r=  +  1  wird;  hieraus  folgt,  dass  damw  eine 
durchaus  eindeutige  Function  ist. 

Zufolge  der  Definition  von  ^amw  können  dam{ — w)  und 
^amw  höchstens  im  Vorzeichen  differiren;  man  entscheidet  hierüber 
leicht  mittelst  der  Specialisirung  t(7  =  0,  welche  zeigt,  dass  die  bei- 
den Functionen  gleiche  Vorzeichen  haben,  dass  also  ^amw  eine 
gerade  Function  ist. 

Nach  den  vorigen  Formeln  hat  man 

^fam  (K  +  iK'  +  t)  =  —  jdam  (iT  +  tZ'  — 0 
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mithin  für  i  =  iT  +  u  —  iK' 

38)  ^am  (2K  +  u)  =  —  Jam  (i.2K'  —  u). 

Andererseits  ist 

^am  (iK'  +  t)  =  Vi  —  Jc'^sin^am  (iK'  +  t) 

"T  Vsin^ami  —  1 


V 


=  \/  1  — 


sin^amt 


sin  cum  i 


also 


Jam  (iK'  +  t)  =  —  Jam  (iK'  —  t) 
und  wenn  t  =  t'Ä^'  -|-  w  gesetzt  wird, 

39)  Jam  (t .  2  JT'  +  «?)  =  —  Jamw. 

Da   hiernach   auch  Jam(i,2K' —  u)  =  —  ^^amu  ist,   so   erhäh 
man  aus  Nro.  38) 

Jam  {2K'\'U)  =  Jamu; 

die  reelle  Periode  der  Function  Jamw  hat  also  den  Iudex  2  JT. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  Nro.  39),  wenn  man  w durch i.2  K'-^-w 
ersetzt, 

Jam  (i,4tK'  -{-w)  =  Jamw, 

wonach  eine  rein  imaginäre  Periode  mit  dem  Index  i.AK*  Yorhao- 

den  ist. 

Nimmt  man  in  Fig.  53  OÄ  =  ÄK,  OB  =  2K\  OF  =  2K, 

0  e  =  4  Ä",  und  theüt 
Fiff.  63. 


I  11  I 


\t^ 


ß 


H 


4.     /T\     Sl^     r\     ^'^      /C\     ^!^ 

\      kJ       ^t\       \Lf      /»\       \U      •iX 


- -•5'^"-0---'?V-"-0-^l$ -0--^x^--0---Ji$- 


die  Ebene  in  Rechtecke, 
welche  dem  Rechtecke 
OFHQ  congruent  sind, 
so  erhält  Jamw  in  je- 
dem Rechtecke  periodifcb 
die  Werthe,  welche  in 
dem  ersten  desartigeo 
Rechtecke  Yorkamen. 
Für  letzteres  ist  noch  »i 
bemerken,  dass  Jawt 
darin  zweimal  xn  Null 
wird,  nämlich  an  den  mit 
0  bezeichneten  Stellen 

• 

und  dass  femer  Jamw 
Yiermal  unendlich  wird, 
nämlich  in  den  Ponkteo 
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iE*,    2K+iK\     3.iK\     2K  +  S.iK\ 
die  wie  gewöhnlich  bezeichnet  sind. 

IV.    Das  Addltionstlieorem. 

In  der  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  (S.  328)  wurde 
gezeigt,  dass  die  Gleichung 


J  V(i— «*)(!— Ä»««)!/  Va 


^y 


dß 


-A 


,  V(i-^»)(i_Ä«i»i) 

statt  findet,  sobald  die  Grössen  x,y,e  der  Bedingung  genügen 

*^>       '  = 1  -  k^x^y' ' 

der  Beweis  dieses  FundamentaltheoremeB  beruhte  auf  identischen 
Transformationen  und  bleibt  daher  ungeändert,  wenn  man  sich  un- 
ter den  oberen  Integralgreuzeu  x,  y^  z  complexe  Zahlen  vorstellt  und 
die  Vieldeutigkeit  der  Integrale  dadurch  vermeidet,  dass  man  die 
Integrationswege  geradlinig  nimmt.  Bezeichnet  man  nun  die  obi- 
gen drei  Integrale  der  Reihe  nach  mit  u,i\w^  so  ist  einfach 

tt  +  v  =  «7, 
ferner 

X  =  sinamu^    y  =  sinamv,    e  =  sinamw^ 
d.  i. 

e  =  sin  am  (u  + 1;), 

and  nach  Substitution  dieser  Werthe  von  x^y^e  geht  die  erwähnte 
BedingUDgsgleichung  in  die  folgende  über 

.,.  y  .  X  sinamucosamv^JamvA-sinamvcosamu^amu 
41)    8tnam(u  +  v)= — -— — 

Diese  entspricht  der  goniometrischen  Formel  für  sin  (u  -f- 1^)  und  ver- 
wandelt sich  in  letztere  für  A;  =  0.  Lässt  man  —  t^  an  die  Stelle 
von  V  treten,  so  ändert  nur  sin  am  v  sein  Vorzeichen,  und  es  wird 
dann  der  zweite  Theil  des  Zählers  negativ. 

Aus  der  Gleichung  40)  erhält  man  leicht 

w- V(I  -  x^)  (1  -  y«)  -  xy  V(l  -  k^x^ni  -  Ä;»y«) 

y*^       '  —  1  -  fc»x»y»  • 

d.  L  zofolge  der  Werthe  von  x,y,e 


^am 
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42)  co»at»(t«  +  f7)= — -— — ; 

bei  negativen  v  ändert  der  zweite  Theil  des  Zählers  sein  YoneicheD. 
Die  Formel  40)  giebt  femer 

w- p-_V(i-^A;'a;«)(l-IfeV)~fc«a:yV(l--a?«)(l--r] 

\    ^  1  —  *"'a?»y2 

mithin 

43)  ^am(tt  +  t>)= ; rr^-i r-z ; 

für  negative  v  wird  der  zweite  Theil  des  Zählers  positiv. 

Lässt  man  1 1;  an  die  Stelle  von  v  treten  und  beaditet  die  Fo^ 
mein 

sinamiiv)  =  iing am{f>,V),  co8am(iv):= ; — ryr, 

^   ^  cf      \  »    /»  V    /      cosam(f;,  Ir) 

^'""^  —  cosamiv.Jfr)' 
so  werden  die  Gleichungen  41),  42)  und  43)  zu  den  folgenden 

sinain(u  4-  ^t')  = 
sinamu  ^am(v,Jsf)-^i  cosamu  ^amu  sinam(v,  V)  cosom(r,0 
cos'  am  (t;,  &^  +  *'  sm'  am  t«  stn*  am  (r,  A?*) 
cosam(tf  +  iv)  = 
cos  aw  u  cos  am  (y,  äQ  —  t  smaiittf  ^/  amu  sin  am  (t?,  fcQ  ^aw  (r,  tQ 
cos'  am  (t;,  A^  +  Ä'  sin'  am  u  sm'  am  (v,  ifcO  ' 

ieiam(u  +  iv)  = 
ddamu dam{vjt!) cosam{v^ feQ — tfc'stnamu  cosom ustn aw(t,y) 
cos^  am  (v,  ä*)  +  k^  stn'  am  u  stn'  am  (t?,  Ä') 
Aus  diesen  Fundamentalformeln  ergeben  sich  zahlreiche  Bela* 
tionen,   welche  den  verschiedenen  goniometrischen  Formeln  analog 
gebildet  sind,  und  ebenso  wie  letztere   durch  blosse  algebraisch« 
Combinationen  der  Grundformeln  abgeleitet  werden  können.     So  ist 
z.  B.  für  t?  =  u 

2 sinamu  cosamu  damu 


stnam2t«  = 

cosam2u  = 

^am2u  = 


1  —  Ä' sin*  am  tt        * 
1  —  2  sin^amu  +  ik'stn^omit 
1  —  k^sin^amu  * 

1  —  2Äi'stn'amtt  +  k^sin^amu 


1  —  k^sin^amu 
Im  speciellen  Falle  u  =  \K,  am2u  =  am  K  =  \x  kennt 
man  die  Werthe  der  linken  Seiten  und  erhält  dann  umgekehrt 
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Kl  K       \l     y  .      K     .r-r 

Auf  gleiche  Weise  findet  sich 

Si» am --- = --pr ,   cosawi---=    1/ — ■ — ,  ^ai»-7r-=  Kl  +  Ä, 
^  yk  2  Y       k  2 

woraus  dann  weiter  folgt 


sin  am 


—  k 


\     —    2  / 
sin  am 


Setzt  man  zur  Abkürzang  amw=^  tp^  am  v=:  ij;,  am(u  -|- 1^) 
=  <5,  am(u  —  v)  =  t,  so  gelangt  man  leicht  zu  den  Formeln 


0<7»V 

T 

9JnJ* 

1 

—  Ä'stn'ywn«*' 

8in0 

— 

sint 

:= 

r 

2sin^cosq>dq> 

€08  Ö 

+ 

COST 

= 

2cosq>co8ip 

1 

—  k^sin^(psin^tlf* 

cosö 

— 

COSX 

— 

28inq)  sintif  d  q>  dilf 
1  —  Ä»sm»9Stn«^' 

jfia 

4- 

dt 



2dq>Jif 

*J  \M 

1 

—  Ä'stVysm»*' 

yla 

— 

dz 

2k^sing>  cosq)  $inilf  cos i 

JLM  \ß 

1  —  k^sin'^fpsin'^^ 

sinösinr 

— 

r 

sin^q)  —  sin^ip 
—  k^sin^q>sin^tlf' 

tii 

nart 

ftnuT 

cos^tp  —  sin^V'  ^*9> 

k'^sin^g>8in^ilf 


iniüi^ 
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1  —  Ä'fitn'qpstn*^ 


Bei  der  Leichtigkeit  solcher  Gombinationen  dürfte  eine  gröesere  As- 
häufong  von  Formeln  überflüssig  sein. 

Bevor  wir  diesen  Gegenstand  verlassen,  wollen  wir  noch  seigec. 
wie  die  Addition  und  Multiplication  elliptischer  Integrale  mitt«jt 
einer  geometrischen  Gonstruction  ausgeführt  werden  kann.  Es  eeie: 
zwei  Kreise  gegeben,  von  denen  der  eine  den  anderen  nniscUieg.« 


Fig.  54. 


möge  (Fig.  54);  der  gw- 
sere  Kreis  habe  C  mm  Mit- 
telpunkte und  AG  =  i 
zum  Halbmesser;  der  Mit- 
telpunkt des  kleineren  Krei- 
ses sei  2>,  der  Halbmess'f 
I)T=r;  endlich  beseich:- 
CD  =  h  die  Centrale  bei- 
der Krebe.  Von  ir^ge^: 
einem  Punkte  P  des  insse 
ren  Kreises  ziehe  man  eine  Gerade ,  welche  den  inneren  Kreis  in  ^ 
berührt  und  den  ersten  Kreis  zum  zweiten  Male  in  Q  schneidet;  i^f 
Peripheriewinkel  über  dem  Bogen  AP  heisse  o,  der  über  dem  B^ 
gen  APQ  stehende  Peripherievnnkel  <5;  es  ist  dann  ^  ACP^-^ 
Z.  ACQ  =  2<5,  ferner,  wenn  Gü  senkrecht  zu  PQ  und  CFp 
rallel  zu  PQ  gelegt  wird,  ' 

Z.  PCU=  6  —  (a,  Z  ACü=6  +  o, 

^^CF=- 1«  +  <j -1- cj,    ^DCF=|«  —  (0  +  4 

Aus  der  Gleichung  DT  =  Cü  +  DV  folgt  nun 

r  =  Rcos{ö  —  fl>)  -|-  hcos(ö  +  oi) 

oder 

44)  r  =  (B  +  h)cos6cos(D  +  (i?  — Ä)«nöÄfncD. 

Lässt  man  speciell  P  mit  A  zusammenfallen,  so  wird  o  =  0  tuiii  ^ 
geht  in  den  constanten  Winkel  A  CB  über,  welcher  2  a  heissen  do:- 
für  diesen  ist 

r  =  {B'\'h)ca8a^ 
woraus  folgt 

'""- R-+h '     K  *~(RfA)«-r»"""-Ä  +  * 

Zur  Abkürzung  setzen  wir 


stn 
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dividiren  femer  die  Gleichung  44)  durch  B  -^  h  und  suhstituiren 
die  Werthe 


=  eosa^ 


Ä  — Ä 


=  Vi  —  k^sin^ai 


R+h  '       R+h 

wir  erhalten  dann  die  Relation 

cosa  =  C08ÜCOSC9  +  stnösincaVl  —  k^sin^a^ 

welclie  nichts  Anderes  ist  als  die  Bedingung  für  die  Existenz  der 
Gleichung 

F(h,  6)  —  F(h,  ©)  =  F(Ä,  o) 
oder 

FQc,  6)  =  F(h,  a)  +  F(k,  co). 

Hieraus  entspringt,  wenn  %,  a  und  <o  gegeben  sind,  folgende  Con* 
struction  von  Ö,     Man  wähle  S  willkürlich,  bestimme  hieraus 

1  _  Vi  —  k^sm^a 


h  =  B 


1  +  Vi  —  k^iin^a 


zeichne  die  beiden  Kreise,   nehme 

Fig.  65. 


r  =  (B  +  Ä)  cosa, 

Z.  A  CP  =  2  CD  und  ziehe  die 
Tangente  PTQ\  die  Hälfte 
des  Winkels  ACQ  ist  dann  (S, 
Diese  Construction  lässt 
sich  mehrmals  nach  einander 
anwenden,  indem  man,  wie 
Fig.  55  zeigt,  der  Reihe  nach 
die  Tangenten  PPi,  PjPj, 
P^Pi  u.  B.  w.  zieht  und  die 
Winkel  A  CP,  ACPu  ACP^ 
etc.,  welche  nach  derselben  Dre- 
hungsriehtung  weiter  zu  zäh- 
len sind,  mit  2  cd,  2  Oi,  2  0|  etc. 
bezeichnet;  es  wird  nämlich 
F((dO  =  1'X«)  +  F(g)), 
F(a3,)  =  F(«)  +  F(a>,)  =  2F(a)  +  F(cj), 
F(g>3)  =  F{a)  4-  F(o,)  =  3F(a)  +  F(cj), 

und  überhaupt 

45)  F(öO  =  nFia)  +  F(fii). 

Im  speciellen  Falle  o  =  0.,  d.  h.  wenn  man  das  successive  Tangen- 
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tenziehen  nicht  mit  P  sondern  mit  A  anfangt,  wird  F(a^  =  n  F(c\ 
wodurch  das  Moltiplicationsprohlem  seine  constractiTe  Lösung  er- 
hält. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Frage,  unter  welchen  UmFiäc- 
den  die  gebrochene  Linie  PFiP^  ...  in  sich  zurückkehrt,  also  zu 
einem  Polygon  wird,  was  entweder  nach  einmaligem  oder  erst  nach 
mehrmaligem  Umlaufe  um  den  kleineren  Kreis  geschehen  kann.  Be- 
schränken wir  uns  auf  den  ersten  als  den  einfachsten  Fall,  und  set^n 
wir  voraus,  dass  das  Polygon  n  Seiten  erhalten  solle,  so  muss  Jor 
Endpunkt  P»  mit  dem  Anfangspunkte  P  coinddiren  (bei  dem  Vier- 
ecke der  Figur  P4  mit  P);  die  Bedingung  ist  abo 

Z.  A CPn  =  27C  +  ^  ACP    oder    o«  =  sr  +  o, 

wodurch  die  Gleichung  45)  übergeht  in 

F(ä  -f  ö)  =  nF(a)  +  F((o). 

Wegen  F(ä  +  o)  =  2  JT  +  F((d)  hebt  sich  beiderseits  F(<o)  und 
es  bleibt  die  von  cd  unabhängige  Gleichung  übrig 

2K=  nF(a). 

Geometrisch  heisst  dies:  wenn  die  Radien  nebst  der  Centrale  beider 
Kreise  der  vorliegenden  Bedingung  genügen,  so  schliesst  sich  diis 
Polygon,  wie  auch  der  Anfangspunkt  P  gewählt  werden  möge.  Aa? 
der  obigen  Gleichung  folgt 

2K 

a  =  am 

9t 

und  es  ist  daher  nach  den  früheren  Formeln  für  cos  a  und  ^/(r) 

r  2K        R  —  h         ^       2K 

46)  ^.^^.cosam  —  ,      __  =  ^a^_, 

worin 

_        4.Bh  _  (R  ^  ny  -  r» 

—  (R  +  hy  —  r^'       "    —  (Ä  +  Ä)«-r»' 

2K 

Berechnet  man  für  ein  gegebenes  n  entweder  cosam^ —  oiitT 

2K. 
d am  — ,  so  enthält  jede  der  Gleichungen  46)  nur  die  Grossen  K 
ft 

r  und  h\  sie  drückt  also  die  Bedingung  aus,  welche  zwischen  den 

drei  genannten  Grössen  stattfindet,   sobald  das  fi-£ck  gleidizeitig 

ein  Sehnen-  und  ein  Tangentenvieleck  ist. 

Für  das  Dreieck  gestaltet  sich  die  Rechnung  folgendermaassen. 

Aus  der  allgemeinen  Formel  für  die  Addition,  nämlich 

COSfpCOBi>  —  8fn95in^z/((;)  =  CO90 
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oder 

cosamu  cosamv  —  sinamusinamv  ^ain(U'{'V) 

=  co3afn(u'\-v) 

erhält  man  zunächst  für  u  =  v  =  flT 

cos^amlK  —  sin^  amlK  ^  am^K' =  cosam^K; 

weil  ferner  ^K=  2K  —  IK  und 

dam{2K—io)  =  Jamw^    cosam(2K—w)  =  —  cosamw 

ist,  so  hat  man  auch 

eos^amlK  —  sin^amlK^/JimlK  =  —  cosamfJT. 

Schafft  man  alle  Grössen  auf  die  linke  Seite  und  drückt  den  Sinus 
durch  den  Cosinus  aus,  so  findet  man  leicht 

(1  '\'COsamlK)[co8amlK  —  (1  —  cosa»t|Ä)  z^amfZ]  =  0, 
und  hier  kann  man  den  ersten  Factor  streichen,  weil  er  von  Null 
verschieden  ist.     Die  übrig  bleibende  Gleichung  lässt  sich  in   der 
Form  darstellen 

a_   ,    co3am\K       , 

und  diese  giebt  nach  Substitution  der  Werthe  aus  Nro.  46) 

r  f 

+  ^5-^=1 


B  +  h    '    R" h 
oder 

Ä«  =  JB(B  — 2r) 

wie  hinreichend  bekannt  ist. 

Für  den  Fall  n  =  4  hat  man  sehr  einfach  aus  Nro.  46)  und 
zufolge  der  schon  berechneten  Werthe  von  cos am\K  und  dam\K 
(S.  393)  

und  durch  Division 


R-h     vTTI? 

IKe  erste  tuid  dritte  Gleicliaog  geben 

G-Ti)' + (^y = ■■ 

oder 

2(B«  +  Ä2)r»  =  (Ä>-Ä2)«. 

Beim  Fünfeck  erhalt  man  durch  eine  ähnliche  Rechnung  wie 
beim  Dreieck 
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r(R  +  h)V2B 

=  r(B  +  Ä)VB  —  Ä  —  r  +  (2? -  Ä)  (Ä  +  Ä  +  r)  Vä  +  ä  -  r 
für  Polygone  von  noch  mehr  Seiten  werden  die  Formeln  sehr  ver- 
wickelt *). 

V«   Potenzenreilien  und  ReUienquotienten  f&r  die 

elliptisolien  FunctioneiL 

A.  Nach  den  Untersuchungen  in  Abschnitt  m.  wird  die  FaB^ 
tion  sin  am  w  zum  ersten  Male  unendlich  für  w  =  iK^^  sie  bleibt 
daher  synektisch  innerhalb  eines  mit  dem  Radius  K'  um  den  Cooi^ 
dinatenanfang  beschriebenen  Kreises.  Zufolge  des  auf  oomplexe  Ti- 
riabelen  ausgedehnten  Satzes  yon  Mac  Laurin  (S.  85)  Ifisst  sich 
nun  sinamtD  in  eine  nach  Potenzen  von  to  fortschreitende  und  cot* 
yergirende  Reihe  verwandeln,  falls  der  Modulus  von  ff  weniger  tli 
K'  beträgt  Wegen  sin  am  { — w)  =  —  sin  am  w  kann  diese  Reih" 
nur  ungerade  Potenzen  von  fo  enthalten,  mithin  ist 

sinamw 

(dsinamw\    w        /d^sinamio\         fo^ 
dw      )o  T  ^  \      dif?3      J^  1.2.3 


/d^sinamto\  fg* 

"^  V      dw^      /o  1  .  2  .  .  5  '^ 


Die   angedeuteten  Differentiationen    lassen   sich    mittelst   der   For- 
meln 

dsinamw        .  . 

-  =  -|-  cosamw ^amw^ 


dw 

dcosamto 
dw 

ddamw 
dw 


=  —  sinamw  ^amw^ 


=  —  k^sinamw  cosamw 


')  Die  Formel  für  das  Dreieck  findet  sich  saerst  bei  Eoler  (Not.  co<cb 
Petropol.  XI,  pag.  lU);  far  die  Fälle  n  =  4,  5,  6,  7,  8  hat  Nicol.  Fu 
die  geometrische  Ableitung  der  Relationen  gegeben  (Note  acta  Petrop<i 
XIII,  a.  1798,  pag.  166  bis  189).  Den  Zusammenhang  dieser  Aufgab«  cj: 
der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  zeigte  Jacob i  in  der  Abhandlor-x 
„Ueber  die  Anwendung  der  elliptischen  Transcendenten  auf  ein  bekannte* 
Problem  der  Elementargeometrie''  (Grell e's  Journal,  Bd.  III,  S.  376),  v«"- 
mit  eine  denselben  Gegenstand  betreffende  Abhandlung  Ton  Rieh«!': 
(Cr  eile 's  Joum.  Bd.  XXXVIII,  S.  353)  lu  vergleichen  ist 
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der  Reihe  Dach  dosfuhren,  z.  B. 
d^sinamuf 


d^sinamw 


dw^ 

U.  B.  W. 

und  gehen  für  fr  =  0  die  Coefficienten  der  Reihe.     Noch  einfacher 
ist  es, 

sinamw  =  AiW  +•  A^w^  +  Äito^  -j-  .  .  . . 

d^  sin  am  10 
zu  setzen,  diesen  Ausdruck  in  die  Fotoel  für r— ;; zu  suhsü- 

tairen  und  nachher  die  heiderseiiigen  Coefficienten  von  IP,  w^  etc. 
zu  vergleichen.    Das  Resultat  ist 

47)  smami.  =  t.  -  yTTTs''   +   1.2.3.4,5^^ 

1  4-  135  A;^  +  136  k*  +  Ä;^    ^ 
1.2.3.4.5.6.7      *^ 
.    14-1228Ä;2+5478Ä;*  +  1228Ä;«  +  Ä8    , 
^       1.2.3.4.5.6.7.8.9 
modto  <C  JST'. 

Für  Ä  =  0  wird  sinamw  =  ^m«;,  Z^'  =  oo,  und  die  Reihe  iden- 
tisch mit  der  bekannten  immer  convergirenden  Sinusreihe;  für  k=l 
und  K'  =  \x  kommt  man  auf  die  Formel  12),  S.  277  in  Thl.  I., 
zurück.  ^ 

Da  die  Function  eosamto  gleichfalls  synektisch  bleibt  innerhalb 
eines  mit  dem  Radius  K'  um  den  Coordinatenanfang  beschriebenen 
Kreise^,  0o  existirt  auch  für  eosamto  eine  Potenzenreihe,  die  aber 
wegen  cos  am  ( — w)  =  eosamto  nur  gerade  Potenzen  von  u>  ent- 
halten kann.  Ihre  Coefficienten  leitet  man  am  einfachsten  aus  den 
Coefficienten  der  vorigen  Reihe  dadurch  her,  dass  man  die  Relation 

sin^amtp  +  cos^amto  =  1 
anwendet.    Man  erhält  auf  diesem  Wege 

48)  cosamtv  =  1  -  ^ir«  +  /  t  T.^"^ 

_  1  +  44fc»4-  16fe^^, 
1.2.3.4.5.6 

,    1  +  408ÄJ«  +  912*«  +  64Ä«    „ 
j_ : : 1(7« ...... . 

^       1.2.3.4.5.6.7.8 
modw  <  K'. 

Sc hlö milch,  Analysia.  n.  26 
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Aach  ftlr  die  Function  /^amw^  die  inn^halb  eines  mit  dem 
Badios  B^  um  den  Coordinatenanfang  beschriebenen  Kreises  synek- 
tisch  bleibt,  gilt  eine  nach  geraden  Potenzen  von  to  fortschreitende 
Entwickelung.    Mittelst  der  Relation 

findet  man  leicht 

49)  ^«>'»^  =  l-r72^^+1.2.3.> 

1.2.3.4.5.6 

,    Ä;«(64  +  912&»  +  408Ä*  +  Jt0    « 
^     1.2.3.4.6.6.7.8 

modfo  <C  K'. 
Durch  Differentiation  oder  Integration  in  Besiehung  auf  w  btr 
Ben  sich  aus  den  vorigen  Reihenformeln  noch  beliebig  viele  ando^ 
weite  Entwickelungen  herleiten,  z.  B. 

50)  cosamw  ^amto 

1.2^      1.2.3.4 

51)  sinamtPjdamfo 

1.2.3^1.2.3.4.5 

52)  sin  am  w  cos  am  w 

4  +  Ä«     ,    ,    16+44Ä«-hÄs*    , 

=  1(7 ! 1173   J_, ! 1 1£75  — 

1.2.3^1.2.3.4.6 
wobei  immer  mcdw  <C  S!  sein  muss.    Aus  der  Bemerkung,  dass 

m 

— ' =  jilamw   mithin    amw  =  /  /famwdw 

dfo  J 

0 

ist|  ergiebt  sich  noch 

53)  amu>  =  k;  — no^  +  ^= — - — - — i^ 

^  1.2.  3^1. 2. 3. 4. 5 

*«(16  +  44*«  +  Ä;*)    ^, 


1.2.3.4.5.6.7 

A;»(64  +912ikg  +408A;*  +  Jb<)    ,_ 
"*"l.2.3.4.5.6  .7.8.9*^ 
modw  <;  JT'. 
Wie  man  mittelst  dieser  Fundamentalformeln  zusanunengesets* 
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tere  Functionen,  s.  B.  sm'am«;,  tngamto  und  dergleichen  ebenfalls 
in  Potenzenreihen  verwandeln  kann,  ist  leicht  genug  einzusehen,  und 
es  wird  daher  das  folgende  eine  Beispiel  genügen. 

Die  Function 

stnamw 

erhält  für  «7  =  0  den  Werth  /(O)  =  1 ,  sie  bleibt  femer  synektisch 
von  K7  =  0  bis  dahin,  wo  amamw  zum  ersten  Male  yersch windet. 
Nun  wird  ainamtv  =  0  sowohl  für  w  =  2K  als  fiir  ic^  =  t  .  2K*; 
die  Reihenentwickelung  gilt  daher,  wenn  K  <i  K'  ist,  unter  der 
Bedingung  modw<^2K\  im  Gegenfalle  K*  <iK  muss  modw<^2K' 
genommen  werden.  Beide  Fälle  sind  leicht  zu  trennen.  Ist  nämlich 
ÄJ«  <  5  oder  2*«  <  1,  so  folgt  &«  <  Ä/»,  ^(Ä,  qp)  >  JQi,  9), 

^       <  -zrn? — ^  «nd  K  <  IT'; 


für  %*  ^  I  ergiebt  sich  durch  analoge  Schlüsse  K'  <i  K,  Die  obige 
Function  besitzt  noch  die  Eigenschaft  /( — w)  =:zf{to)  ist  also  eine 
gerade  Function  und  giebt  folglich  eine  Reihenentwickelung  von 
der  Form 

AM 


stnamw  '      '  '        '    "" 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  Nro.  47)  und  vergleicht  dann 
beiderseits  die  Coefßcienten  von  f^',  to*,  w^  etc.,  so  erhält  man  der 
Reihe  nach  die  Werthe  von  Oj,  04,  Oc  etc.,  und  gelangt  schliesslich 
zu  folgendem  Resultate: 

KA\         1  1     .     1  4-  Ä*        .    7  —  22fe»  +  7k*    , 

54)    =  —   -4 ■ w  4- 10 

^  sinamto        w^l.2.3      ^      3. 1.2. .5 

,    31  —  15Ä«  —  15Ä*  +  31Ä«    ,  , 
-| IT*  -f- 

wobei  die  Bedingungen 

far.Ä;<-7=,       modw  <^2K^ 
V2 


modta  <  2K' 


einzuhalten  sind.  Im  specieUen  Falle  A;  =  0  kommt  man  auf  die 
Formel  für  cscu;  zurück  (Tbl.  I,  S.  245,  Nr.  31),  im  Falle  k  =  l 
ergiebt  sich  die  Gleichung  10)  auf  S.  277  im  ersten  Theile*). 

*)  Die  obigen  Potenzenreihen  sind  zuerst   von  Jacob!  entwickelt  wer» 
den,  jedoch  ohne  Bestimmung  der  GüUigkeitsgrenzen  (Fnndam.  nova  theor« 

26* 


f(! 
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R  Ein  zweites  Ifittel  znr  explieiten  DanteUmig  der  ellipÜBdien 
Functionen  bieten  die  Quotienten  zweier  Potenzenreihen;  man  ge- 
langt hierzu  auf  folgendem  Wege. 

Aus  der  unbestimmten  Integration 

hu'  -  -\         ^'         =  V(i-^*)a -***») 

«V  V(l— «»)(!— Ä»«»)  " 

erhält  man  sehr  leicht 

J  V(i_^j)(i«.A;2^»)j/  \  WV(1— ipt)(l— t»ir«) 

und  für  »  =  stnamfr 

JT  K 

/dw  I  (k^sm^amw r-z ]dw  =  Ismamw. 
J  \                        stn'amtc)/ 

Femer  ist 

A^  jr  w 

»00 

=  Ä"  —  Iß  —    /  "k^^in^amiodw^ 

0 

wobei  man  den  Werth  K  —  JE7  mittelst  der  Substitution  amw  :=  f 
findet,  und  es  ergiebt  sich  weiter 

JT  K 

j  dw  j  Vsm^amwdw 

K  w 

=  (K^jB){K'-'w)  —  Jdfojh^sm^amwdw 

w  0 

K  w 

=  {K—E){K—w)—    I  dw  /  k^sin^amtodfc 

0  0 

•P  w 

+    I  dw  I  h^sm'^amwdw. 


fnnct.  ellipt  pag.  114).  Hermite  behaoptet  in  semer  „TJeberdcht  der  TVo- 
rie  der  elliptischen  Functionen",  übersetct  von  Natani,  S.  46,  daae  die  R«i- 
henent Wickelungen  far  atnamw^  cos  am  w  and  Jamw  an  die  Bediogaag 
-—  1  <C  10  <  -(~  1  gebunden  seien;  dies  ist  ein  Irrthumy  wie  tchoo  d» 
Fälle  Jb  =  0  und  ib  =  1  beweisen. 
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Das  erste  Doppelintegral  rechter  Hand  hesitzt  einen  constanten 
Werth  O^  auf  den  es  Yorläufig  nicht  ankommt;  wir  rechnen  ihn  mit 
(K-^I1)(K — w)  znsammen,  indem  wir  setzen 

and  erhalten  somit 

55)         Isinamw  =  a  +  ftir  -f    I  äto  I  k^sin^amwdw 


0  0 

K  K 

-    fdtof- 

J  J    SVI 


dw 


sin*  am  w 


Geht  man  zweitens  Ton  der  Integralformel  ans 

ffkijfi  —  1  —  h^JS^ dß_ gVl—fe«if« 

J  \  1  —  xr»  /  y(l— ip8)(l— Ä'iP»)  ~  Vi  —  M*   * 

60  gelangt  man  leicht  zu  der  Gleichung 

J  V(l-jp>)(l-Ä;«;»')/  \  l—e^  /V(l-iP'^){l-*«i?«) 

die  sich  für  je^  =  stnamtc?  in  die  folgende  verwandelt 


w  w 


56)   Icosamw  =z    1  dw  1  k^sin^amwdw —  1  dw  1  — dw. 

J       J  J       J  cos* am  w 

0  0  0  0 

Drittens  führt  die  Integralformel 

J  \  1  —  h*ßV  V(l— r»)(l— ifc»;»«)  Vi  —  h*s* 

za  der  Gleichung 

und  daraus  ¥rird  f ür  ;9  =  sin  am  w 


w  w 


57)     li^aiitfr  =z  I  dw  I  h^sin*amwdw  —  I  dw  I  —ß dw. 

0  0  0  0 

Setzt  man  zur  Abkürzung 
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K  K 


'^  J       J  stn^a 


du) 
mw 


fl  =  —    I  dto  I  — du?,     r  =  —    I  dw  I  -—zz a», 


8  =  —   j  dw  j  k^sin^amwdw. 


0  0 

80  erhält  man  aus  den  Formeln  55),  56),  57)  die  folgenden 

fP  fi9  f^ 

58)      sinomw  =  — ,     cosaiww  =  — ,      ^/afiiw  =  — , 

und  demnach  lassen  sich  die  drei  hauptsachlichsten  elliptischen  Font- 
tionen  als  gebrochene  Functionen  von  gleichem  Nenner  ansehen- 
Den  letzteren  untersuchen  wir  zunächst 

Ist  der  Integrationsweg  des  w  so  beschaffen,  dass  «m'amr 
längs  desselben  synektisch  bleibt,  so  bildet  aus  nahe  liegenden  Gras- 
den  s  gleichfalls  eine  synektische  Function  von  iio\  dasselbe  gilt  dam 
hinsichtlich  des  e*.  Führt  dagegen  der  Integrationsweg  durch  sol- 
che Punkte  hindurch,  in  welchen  sin^amvo  unendlich  wird,  so  kanc 
man  diesen  Integrationsweg  durch  einen  Weg  der  ersten  Art  er 
setzen,  sobald  man  noch  diejenigen  Integral werthe  hinzufügt,  welche 
den  Umkreisungen  der  vorkommenden  Ausnahmepunkte  entsprechen. 
Es  zerfallt  dann  5  in  einen  synektischen  und  in  einen  asynektischtn 
Theil,  wobei  es  vomämlich  auf  den  letzteren  ankommt.  Es  wird 
nun  ün^amw  unendlich  für 

11?  =  2mK  +  f(2n+l)/r, 
wo  m  und  n  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten ;  bezeichnen  wir  dieses 
Werth  kurz  mit  cund  denken  uns  den  betreffenden  Ausnalunepunb 
mittelst  eines  Contours  von  beliebiger  Kleinheit  umgangen,  seist 
für  alle  Punkte  dieses  Contours  w  von  der  Form  w  =  c  -}"  *  +  *l 
=  c  +  JBT  mithin 

fe*sin«a»ii(;  =  l^ün^amic  +  ff)  =  ib«Sfn»am(tÄ'  +  d) 

1 
sin^aniß 
Bei  hinreichender  Kleinheit  des  Contours  bleibt  modsf  innerhalb  der 
Grenzen,  welche  zum  Bestehen  der  Gleichung  54)  erforderlich  sind, 
und  es  folgt  dann 

jp*  9  15 
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oder  Yermdge  des  Werthes  Ton  g 

(w  —  cy  ^       3        '  15        ^         ^    ^ 

Daraus  ergiebt  aich  ein  Resultat  von  der  Form 

I  dw  I  h^sinl^amfiodw  =  —  I(c  — «?)  +  TT, 

worin  TT  die  'Summe  einer  convergirenden  und  fUr  fO  =  c  verschwin« 
denden  Reihe  darstellt  Denkt  man  sich  diese  Rechnung  fär  alle 
vorkommenden  Ausnahmepunkte  Ci,  C2,  etc.  ausgeführt  und  nennt 
man  f(yi)  den  synektischen  Theil  Ton  5,  so  erhält  man 

B  =f(to)  +  lici  —  w)  +  l(<h  —  tr)  4-  •  •  •  • 

—  T7,  —  T7,  —  TTs  — 

und 

c«  =  (ci— tt;)(cj— w)  .  . .  e^M-^i-^t-'" 

Obgleich  nun  8  nicht  synektisch  ist  und  sowohl  fOr  to  =  Ci  als 
10  =  Cj  etc.  logarithmisch-unendlich  wird,  so  ist  doch  e*  eine  synek* 
tische  Function,  da  sie  gerade  an  den  genannten  Stellen  verschwin- 
det. Hieraus  folgt,  dass  e*  für  alle  w  in  eine  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  io  fortschreitende  Reihe  entwickelt  werden  kann. 

Wie  man  bemerkt  haben  wird,  liegt  der  Nerv  der  vorigen 
Schluss weise  in  dem  Umstände,  dass  die  Function  ib'^'aififc  in 
der  Nähe  eines  solchen  Specialwerthes  fo  =  c,  f ür  welchen  sie  un- 
endlich  wird,  die  Form 

r^  _  ^x,  +  a  +  ßw^  +  yw^  -{ • 

annimmt  oder,  kürzer  ausgedrückt,  dass  h^sin^amw  für  10  :=  c  ein 

Unendlichgrosses  von  derselben  Ordnung  wie  j — ^^  wird.    Die 

nämliche  Eigenschaft  kommt  auch  den  folgenden  drei  Functionen  zu 

1  ^^amw        k^cos^amw 

sin^amto^      eos^amw^         d^amw   ' 
nur  sind  hier  die  Werthe  von  c  andere  als  vorhin;  die  Folgerung 
bleibt  aber  dieselbe,  d.  h.  jp,  g,  r  werden  logarithmisch  -  unendlich, 
e^j  ef^  er  bleiben  synektisch  und  können  daher  in  Potenzenreihen 
verwandelt  werden. 

Die  Bestimmung  der  Reihencoefücienten  hat  keine  Schwierig« 
keit    Man  findet  zunächst  aus  Nro.  47) 

3  5*9 

femer  durch  zweimalige  Integration 
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*• 


3  .  4 
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,   ,    Jfc«  +  Jfe*    .       2ft«  +  133b*  +  2**   ,  , 


3.5.6 


5.7.8.9 


endlich  mittelst  der  Ezponentialreihe 


«•  =  1  +  7  + 


«» 


+ 


«• 


1.2    '    1.2.3 


+ 


•    .    .    • 


k^ 


^    .    ft«  +  **  8ÄJ»  +  ITifc*  +  Sfc«    .  , 

«?*  +  "5 — ^ — ^^* 1 "^ — ^ — 5 — TT'^'^ 


3.4"^      '3.5.6  4.5.7.8.9 

Ans  Nro.  68)  geht  femer  hervor,  dass  die  Entwickelungen  von  eK 
e^t  ^  entstehen,  wenn  e*  der  Reihe  nach  mit  den  Entwickeluigen 
von  8tnamt(7,  co^amw^  /iamw  moltiplicirt  wird;  die  Resultate  siod 
dann  folgende.     Statt  der  Grleichungen  58)  schreiben  wir 

ggx  .. w  —  h^^  +  ^sw*  — 


60) 


61) 


wnamw  = 


eosamw  = 


damw  = 


—  th^^  +  f*4W*  — 


—  t'jfT*  +-  V4W*  — 


—  X410*  -|-  Xew«  —  • 

und  in  diesen  für  alle  w  geltenden  Formeln  bestimmen   sich  di^ 
Coefficienten  durch  die  nachstehenden  Gleichungen,  in  denen  zur 
Abkürzung  1  .  2  .  3  .  •  •  m  mit  m'  bezeichnet  ist 
4'X4  =  2k\ 

6'Xe  =8(Ä«  +  Ä;*), 

8'X8  =32(Ä;»  +  Ä6)  +  68*«, 
10'x,o=  128(ÄJ«  +  Ä;8)  +  480(Ä^  +  *«), 
12' Xi,  =  512  (Ä«  +  Äji«)  +  3008(**  +  Jfe«)  +  5400  Ä« 


3'A,  —  ] 

L  +  *». 

5'Aj  —  ] 

l  +  *«  +  4fc», 

7%  =  ] 

L  +fc«  +  9(fc»+ft«), 

9'A,  —  ] 

l  +  Ä«  +  16|fc«  +  *«)—  «**. 

11' A,,—  ] 

.  +  ]fci<»  +  25  (k*  +  k»)  —  494  (k*  +  *«), 

2'IH  -] 

'■» 

4>4  — : 

l  +  2t». 

6'^  =] 

l  +  6**  4-  8*«, 

8'/«.         1 

l  +  12*«  +  60*«  4-  32*«, 

lO'fto  =  ] 

l  +  20*»  +  348**  4-  448*«  +  128*», 

12>„        ] 

•         •         •        • 

l  4-  30*»  4-  2372*«  +  4600*«  +  2880t»  4-  613i'« 
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4'V4  =  2Ä»  +  h^, 
6'v«  =  8*«  +  6k<  +  ft«, 
&vs  =  32&»  4-  60Ä*  +  12ik«  +  Ä», 
10'v,o=  128ÄJ«  +  448Jfc*  4-  348*«  +  20*»  +  *l^ 

12'i/i,=i  512*2  +  2880**  4-  4600*«  +  2372*»  4-  SO*^»  +  *", 

•  •••••••••••••••■••••*** 

Nimmt  man  speciell  *  =  1,  so  wird 

^ g— w  2 

sinam(Wt  1)  =  — ; ,  co8am(w^  l)=^ai»(tr,l)  ==---; — — » 

and  nach  der  zweiten  Formel  in  Nro.  58) 


e  * 


co$am(to,  1)  = T^» 


9' 

was  mit  der  Reihenentwickelung  in  Nro.  60)  übereinstimmt  *). 


VI.    Periodisolie  Reihen  und  Paxtialbriiohe  für  die 
einfaolisten  elliptlsolien  Functionen. 

Wie  man  aus  der  Untersuchang  über  die  periodischen  Reihen 
weiss  (S.  144,  VI.),  lässt  sich  jede  zwischen  u  =  0  und  t<  ==  A  end- 
lich bleibende  Functionen  einer  reellen  Yariabelen  u  in  jeder  der 
Formen 

|i4o  4-  -^1  cos  "^  +  ^3  ^^^-y"  +  ^  ^^'"ir  "' • 

„    .  Ät«  ,   -,    ,   2nu   .   ^    .  3  3ru 

BiStHT  +  Astn— r — [- J^aSin— T [-.••• 

n  n  n 

darstellen,  falls  u  auf  das  Intervall  0  bis  *  eingeschränkt  wird. 
Für  sich  betrachtet,  bleibt  die  erste  Reihe  ungestört,  wenn  man  u 
durch  —  u  oder  durch  M  +  2Ä,  tt4"4Ä,  t«4'6'^>  ^tc.  ersetzt;  sie 


*)  Die  Darstellung  Ton  «tnamir,  cos  am  w^  Jamw  als  Qaotienten  von 
Potenzenreihen  ist  zaerst  von  W  eierst  rasa  in  Grelle 's  Journal,  Bd.  52,  S. 
357  gegeben  worden,  wobei  die  Functionen  e*,  e^*,  ef,  ^  mit  Al{w)f  Al{w)if 
'^H'^h}  -^^{^h  bezeichnet  und  Abel' sehe  Functionen  genannt  sind. 
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bildet  also  eine  gerade  periodische  Function  von  u  mit  der  Periode 
2  h.  Ist  nun  zufälligerweise  die  Function ,  welche  man  in  die  erste 
Reihe  verwandeln  will,  selber  eine  gerade  periodische  Function  mit 
der  Periode  2/»,  so  gilt  jene  Reihenentwickelung  nicht  nur  Tontt=0 
hiB  u  =  h,  sondern  für  jedes  reelle  u.  Aus  ganz  ähnlichen  Schläs- 
sen  geht  hervor,  dass  eine  ungerade  periodische  Function  mit  dem 
Index  2  h  für  alle  reellen  u  in  eine  Reihe  der  zweiten  Art  verwan- 
delt werden  kann.  Da  nun  die  elliptischen  Functionen  reelle  Perio- 
den besitzen,  so  erscheinen  die  obigen  Reihen  als  sehr  geeignete 
Mittel,  um  jene  Functionen  wenigstens  für  alle  reellen  Werthe  von 
u  darzustellen ;  man  würde  z.  B.  für  h  =  2K  den  Amplitudencosx- 
nus  in  eine  Reihe  von  Cosinus,  den  Amplitudensinus  in  eine  Reihe 
von  Sinus  entwickeln  können.  Die  einzige  hierbei  zu  überwindende 
Schwierigkeit  betrifft  die  Bestimmung  der  Goefficienten  An  und  Bm't 
ist  nämlich  F(u)  die  gegebene  elliptische  Function,  so  kommt  es 
darauf  an,  die  Werthe  der  Integrale 

I  F(u)  cos  -n^^w  ttnd    /  F(u)sin  -T-=r du 

0  0 

oder  auch  den  Werth  des  einen  Integrales 

9f 


/ 


FMe'A^-Jt«,  '*  =  jj 


zu  entwickeln.      Wie   dies   geschehen    kann,  wollen  wir    sogleicli 
zeigen. 

Es  bedeute  u>  eine  complexe  Variabele  =  «  -f*  *<^f  femer 
sei  F(w)  eine  eindeutige  Function  von  «r,  die  innerbalb  eines  aos 
den  Seiten  2  K  und  2  K'  construirten  Rechtecks  nnr  zweimal  näm- 
lich für  w  =  iK'  und  für  w  =  2K  -\-  iE'  unendlich  wird,  md 
die  noch  folgende  Eigenschaften  besitzt 

Fiw  +  2  JT)  =  «1  F(w),  F(w  +  t .  2  JTO  =  «a  F(wl 

worin  €i  und  Cj  positive  oder  negative  reelle  Einheiten  bezeichnen. 
Nach  diesen  Voraussetzungen  betrachten  wir  das  Integral 

fF(tD)e'f^''dw 

und  nehmen  als  Integrationsweg  die  Peripherie  des  aus  den  Seiten 
0Ä  =  2K,  0B=2K'  construirten  Rechtecks  OACB,  wobei 
wir  die  Ausnahmepunkto  D  und  E^  welche  die  Werthe  iR*  und 
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2K  •\-  iE^  reprasentiren,  in  Halbkreisen  umgehen  (Fig.  S6).    Zu* 

folge  der  AusschlieBsung  Ton  D  und  E 
^*      *  ist  der  Werth  des  Integrales  =  0  oder 

+I(CB)+I(BPo)  +  I(PoPiP,)+IiP,0) 
Qi  =0. 

Nehmen  wir  die  Radien  der  Halbkreise 

l^i  Qi( ij     gleich,  DP  =  EQ=r  r,  lassen  sie  gegen 

die  Null  oonvergiren  und  setzen  zur  Ab- 
Qq    kürzung 

Lim[I(PoPiP2)  +  HQoQiQ^)]  =  S. 
so  bleibt   durch    Zusammenziehung    Ton 
I(ÄQq)  und  /(öaC),  sowie  von  1(3 Po) 
und  1(^3  0) 
/(Oil)  +  1(^0  +  I(CB)  +  I(BO)  +  S  =  0. 
Im  ersten  Integrale  substituiren  wir  «7= w,  im  zweiten  to  =  2K-\-iVf 
im  dritten  ic^  =  u  -|-  t .  2  JI^  im  vierten  to  =  «t;;  dies  giebt 

jF{u)e*f*^du  +  tc'-^A'^  JF(2K  +  iv)e'-f*''dv 

0  0 

-e-^f^^'  jF{U'\'i.2K')^l'''du  —  ijF{iv)e''f^^dv  +  S=  0 

0  0 

oder  zufolge  der  Eigenschaften  von  P 

2ir  sf 

(1  —  «2  e-^f^^')fFiu)^f^^du  +  i(6i  c'«^'  —  \)jF(iv)e-(^^dv 

0  0 

+  S  =  0. 
Die  Grösse  S  ergiebt  sich,   wenn  man  in  /(Po^i-Pj)  den   Winkel 
PiDP  =  Ö  mithin    w  =  iK'  +  re'^,   im  zweiten  Halbkreisinte- 
grale Z.  QiEQ  =  ß  mithin  w  =  2  JT  +  iJT'  —  rc'ö    aubstituirt 
und  zur  Abkürzung  ref^  ■=>  q  setzt;  es  ist  dann 

I(PoPiP,)  +  HQoQiQ,) 


-In 


—  i  jFiiK'  +  q)  e*/« «'' + p)  9 


({0 


ä» 


-J« 


—  i /^2!'(2  Ä"  + « JT '  —  9)  c*/« »  '  + '  «•  -  P)  9 


JÖ 


J» 
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and  bei  anendlich  abnehmenden  Q  wegen  F(2  JT  4* »)  ^  *i  P(«) 


8=Lim 


—  ie-t"f(fFiiE'  +  p)«*/«? 


de 


-\n 


J" 


-i»  ) 

Beachtet  man  noch,  dass  e'*^/'' =e'*"^=eosnjr  iat,  so  hat  man 
BchliesBlich  folgende  Gleichung 


iK  »Ä* 


62)  (1  —  Bte'^f»^')jF{u) «•>•  du —1(1  —  ci ea8n»)fF(iv)r'f'dp 


l- 


=ie-f^^'Um  jQ[F(iK'+Q)^f^9—SiCa8nnF(iK'—(f)er*He]dO, 


^In 


die  sofort  zor  Eenntniss  der  geenchten  Integrale  föhrtt  ^e  sich 
gleich  zeigen  wird. 

a.    Wir  nehmen  zuerst  F(w)  =  sinamw^  es  ist  dann 
fi  =  —  1,    «2  =  +  1»    •P(*«')  =7  itngam(v,h% 

LmlfFüK'  +  ,)]  =  Lin,y^]  =  1. 

Z.«,[,FOJf  -  ,)]  =  Lim[j^^]  =  -1. 

und  damit  geht  die  Gleichung  62)  in  die  folgende  über 

(1  —e-^i*^)  I  sinamut'f^''du  +  (l  +co$nni)  J  tngam(v,V)e-H*d9 

0  0 

_  ,  n(l  -  cosnn)  ^^^.^ 
k 

Durch  Yergleichung  der  beiderseitigen  imaginären  Theile  und  durek 
Substitution  des  Werthes  von  (i  ergiebt  sich  weiter 

(nnK\       2K  unM* 

K    \  r  .            .  nnu  .        9r(l  — cosnar)        tx 
1  —  c  J  I  st»awitt5iM-^-p-at«=— ^ — '6  I 

0 

und  wenn  man  noch  die  Abkürzung 

nK' 

K 

e  =q 
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einföhrt,  so  erh&lt  man  leicht  die  Gleichung 

2      /*  .  .    »ÄU  ,         3r(l — cosnTt)       Vg" 


ÄA 


2KJ  "'""      °      2K hK  1  — o«' 

0 

deren  linke  Seite  der  Coef&cient  B,  ist,  falls  stnamu  nach  den  Si- 

nos  der  Vielfachen  von  ■rrr=,  entwickelt  werden  soll.     Die  gesuchte 

2  JC 

Reihe  ist  nun 

63)  sinamu 

und  zwar  gilt  diese  Gleichung  för  jedes  reelle  u. 

Lässt  man  K —  1«  an  die  Stelle  von  u  treten,  so  erhält  man  noch 

b4;  — 

^amu 

=  -— —  1 = — /VIÄ = /MÄ 1 = ßöS — 


b.    Es  sei  ferner  F{w)  =  cos  am  w,  mithin 

«1  =  —  1,    f,  =  —  1,    F(iv)  =  secam(v,Jc^t 

die  allgemeine  Formel  62)  wird  dann  zur  folgenden 

iE  3r 

(1  +e-«^^  / cosami«c'^«da— t(l  +cösnÄ)  / 8ecam(v,h')€r'f*^dv 

_n(l  —  cosnar)  , 

_  j^  r-^   . 

Durch  Vergleichung  der  beiderseitigen  reellen  Theile  erhält  man 

2      r                   tiÄ«  -        «(1— cosn«)      1/3* 
—=  /  cosamueo8-'rrr=-du=—^ — T-= •  ^    ■    ,, 

0 
womit  der  Coefficient  An  f^  die  Entwickelung  von  cos  am  u  nach 

den  Cosinus  der  Vielfachen  von  ^^  bestimmt  ist.     Man  hat  dem- 

nach  folgende  Reihenformel 
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65)  cosamu 

2n 


JcK 


«>«  TT^  +  T-1^  cos -r^r  +  r-i^  CO«  ■T-=r  + 


1  +  g       2Ä:^l+g«        2K^l+q*       2K 
die  für  alle  reellen  u  gültig  bleibt. 

Ersetzt  man  u  dnrch  K  —  u,  so  erhält  man  noch 

66)  Jf  ü^i^ 

/jamu 

27t  fVg      .   nu        Vg»      .    Bau   ,     Vg*     .   5«tt  ) 

&    Wir  nehmen  drittens  F(ic)  =  ^amw  also 

^  stH  am  Q  j 

JWm[DF(«JS:'  — p)]  =  LimlA-icosafnQ'-r^ — l  =  +  t; 
^  \  *  ^  stnamQJ 

die  aUgemeine  Gleichung  62)  gestaltet  sich  dann  folgendermaassen 
«y  «/  co5£ifiirf,lrj 

0  0 

=  Ä  (1  +  cosnn)e'^f^'^\ 
Die  Yergleichung  der  reellen  Theile  giebt 

2  r^  »««*-,        «(l+eosna:)      Vg» 
2KJ      »"»'•'•^22r  IT  1+g- 

0 

und  daraus  folgt  die  aUgemein  gültige  Reihenentwickelung 

67)  damu 

'    n     .    2n(     q  nu    ,       g«  2xu   , 

Femer  ist,  wenn  K  —  u  an  die  Stelle  von  u  gesetst  wird. 


68) 


^amu 
2n  {     q  nu  g^  2nu 


n        2n  {     q  nu  g^  2nu   . 


.    •    •    •    • 


Mittelst  der  Relation 
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amu=  I  damudu 

erhält  man  noch  aus  Nro.  67). 
69)  amu 

d.    Die  gerade  Function  F(tD)  =  $in^afnw  läset  sich  gleichfalls 
nach  der  bishevigen  Methode  entwickeln,  wenn  gesetzt  wird 

sin^amu 
XU    .  2nu    .  3xu 


=  IÄq  +  Aicos—  +  Äi  cos  Y^  +  ^3  cos  ^Yjf  + 
Zunächst  hat  man 

2K 


.  •  .  • 


\Ao  =  --p  /  sin^amudu 


0 

oder  unter  Anwendung  der  Substitution  amu  :=  q> 

n 

K—  E 


,   .  1       Csin^q)  - 


Aus  der  Relation  sin^afn(2K — u)  =  sin  amu  ergiebt  sich  leicht 
Ai  =  As  =  Ai  .,.:=:  0,  bei  der  Bestimmung  von  An  kann  des- 
halb n  als  gerade  Zahl  vorausgesetzt  werden.     Es  ist  nun 

f,  =  -f-  1,    «2  =  +  1,    F(iv)  =  —  tng^am(v,h% 
Lim  [Q[F(iK'  +  if)e*f'  Q  —  Si  cosnnF(iK'  —  Q)e-*M]} 

k^sin^amg            k^         \\Sfnam^/       Q    J 
2i      .  nn 

mithin  geht  die  allgemeine  Formel  62)  über  in 

(l—er^f^^')r8in^amue'f**du  =  —^^erl^^'. 

0 

Die  Vergleichung  der  reellen  Theile  liefert 

i^  In 


2 
2 


l      r  .  ,  nnu  ,  /  ny  nq^ 

kJ  ^^^'^^^'O'Tk^''  =  -  KkK)  1=^ 


0 

and  damit  ist  An  bestimmt.     Für  n  =  2,  4,  6  .  .  .  wird  nun 
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70)  sin^amu 

und  zwar  gilt  diese  Gleichung  für  alle  reellen  u. 

Bevor  wir  uns  mit  weiteren  Reihen  dieser  Art  beschäftigen, 
wollen  wir  einen  Blick  anf  die  Substitutionen  werfen,  mittelst  deren 
sich  aus  jeder  Entwicklung  irgend  einer  elliptischen  Function  die 
Entwickelungen  anderer  elliptischer  Functionen  herleiten  lassen. 
Eine  solche  Substitution  ist  im  Vorigen  schon  angewendet  worden; 
sie  besteht  darin,  dass  man  K —  u  an  die  Stelle  von  u  treten  lässt; 
andere  Substitutionen  beruhen  auf  folgenden  Bemerkungen. 

Das  Integral 


«=/ 


d(p 


V 

lässt  sich  auf  zwei  verschiedene  Arten  in  die  Normalform  elliptischer 
Integrale  erster  Art  bringen;  man  setzt  nämli(!h  entweder 


Iffu 


—  ^  mithin  w  =  am  (A/ti,-r#y 


oder  man  benutzt  die  Substitution 


^"^=\7r=i5^^'     ''^  =  i-*wv 


welche  giebt 

dip 


""^fw^ 


Vi  —  k^sin^if 


mithin  if  =  am  (u,  h). 


0 

Zufolge  der  Gleichung  zwischen  (f  und  if  ist  nun 

Vstnamu 


stnam 


{'-  'i) = 


^amu 


und  hieraus  folgen  analoge  Formeln  für  die  übrigen  elliptischen 
Functionen.  Im  speciellen  Falle  <p  =  ^n  wird  if  =  |9r,  und  di« 
Vergleichung  der  beiden  Werthe  von  u  giebt 


K7.f)="('.f) 


Ferner  ist  unmittelbar 
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i" 


oder  fiir  8inq>  =  g 


=  V I  /  ^^  4.  i  f  .  ^'' 

\J  V(i -*»)(*'«-«»)      V  V(i -«»)(*» -*'»)/' 

Snbstitairt  man  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  ir  =  Vstnr,  im 
zweiten  j9  =  Vi  — X;'9tn'ai,  so  erhält  man  leicht 


Diese  Bemerkungen  lassen  sich  folgendermaassen  zusammenfassen: 
Ersetzt  man 

h  durch  -p-  und  zugleich  u  durch  ä/u, 

so  verwandeln  sich 

K  in  Ä^Z,  K'  in  V  (IT'—  t  JE) 

e     =ginc  =  —  g 

X/atnamu                         cosamti 
stnamu    m   — ^ ,   cosamu  in   -3 , 


damu  in 


j^amu 


Nach  dieser  Begel  erhält  man  s.  B.  durch  blosse  Aenderung  des 
Vorzeichens  von  q  aus  der  Reihe  für  sm  cm  u  die  Reihe  für  — :2 , 

r 

welche  letztere  in  die  Reihe  für  co^amu  übergeht,  wenn  u  durch 
K  —  u  ersetzt  wird  (vergl.  Nro.  63,  66  und  65). 

£in  zweites  Mittel  zur  Ableitung  neuer  Reihen  bietet  die  Lan- 
den'sehe  Substitution.  Sind  nämlich  die  Amplituden  ^und^  durch 
die  Gleichung 

verbunden,  statt  deren  auch  gesetzt  werden  kann 

SchlOmilch,  Analysia.   11.  27 
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1  1  +  Ä  —  2sin^if 


cossp  = 


1  +  h 


v.-(my--* 


s%nq>  = 


+ 
2  sin^cosif 


% 


"'VM^'-* 


80  besteht  die  Relation 


71)  r(Ä.^)  =  _^r(2V*.,^) 


2V* 

"  ""1 


Es  sei  nnn  ferner 

r+Ä  =  *  °"*^°  *  =  TT*'' 
die  vorigen  drei  Gleichungen  gehen  dann  in  folgende  Ober 

1— (1+äOs««**                 (1  4-*0««»»*«»* 
0030)= ^'—Ai — T ,    sjna)=i ^^^,    . . 

1-*' 


FOfc.t(-)  =  j^r(}^.  4 


deren  letzte  wir  in  der  kurzen  Form 

1 


u  = 


darstellen.     Hiernach  ist 


und  wenn  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  für  cosq^  and  stii^ 
Bubstituirt,  so  erhält  man 

\'-k\  _  1  — (l+fcQstn^flmtt 


cosai»  m  +  äjO«*.  fZjk^) 


(1  +*0«.  Y^)  = ^^^^;;j^j . 

Im  speciellen  Falle  ^  =  |9  wird  9>  =  ar  und 


sowie 


Kff^-i)=H^K»-?) 


Femer  ist  identisch 
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nach  Nro.  71)  ergiebt  sich  fürÄ  =  Ä/,  y  =  2^  =  3r,  dass  die 
rechte  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  mit(l  +  1c>)F(1<ff  jjr)  über- 
einkommt; man  hat  daher 

Diese  Bemerkungen  zusammengenommen  liefern  folgenden  Satz:  Er- 
setzt man 

1  ^' 

k  durch  ^  und  zugleich  u  durch  (1  +  äjOu  , 

so  verwandelt  sich 

K  in  1(1  +  Jff)  K,         K'  in  (1  +  k')  K\ 

q  in  g», 
(1  -}^k^sinamucosamu 


stnamu  in 


cosamu  m 


^amu 
1  — ■  (1  +  k')  sm^ain  u 


damu 

Nach  dieser  Regel  erhält  man  z.  B.  aus  der  Beihe  für  stnamu  die 
neue  Entwickelung 

sin  amu  cosamu 
jdamu 
4n  f     q         ,  ^u    .       q^       ,   3nu   ,        q^       .    5äw  ,     \ 

auf  welche  wir  im  nächsten  Abschnitte  zurückkommen  werden. 

Es  dürfte  kaum  nöthig  sein  zu  bemerken,  dass  alle  gegebenen 
Reihenentwickelungen  auf  verschiedene  Weise  specialisirt  werden 
können,  indem  man  u  =  0  oder  =  K  oder  ==^K  setzt.  Die  so 
entstehenden  besonderen  Formeln  enthalten  meistens  Beziehungen 
zwischen  den  vier  Grössen  A;,  kf,  K  und  q ;  nur  die  Gleichung  70) 
macht  hiervon  eine  Ausnahme  und  liefert  z.  B.  für  u  =  0  eine  For- 
mel, welche  sich  zur  Berechnung  von  J^  benutzen  Hesse. 

Noch  müssen  wir  eine  wichtige  Transformation  erwähnen,  wel- 
cher die  bisherigen  Reihen  unterworfen  werden  können;  sie  besteht 
einfach  darin,  dass  man  jeden  einzelnen  Term  mittelst  der  Formel 

j^^  =  1  +  r  +  r»  4-  r»  + r»<l 

entwickelt  und  in  der  so  gebildeten  Doppelreihe  die  vertical  unter 

27* 
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einander  stehenden  Terme  zusammenfasst.     Schreibt  man  z.  B.  statt 
Nrc'GS)  etwas  beqnemer 


=  V7{^ 


- — stnam 

27t  n 

fl  ^   l—g»  ■*"    1— g*   "*" 


80  ist  auch 

\K   .         2Kx 

--—sinam 

2K  n 

=  Vg  {stnrc  -f*  gs»«^  +  g*«t»a;  +  g'Sfn«  -f-  .  .  • 

+  gsfnSa;  +  g^stnSo;  +  g'stnSx  -f  g^'^nSar  +  •  •  • 

+  g'stnöa; +-g^stn3a:  -f-  g^^möa?  +  g"«tn5jf  +  •  •  • 

+ •} 

und  indem  man  alle  Verticalreihen  mittelst  der  Formel 

(1  -\-p)9inx 


9inx  '\-  ^sinZx  '\-  p^ain 5 a:  +  •  •  •  = 


1  —  2pcas2x  4-  J»* 
snmmirt,  gelangt  man  zu  folgendem  Resultate 

72)  - —  stnam 

^  2«  jr 

(1  +  q)Vq         ,        (i+g')Vg» 


.       f      (1  +  g)Vg  ( 

[1  —  20  C082X  +  Q*     ^    l  — 


2gcos2af  +  g«        1 — 2g»cas2a5  +  g« 

(i+g»)V^  . 

"^  1  — 2g»cos2a;  +  g>«  "^ 


•  •  •  •!» 


Aus  der  Formel  65)  oder  der  nicht  wesentlich    von  ihr  Ter- 
schiedenen 

kK  2Kx       ^/—Icosx     ,    qcosSx    ,    ä'cosbx   ,         1 

2«  n  ll  +g    '     1  -|-g»    ^  •  1  +g»     '         J 

erhält  man  nach  demselben  Verfahren 

73)  T — cosam 

^  2«  « 

,,,,/       (l-g)Vg  (l-q')V? 

(1  —  2g  COS  2«  + g«        1— 2  g»  cos  2«  + g* 

(l^g>)V^ 

"'"  1— 2  g*  cos  2« -fg" 

Schreibt  man  statt  der  Oleichong  67)  die  folgende 

K     .       2Kx        1         qcos2x   .    g*cos4a;    ,    g»cos6«   , 

z7  am —  —  = ■+•  +  +  •  • 

2n  n  4         i  +  g«  ^   i  -f.  g*   ^   1  4.  gi  ^ 


Die  elliptischen  Functionen.  421 

Bo  erhält  man 
74)  - — ^am r- 

1  —  2  g  cos  2  d?  -f  g3        1  —  2  g»  cos  2  35  +-  g« 

q^co8  2x  —  gl* 


+ 


1— •  2g*c()s2x4-g»» 
Im  speciellen  Falle  o?  =  0  wird 

2«         4         1— g        1—  g*"^!—  g» 
Die  halbe  Differenz  beider  Gleichnngen  ist 

75)  - — (1— ^am ) 

^  43r  \  «    / 


=  sin^x 


1-«"  i-a»^  ^ 


1  —  2gcos2a?  +  g>        1  —  2g«  cos  2  a;  +  g« 


Auf  gleiche  Weise  findet  man  aus  Nro.  70) 

76)  1  —  kHin^am  ^^  = 

E   ,   2;r»rg(l  +  g«)cog2g  — 2g«        g'(l+gOgog4a?  — 2g^        | 
JS:"^  iC»\(l— 2gcos2Ä  +  g2)2   "*"    (1  — 2g8cos2a;  + g«)» +  ' J 

Das  Charakteristische  an  den  Formeln  72)  bis  76)  ist,  dass  die 
elliptischen  Functionen  gewissermaassen  in  Partialbrüche  zerlegt  wer^ 
den  können ,  die  in  Beziehung  auf  g  echte  Brüche  sind.  Man  kann 
sich  hiemach  die  elliptischen  Functionen  als  eine  Art  gebrochener 
Functionen  vorstellen,  und  in  wie  weit  dies  richtig  ist,  wird  der 
nächst«  Abschnitt  zeigen. 


vn.  Periodisolie  Reihen  für  ztLsammengesetzte  elliptl- 
solle  Funotlonen.    Unendliolie  Produote. 

Das  im  vorigen  Abschnitte  zur  Entwickelung  des  Integrales 

nn 


f 


benutzte  Verfahren  lässt  sich  mit  einer  geringen  Modification  auch 
in  dem  Falle  anwenden,  wo  die  Function  F{tv)  nicht  rein  doppelt 
periodisch,  sondern  aus  einer  doppelt  periodischen  und  einer  ande- 
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ren  Function  zusammengesetzt  ist.  Als  Integrationeweg  der  com- 
plexen  Variabelen  w  nehmen  wir  wieder  den  Umfang  des  aus  den 
Seiten  2K  und  2  E'  construirten  Rechtecks;  von  der  Function F (ff) 
setzen  wir  voraus,  dass  sie  eindeutig  bleibe,  jedoch  auf  der  Periphe- 
rie jenes  Rechtecks  mehrmals  unendlich  werde  und  dass  sie  folgende 
zwei  Eigenschaften  besitze 

F(w  +  2 Z)  =  £i F(w),     F(io  -I-  i .  2  JT)  =  $iF(fff)  +  /(tr). 

wobei  f(to)  eine  neue  bekannte  Function  bedeutet.  Die  Integration 
längs  des  angegebenen  Weges  liefert  dann  folgende  Gleichung 

77)   (1  — a,c-^^Ä')  jF(u)e*f^''du^e-^f'^f/(u)^f^''du 

0  0 

+  ii6ie*'^f*^''l)fF(iv)e-H^dv  +-  S  =  0, 

0 

und  darin  bezeichnet  8  die  Summe  aller  der  Integrale,  welche  da- 
durch entstehen,  dass  man  die  Ausnahmepunkte  in  unendlich  klei- 
nen Halbkreisen  oder  Yiertelkreisen  umgeht.  Die  Berechnung  vod 
S  geschieht  auf  dieselbe  Weise,  wie  im  vorigen  Abschnitte  bei  nur 
zwei  Ausnahmepunkten.  Wir  geben  im  Folgenden  einige  Anwen- 
dungen dieses  einfachen  Princips. 

a.     Die  Function  -: wird  unendlich   an   den   Stellen  0, 

sin  am  w 

2K,  i.2K'  und  2K'  -{-  i.2K*i  sie  lässt  sich  daher  nicht  unmit- 
telbar in  eine  Reihe  von  Sinus  oder  Cosinus  verwandeln.  Dagegen 
bleibt  die  ungerade  Function 

F(to)=-r-^ ^ 

endlich  für  alle  reellen  w  von  0  bis  2JBr,  sie  verschwindet  sowohl 
für  tc^  =  0  als  für  tc^  =  2  Ä^  und  hat  nur  die  beiden  Ausnahme- 
punkte  i  ,  2  E!  und  2K  -\'  i  .  2  K*;  man  kann  daher  setzen 

Aus  der  Gleichung  F(2K—u)  =  F(u)  folgt  sehr  leicht,  dass  Bt, 
Bit  Bß  etc.  gleich  Null  sind,  dass  also  bei  der  Bestimmung  von 

»  2      r_,.  .    .   nnu  , 
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nur  ungerade  n  berücksichtigt  zu  werden  brauchen.     Es  ist  ferner 
F(io  +  2  JE)  =  —  F(w),        «1  =  —  1 

n 


F(w-\-i.2lO  =  F(w)  + 


2K 


.    nw  .    n(w-i'i.2K*)\ 

«"¥¥     *"• 2K— 


=  a 


mithin,  wenn  zur  Abkürzung 

nK' 

K 

gesetzt  wird, 


f^^'>  =  Tk 


1  1 


Wegen  des  ungeraden  n  hat  man  ferner. 

«1  c*-^^  —  1  =  —  cosfiÄ  —  1  =  0 
und  daher  vereinfacht  sich  die  Gleichung  77)  zur  folgenden 

78)    (1  — g»)  /F(u)c'/^"da  —  q''J/(u)e'f*''du  +  S  =  0. 

0  0 

Zunächst  betrachten  wir  das  Integral,    worin  /(u)  vorkommt  und 

2K 

Bubstituiren  statt   u  die   neue  Variabele  x;   vermöge  derWer- 

the  von  f(u)  und  fi  giebt  dies 
2ic  n 

0  0  VI/ 

oder  wenn  sin(x  -|-  tcr)  durch  Exponentialgrössen  ausgedrückt  und 
die  Gleichung  e*"**  =  q  beachtet  wird, 

,/  J  sinx  J  \  —  a'e^i» 

0  0  0 

Das  zweite  Integral  rechter  Hand  lässt  sich  leicht  in  eine  nach 
Potenzen  von  q  foit8chreitende  Reihe  verwandeln,  deren  Glieder 
wegen  des  ungeraden  n  sämmtlich  verschwinden;  es  bleibt  daher 


ffiu)e^f'^du=    f^^dx. 
c/  J  sinx 
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Fig.  67. 


Um  ferner  8  in  finden,  nmg^ 
hen  wir  die  Ausnahmeponkte  C 
und  B  in  YiertelkreiBen ,  wobei  in 
Fig.  57  OÄ  =  2K,  OB  =  2X 
CF=BQ=r,  ^PCD  =  ^QBD 
=  6  und  zur  Abkürzung  e*^  =  (f 
Bein  möge.  Es  ist  dann  8  der 
Grenzwerth  Yon 


— a 


=  H-fQ[F(Q)+f{Q)\e'Mde 


+ 


iq-fQ[F(g)+/(Qy}e^f^ede 


und  hieraus  folgt  wegen  F(0)  =  0  und  Lim  [(ff  (g)]  =.  1 

S  =  —  f  jrg". 
Nach  diesen  Bestimmungen  geht  die  Gleichung  78)  über  in 


sjr 


n 


(1—3")  J  F(u)e*f*''du  —  g«  J  ^^dx  —  lar«*  =  0 

0  0 

und  liefert  durch  Herausnahme  des  imaginairen  Theiles 

/__,  .    .  nnu  ,  3"      I      ,      r$innx. 

^  2K  1  —  o"  1  J    smx 

Das  letzte  Integral  findet  sich  durch  die  Bemerkung,  dass  bei  un- 
geraden n 

=  14-  2 [cos 2a?  +  cos 4«  H 1-  ca$(n—l)x] 


8tnx 
ist;  man  erh&lt 

iE 


/_.  X    .    wart«  23rg" 


A  = 


2«        g* 
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Die  gesuchte  Reihenentwickelung  ist  hiemach 

1  « 

79) 


2Zst«  — 


80) 


Mittelst  Suhstitution  von  K  —  u  iui  u  zieht  man  hieraus 


2jef q_ 


XU  q*  3xu   ,       q^  6xu 


q       2K        1— g»        2K    '  1— g*        2K 

Ersetzt  man  ferner  u  durch  Jtfu,  K  durch  ÜK^  q  durch  —  g(S.417) 
und  multiplicirt  mit  —  X^,  so  erhält  man  noch 

81)  ^ *^ 

2%  \     q  nu  q^  Bxu  ,       q^  6«u  ] 

b.    Zu  einer  ähnlichen  Rechnung  führt  die  Annahme 

F(w)  =  cot  am  w  —  —  cot  —  • 

Diese  Function  verschwindet  für  «7  =  0  sowie  für  w  =  2K  und 
bleibt  endlich  für  alle  reellen  zwischen  0  und  2  K  liegenden  to;  sie 
ist  desshalb  in  eine  Reihe  von  Sinus  verwandelbar,  nämlich 

XU  27tu  Btcu 

F(u)  =  Bisin  —  +  BiSin  j^  +  Bssin  y^  + 


•  •  • 


Aus  der  Eigenschaft  F  (2  JST— ti)  =  —  F(t«)  folgt  zunächst  A=^3 
=  ^5  .  •  .  =  0;  es  sind  daher  bei  der  Bestimmung  von 

0 

nur  gerade  n  zu  berücksichtigen.  Die  Function  F(w)  wird  femer 
unendlich  an  den  Stellen  u?  =  i.2K'  und  w  :=  2K  •{•  i.2K';  end- 
lich ist  unter  Beibehaltung  der  vorigen  Bezeichnungen 

Fito-i-2K)  =  F(w),  «i  =  +  l, 

F(v,  +  i.2K')  =  -  F(u>)  +/(»),        «,  =  —  1. 
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Zufolge  dieser  Bemerkungen  reducirt  sich  die  Gleichung  77)  auf 
82)  (1  4-  q*)fF(u)e'M^au  —  q*ff(u)e*f'^du  +  S  =  0. 

0  0 

2K 

Hierin  ist,  wie  sich  mittelst  der  Suhstitution  u  = x  findet 

J/(u)e*H^du  =  ^  f  Icotx  +  cot(x  +  ia)\e^^'dx 


0 

n 


0  0 

oder  weil  bei  geraden  n  das  letzte  Integral  verschwindet, 


2K  n 


J  /{u)e*f*''du  =  —    /  e*'''cotxdx. 


0  0 

Ferner  ist  S  der  Grenzwerth  von 


t  y  F(2Ä'+ 2  liT  +  p)e'/'<8^+«'' +^>pdfl 


-1» 


+  ijF(2  iK'  +  Q)  e^f  <"*■  +  «>  ^  dfl 

0 

— »  _lji 

-In  / 

wegen  F(0)  =  0  und  Lim[Qf(Q)]  y=  —  1  giebt  dies 

S  =  inq: 

Durch  Aussonderung  des  imaginären  Theiles  erhält  man  jetzt  ans 
Nro.  82) 


2K  n 


0  0  ' 

Zur  Kenntniss  des  letzten  Integrales  führt  die  Gleichung 

sinnxcosx 

sinx 

=  1  +  2  [co82x  +  co84:X  +  •  •  •  +  C08{n  —  2)x\  +  eosnx. 
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und  Bchliesslich  wird 

_        27t         g* 

/j_  rss  ^—   -  '  ■  •  ■  • 

iT      1  +  fl« 
Die  gesachte  Entwickelung  ist  demnach 

83)  2K^^^'2K~  ^^^^^ 

Lässt  man  JT  —  i«  an  die  Stelle  yon  u  treten,  so  erhält  man  noch 

84)  ^  ^**  2^  ""  h'ingamu 

c.    Zu  einer  ähnlichen,  durch  ihre  Folgen  aber  viel  wichtigeren 
Entwickelung  fuhrt  die  Annahme 

T{w)  =  cotamw  Jamw  —  ;r-=  co<  -— • 

Die  Yorliegende  ungerade  Function  yerschwindet  sowohl  für  t(?  =  0 
als  für  t€  =  2K^  und  kann  daher  in  eine  Reihe  von  Sinus  verwan- 
delt werden.  Aus  letzter  fallen  wegen  ^(2  K  —  u)  =  —  F(u)  die 
Coefficienten  ^i,  P3,  J?5,  etc.  weg,  und  es  kann  daher  bei  der  Be- 
stimmung von  Bn  der  Index  n  als  gerade  2iahl  vorausgesetzt  wer- 
den.    Die  Function  F(iü)  wird  viermal  unendlich  an  den  Stellen 

iK\    2%K\    2K  +  iK\     2K  +  2iK' 

und  besitzt  noch  die  Eigenschaften 

F(w  +  2  Ä)  =  F(w),  «1  =  1, 

F{w  +  2iK')  =  F(w)  +  /(IT),  £,  =  1, 

Zufolge  dieser  Bemerkungen  reducirt  sich  die  Gleichung  77)  auf 

2K  iK 

85)  (1  —  g*»)  J  F(u)  e*^*  du  —  ^  J  f(u)e\"''  du  +  8  =  0. 

0  0 

Mittelst  derselben  Substitutionen  wie  bisher  findet  man 

j f{u)e*i^''du  =  I  [cotx  —  cot(x  +  ia)]e^*'dx 
0  0 

d.  i.  wegen  des  geraden  n 
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Fig.  58. 


2K 


n 


j 


m 


0  0 

Um  S  zu  bestimmen,  umgeht  man  die  kost 
nahmepunkte  ^,  (7,  P,  D  in  Halbkreisen 
und  Yiertelkreisen  wie  dies  Fig.  58  zeigt; 
S  ist  dann  der  Grenzwerth  folgender 
Summe 


\  /'jF(2E^+tjr'  +  9)ö'^<^^+'^+e)dfl 


-j« 


—TT 

+  %   /'9F(2JK:+2tÄ^'  +  p)e'i"<«'  +  «'^  +  e>cffl 


-i- 


-1. 


-1. 


+  ifQF{2iK'  +  p)c'f*^'' +^>d0  +  ij  QF{iE'+Q)^f'<*'^^Qm, 


+Jff 


d.  i.  vermöge  der  Bedeutungen  von  f(,  n  und  2 


s"       .« 


9r 


oder 


S  =  trg«   ^t-2«  — ,_g-  +  i;rfl^ 


S  =  in  (2g^"-  fl-) 


Der  imaginäre  Bestandtheil  der  Gleichung  85)  giebt 
2K  n 

(1— 3")y  F(u)stnj^du^rJ       ^^^      dx+7i(2q*  — g-)=0, 

0  0 

und  da  der  Werth  des  auf  x  bezüglichen  Integrales  =  x  ist,  co 
bleibt 

2K 


f 


F(u)sin  -ft-^^«*  =  —  2« 


h 


0  1+4 

Hieraus  entspringt  folgende  Reihenentwickelung 

86)  cotamu^amu  —  —=  cot  ;r^ 


\ 


2n{    q       ,  nu  , 
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Lässt  man  K  —  ti  an  die  Stelle  von  u  treten ,  so  erhält  man 
noch 

k'*tngamu         it         7i\k 

2^{    q      ,  nu         Q^      .   2nu  ,       q*      .  Snu  ] 

K\l+q        K        1+3'^         J5r    ^l+g8         K  \ 

d.    Eine  ganz    ähnliche   Behandlang    gestattet    die    ungerade 
Function 

F(w)  =  ingamwdamw—  —  ^^Kr- 

welche  fELr  fi?  =  0  sowie  für  io  =  2K  verschwindet  und  an  den 
drei  Stellen 

2K  +  iK\    K  +  2%K\    iE' 

anendlich  wird.  Die  Ausführung  der  betreffenden  Rechnung  über- 
lassen wir  dem  Leser,  weil  sich  die  resultirende  Entwickelung  rascher 
dadurch  findet,  dass.man  in  Nro.  87)  die  Grössen 

tngamu 


*,    *',    «,    ä; 


^amu 


ih       1 
durch -T,    -=7,    Ä'u,    IdKj  —  g,    h^ingammiafnu 

ersetzt;  dies  giebt 

88)  tngamu  damu  —  —  tng  — 

2n{    q       ,  XU  ,       q^       .  2nu  .       q^       .   3nu   .  l 

worin  die  Glieder  der  eingeklammerten  Reihe  unter  der  Form 

a"*  ,   mnu 

8%n  — =— 


1  +  (—  1)™  a«  ^ 

enthalten  sind. 

In  dem  speciellen  FaUe  u  ^\K  wird  die  Gleichung  88)  zur 
folgenden  schon  auf  S.  419  erwähnten  Summenformel 

n  11  —  «        1  — g«  ^  1— g«^  j' 

die  in  so  fem  von  Interesse  ist  als  sie  zeigt,  wie  zu  einem  gegebe- 
nen q  das  entsprechende  K  berechnet  werden  kann. 

Um  gleich  eine  analoge  Relation  zu  erhalten,  differenziren  wir 
die  Gleichung  88)  nach  u  und  nehmen  in  der  entstehenden  Formeln 
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tf  =  0;  es  wird  dann 

Lässt  man  in  Nro.  88)  iT  -7  u  an  die  Stelle  von  u  treten,  90 
erhält  man 


(■ 


^^.  cotamu         n      ,  nu 

^  ^ömu         22r        2iC 


3       .   3««  1 

—  sin ' 


2n{    q       ,  nu         a«       .   2jcu  ,       g» 

Endlich  ist  noch  die  Differenz  der  Gleichungen  89)  und  86)  be- 
merkenswerth,  nftmlich 

V  k^sinamucosamu 


damu 


47t 


.  nu  g'       .   Znu    ,       g*       .   hnu   ,        \ 


11— g2        iC    •    1— g6         JSr      '    1— gi«         K     '        ) 

wie  auf  anderem  Wege  im  vorigen  Abschnitte  S.  419  gefunden  wurde. 

e.  Die  Gleichungen  86),  88),  90)  erlangen  eine  besondere  Wich- 
tigkeit durch  den  Umstand,  dass  aus  ihnen  Reihen  für  die  Loga- 
rithmen von  sinamUy  cos  am  u  und  ^  amu  hergeleitet  werden  kön- 
nen, denn  es  ist,  wie  man  durch  Differentiation 'sogleich  prüft, 

f  cotamu  /it wnu  du  =  Isinamu, 
k^  sin  am  u  cos  am  u 


-/ 


du  =  Idamu, 


^amu 

Multiplicirt  man  demgemäss  die  Gleichung  86)  mit  du  und  integrirt 
zwischen  den  Grenzen  u  =  0  und  ti  =  u,  so  erhält  man 
, /sinamu\      ^(l         g  nu  ,    1         g*  2xu    ,  ) 

_  2/1.  _X_ +  !._«!_  + l 
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oder,  wenn  der  von  u  nnabhängige  Theil  der  rechten  Seite  mit  C  be- 
zeichnet wird, 

Isinamu  —  lsinrr:= 

2K 

Um  die  Constante  C  zu  bestimmen  multipliciren  wir  diese  Gleichung 
mit  du  und  integriren  zwischen  u  =  0  und  u  =  JT;  dies  giebt 

K  K 

/Isinamuäu  —    /  ls%n-T-T=du  =  CK. 
J  2K 

0  0 

XU 

Im  ersten  Integrale  setzen  wir  am  u  =  %  im  zweiten  -r-=  =  ^  und 
erhalten 

0  ^^'  0 

d.  i.  nach  Formel  41)  auf  S.  316  und  nach  Formel  39)  auf  S.  314 
(für  £  =  0) 

Dies  giebt  folgende  Reihenentwickelung 

91)  Isinamu  —  ^  sin -r=L 

2/l 


=  <^)-{lrf 


7CU  ,   l       q^  2nu    ,  ) 

—  cos  r=r  A • : COS \- l  • 

q       K  ^2    1+g»         iC     ^  ( 


Auf  ganz  ähnlichem  Wege  lassen  sich  Reihen  für  Icosamu  und 
Izlamu  finden,  man  gelangt  aber  kürzer  zu  denselben,  wenn  man 
in  der  vorigen  Gleichung  die  Grössen 

X;,       u,        Ky        q,        sin  am  u 

,  ^  .  •*      r.^,      j,,jr  ^     Je' sin  am  u 

durch  ^,    hu,    kK,     -«,    .^^jj^ 

ersetzt;  man  erhält  zunächst 

*vft\  «  /sinamu\        ,  .   «w 

92)  li— )  —  lBin—- 

^  X^amuJ  2K 

j2Vq\      AI        q  nu         1         q^  2nu    ,       ] 
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Läset  man  hier  K  —  u  an  die  Stelle  von  u  treten,  so  folgt 

KU 

93)  Icosamu  —  ^^'^  5^ 

« 

Endlich  ergiebt  sich  als  Differenz  der  Gleichangen  91)  and  92) 

94)  Zz/amu 

r:3jyyj_4l— • ± COS 1 •  — - —  COS r  •  •  •  •}  • 

^       ^     \1    1— g«        ä:^3    1— ö«         K    ^        I 

f.    Alle  diese   Reihen  lassen    sich   ebenso  wie  die  Reihen  des 
vorigen  Abschnittes  nach  Potenzen  von  q  ordnen  und  dadurch  auf 

eine  andere  Form  bringen.     So  ist  z.B.  nach  Nr. 91),  wenn  "av-^^* 

gesetzt  wird, 

,   .         2Kx        jhtq    .     \ 
Istnam =  1 1  -rj^sinx  I 

«  \Vk  ) 

+  2[«   -g«  +  g»-g4    +--}^^ 

+ 

und  hier  lassen  sich  alle  Verticalreihen  mittelst  der  Formel 

\rcos2x  -j-  \r^cos^x  +  \r^cos^x  H • 

=  — JZ(1  — 2rcas2«  +  r«) 
summiren,  wodurch  entsteht 


2 

eosßx 


.   .         2Kx        J^tq    .     \ 
lsi%nam =  l\  -rj^Sinx  1 

^  \Vh  J 


—  l(l'-2qcos2x  +  q^)  +  Z(l  —  2g*cos2x  +  g*) 

—  lil  —  2q^cos2X'{-q^  +  1(1  —  2g*cos2«  +  g^) 


Daraus  folgt  der  wichtige  Satz,  dass  der  AmplitudensinuB  in  ein 
unendliches  Product  verwandelt  werden  kann,  nämlich 
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oK\                                            2  Kx 
öö)  snt  am 

2  Vqsin x  ^  (1 —2  g» cos  2  3?+  q*)  (1 -— 2g*CQ8  2a?-f  g^ 

Vife        *   (1  — 2gcös2«  +  g«)(l— 2g»cos2ir  +  2^ * 

Nach  ganz  demBellien  Verfahren  erhält  man  aus  Nr.  93) 

aa\  2  Kx 

96)  COS  am 

__  2Vl?VgiC08X   (14-2g»CQs2a?  +  g^)(l  +  2g*CQs2a?  +  g^),... 
Vk  (1— 2gcas2«  +  g2)(l  — 2g'cos2a?  +  3').... 

und  aus  Nr.  94) 

97)  ^am 

—  YP.  (1  +2gcos2fl?  +  g^(l  +  2g^cos2a;  +  gC).,.. 
(1  — 2gco«2a;  +  32)  (1  —  2  28cöÄ2a? +  36)....' 

Zufolge  der  letzten  drei  Formeln  kann  man  die  elliptischen  Func- 
tionen sinamUf  casamu  und  d  amu  gewissermaassen  als  gebrochene 
Functionen  ansehen,  welche  einen  gemeinschaftlichen  Nenner  be- 
sitzen.*) Diesen  Gedanken  werden  wir  im  'nächsten  Abschnitte 
weiter  verfolgen ;  yorher  mögen  aber  einige  specielle  Fälle  der  letzten 
Gleichungen  Platz  finden. 

Dividirt  man  beide  Seiten  von  Nr.  95)  durch  sinx  und  lässt 
nachher  x  gegen  die  Null  convergiren,  so  erhält  man 

Vk       __  r(i-g»)(i-g«)(i-g«)....-i« 

«1?^  L(l-2) (!-«•)(! -«*)••■•]* 

ferner  wird  ans  Nr.  96)  fOr  x  =  0 

Vk    _  r(l+g«)(l+g«)(l+g«)....1« 

2VJ?f^  —  L(i-a)(i-a')(i -«»).. .J  ' 

der  Quotient  dieser  beiden  Gleichungen  ist 


*)  Die  periodbchen  BeiheO}  Partialbrache  nnd  Prodaete  für  die  ellipti- 
flchen  Fanctionen  sind  Ton  Abel  (in  den  ersten  vier  Bänden  des  Grelle'" 
sehen  JoomAls)  nnd  gleichxeitig  von  Jacobi  (ebenda«,  nnd  in  den  Fnndam. 
DOT.  theoriae  fanct  ellipt)  mittelst  ganz  anderer  Methoden  entwickelt  wor- 
den. Eine  directe  Herleitang  der  betreffenden  Beihen  hat  der  Verfasser 
wohl  merst  versncht  (Abhandlangen  der  E.  Sachs.  Gesellsch.  d.  Wissensch., 
Bd.  IV.,  S.  395),  Jedoch  war  dieselbe  nicht  Tolllg  frei  von  Einwürfen ,  well 
die  Theorie  der  Fanctionen  complezer  Varlabelen  überhanpt  damals  noch 
keineswegs  die  gegenwartige  Ansbildang  erlangt  hatte. 

SoMOmiloh,  Aaaljgis.  IL  28 
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2W  ^  _  r(i-a')(i-g«)(i-g«).-.-1* 
«  La  +  3')(i  +  a*)(H-fl*)--."J' 

Hieran  knüpft  sich  noch  die  Formel 

^K—  r(i-g)(i-g>)(i-g»)>-->r 

n   ^""L(l+3)(1 +3*0(1 +g^)....J' 
die  sich  als  richtig  ausweist,  wenn  man  in  ihr 

1  u  2l/i? 

h  durch  I        ^,         Ä'  durch  ^  J^  y,         iC  durch  \{\  +  V)K 

und  9  durch  g^  ersetzt,  worauf  die  letzte  Formel  mit  der  Torgehen- 
den  identisch  wird. 

vm.    Die  Jaoobfsolie  Ftinotloii  für  reelle  Variabele. 

Denkt  man  sich  die  Multiplicationen  ausgeführt,  welche  sowohl 
in  den  Zählern  als  in  dem  gemeinschaftlichen  Nenner  der  letzten 
drei  Formeln  angedeutet  sind,  so  erhält  man  -vier  unendliche  Beihen. 
die  nach  Potenzen  von  q  fortschreiten;  das  Bildungsgesets  dieser 
Reihen  zu  ermitteln,  ist  die  nächste  Aufgabe. 

Bezeichnen  x  und  p  ganz  beliebige  Grössen,  und  ist  die  Func- 
tion/Co?) definirt  durch  die  Gleichung 

f{£)  =  (1  +  *)  (1  +  px)  (I  +D«*) . . . .  (1  +l»"->x) 

80  erhellt  unmittelbar,  dass  f{x)  in  eine  Potenzenreihe  verwandelt 
dasB  also  gesetzt  werden  kann 

/(«)  =  1  +  -Äi«  +  ^3««  +•••  +  -^m«*. 
worin  die  Coefficienten  Au  ^2*  •  •  •  Am  nur  von  p  abhängen.    Zuiolgs 
der  ursprünglichen  Bedeutung  von  f{x)   besteht  nun  die  Relation 

(1  +i>'*y)/(y)  =  (1  +y)/(py), 

mithin  ist  auch  nach  der  zweiten  Form  you/^x) 

(1  +  j)"y)  [1  +  ^i »+ -ä«  y* +  ••••  + -«i-jr] 

=  (1  +  y)  (1  +  Aipy  +  A,p>y*  H +  Ä^p'^l 

und  wenn  man  hier  die  angedeuteten  Multiplicationen  ausAhrt,  tt 
erhält  man  durch  Yergleichung  der  beiderseitigen  Goefificienten  voa 

y,  y*.  y'>  «to. 

(1  —s)Ai  =1  -p*, 

(1  —P^)Ä,  =  J)(l  -l)"-»)^,, 

(1  -  p»)  -^  =  P*  (1  -!)—•)  Au 


Die  elliptischen  Functionen.  435 

Diese  Gleichungen  liefern  der  Reihe  nach  ^i,  Ä^^  Äs^  etc^  und  swar 
ist  für  ein  ganzes  positives  k 


|»«^U      (I  —  J»")  (1  —  p»-')  .  ...  (1   —  j)"«-(*-U) 


(1-1.)  (1  -p*) (l-D*) 

In  der  hiermit  völlig  bestimmten  Entwickelang 

(1  +  x)(l  +  px)  (1  +  p^x) (lx+  P~-*fl!) 

=  1  +  Aix  +  Ä2X*  4- +  ^«Ä« 

Buhstitniren  wir 

and  zerlegen  das  links  stehende  Product  in  zwei  Producte,  von  de» 
nen  das  eine  die  ersten  n,  das  andere  die  letzten  n  Factoren  ent- 
hält; dies  giebt 

X  (1  +  2^)  (1  +  a^j^) .  • . .  (1  +  2'—»^)  (1  +  g*"^*^) 

Sowohl  das  Product  «als  die  Beihe  ordnen  wir  von  der  Mitte  nach 
den  beiden  Enden  zu  und  schreiben 

98)  (l+2r)(l  +|)(1  +33^)(n-iL)...(i  +  a«— 5)(l+^.) 

—  *^       c*    f    f       «^w  — 1         j^— 1    I  -^«-H         fl^  +  i  \ 


+ 

Setzt  man  auch  in  der  Formel  fär  Ak  die  Werthe  p  =  q'^^  m=2n 
ein  und  nimmt  einmal  h  =  n  —  h^  das  andere  Mal  Jt  =  n  -j"  'S 
fio  erhält  man  il^  ^  ai  -^n  +  4  ^cl  daraus 

^n  — A)(2ii  — 1) 
1  (l-_g4«)(l   _  g4«-a) (1  — gJ«  +  2*  +  ») 


g(«-A>  c+A)  (1  _  ga)  (1  _  g4) (1  «.  ga—aA)  • 

■^11  +  A 

g(»  +  A;(ait  — 1) 

1  (1  —  g^»«)  (1  ^  g*— «) (1  —  g»«-«*-Ha) 

g(«-*)(«  +  A)  •      (1  _  ga)  (1  «-  g4) (1  -.  g'i«i  +  aA^ 

28* 
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Die  erste  Formel  enth&lt  im  Zähler  und  im  Nenner  n  —  h  binomi- 
sche Factoren ,  die  zweite  enthält  deren  n  -f-  ^;  durch  Divinon  er- 
giebt  sich  das  Yerhältnisa 

-An  +  h         ^         An  ^  h 

g(n  +  A)  (2n  —  1)  *  g(»  —  *)  (2n  —  1) 

welches  der  Einheit  gleichkommt,  weil  der  Nenner  aus  den  in  om- 
gekehrter  Reihenfolge  genommenen  Factoren  des  Zählers  besteht 
Es  sei  nun  zur  Abkürzung 

_  ,  (1  -g«.)(i -g««-«)...(i  -g«— »»-t-«) 

"»-ä    •    (i-a«)(i-a*)...:(i-a»-+")  ' 


es  ist  dann 


^11  — A ^n  +  A ^-  ««  ^ 

—n  =  «         öaj 


^n  —  A)  (2«  -  i;  g(«  +  A)  (in  —  1) 

und  aus  der  Gleichung  98)  wird  die  folgende 

(l  +  !I*)(l  +  -|)(H-2»*)(l+^)...(H-2«-»')(l+^d^) 

=  gr"*«"  jao  +  «i  f  j  +  *  J  +  «j  (j^  +  «*j  + 

....  +  0,(1  +  *-)}. 

Benutzt  man  linker  Hand  für  den  zweiten,  yierten,  sechsten  eie. 
Factor  die  identische  Gleichung 

80  hebt  sich  beiderseits  der  Factor  <r~"*<*i  Q^^  das  üebrige  gesta^ 
tet  folgende  Darstellung 

(i4-g*)(i+7)o+fl'')(i+7)..a+9'— m(i  +  ^) 

=  «0  ji  +  ti(«  +  7)  +  »j(*»  +  ;^)  + 

....  +  b»(*-  +  l)j. 

und  iwar  ist 

(1  —  fl««)  (1  —  g*«-«) (1  —  g««  +  «) 

'^  -      (1  -  2O  (1  -  a*) (1  -  ä»")     • 

0,  —  «    *  (1  —  a*"+*)  (1  -  a»"+*). . .  (1  —  a»"+«») 
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Diese  Formeln  vereinfachen  sich  bedeutend ,  wenn  man  die  bisher 
villkührliche  Zahl  n  in^s  Unendliche  wachsen  lässt  und  gleichzeitig 
voraussetzt,  dass  g,  oder,  falls  q  eine  complexe  Zahl  sein  sollte»  der 
Modulus  von  q  ein  echter  Bruch  ist;  es  wird  nämlich 

^'"*''  =  (1  -  äO  (1  -  a^)  (1  -  2«) ....  • 

unter  Einfuhrung  des  abkürzenden  Zeichens 

«  =  (1  -  3»)  (1  -  3^)  (1  -  3«)  ... . 
ergiebt  sich  nun 

(1   +  3*)  (l   +  J)  (1  +«»^)  (4   +  ^(1  +g»^)(H-^).... 

=  -i{l+3(.  +  i)  +  3*(.'  +  i)+3»(.»  +  ii)  +....}, 
oder,  wenn  —  £  fiir  js  gesetzt  wird, 

(1  -qz)  (l_l)(l  _g.^)(l_L')(l_g»^)  (l_^)  .... 

=-^{l-3(.  +  4)  +  3*(^'  +  ;|i)-3«(.»+;^) +  ....). 

Lässt  man  qg^  an  die  Stelle  von  £  treten  und  multiplicirt  beider- 
seits mit  £  yq%  so  gelangt  man  noch  zur  Gleichung 

iyj(.-i).(,_,.,,(,_s,')a_,v)(.-g) 

==ij^(.-i)-l^("-i).+«^("4.)---l- 

Durch  Substitution  von  jer  =  e^''  verwandelt  sich  die  erste  dieser 
beiden  Entwickelungen  in 

99)  (1  — 2gco52«+3«)(l  — 2fl»cos2a?  +  s^(l  — 2g«C()s2a?  +  gi«).... 

rrr— /l  —  2qcos2x  +  2q*co$4.x  —  2q^C086x  + |; 

die  zweite  geht  fär  jp  =  e'*  über  in 

100)  X^ sinx(l  ^  2q^cos2x  +  q^)(l  —2q*cos2x  +  q^) 

_i  If^sinx  —  Vq^sin  3x  +Vp  sinbx  — |, 

und  diese  beiden  Gleichungen  sind  es,  welche  zu  einer  neuen  Dar- 
stellung der  elliptischen  Functionen, dienen. 

Geht  man  nämlich  auf  die  Formel  95)  zurück  und  entwickelt 
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das  im  Zähler  stehende  Prodnct  nach  Nr.  100)  und  das  Prodnci  im 
Nenner  nach  Nr.  99),  so  erhält  man  znnächst 

2Kx        1       2VqsinX'-2Vq^sin3x  +  2Vq^9in5x 

Sltlütn :^--7=  • — ■ — - — . — , 

*        Vk     1  —  2qcos2x  +  2q*cas^x  —  2g^cos6x  + 

Auf  analoge  Weise  lässt  sich  die  Gleichung  96)  transformiren,  deren 
Zähler  nach  Formel  100)  entwickelt  werden  kann,  wenn  in  letzterer 
\7t  —  X  für  X  gesetzt  wird,  dies  giebt 

2Kx      l/F    2Vqcosx+2Vq^cosBx  +  2Vq'^^cos6x  +  "- 

COSiXfn         "--^r  1/  —  •  

7C  Y    k      1 — 2qcos2X'{'2q^€OS4x — 2q*cos^x-f' 

Endlich  gelangt  man  zur  Entwickelung  des  Zählers  Ton  Kr.  97\ 
wenn  man  in  Formel  99)  l^r  —  o;  an  die  Stelle  Ton  x  treten  lässt, 
nämlich 

-f  2q^€0sßx  + 
2qcos2x  +  2g*  cos^x  —  2q^  cos6x  + 

Wir  setzen  nun  2Kx  ^=  nu  und  führen  zwei  nene  transcen- 
dente  Functionen  6)(tt)  und  H(ti)  ein,  die  wir  durch  folgende  Glei- 
chungen definiren 

101)  &{u)=\^2qcos-—-\-2q^cos-:^ 2g»cos— ^r- + , 

XL  Jl  XL 

102)  if(„)  =  2l^smU-2U^m|^+  2U^8.«^-...; 

die  vorigen  drei  Formeln  gestatten  dann  eine  sehr  einfache  Darst«*!* 
lung,  nämlich 

i    .  1        H{u) 

svnamu  — 


^       2Kx -i/p     1  -f-  2qeos2x  +  2q^cosix 

n  *1  —  2qcos2x  +  2q^  cos^x 


103) 


cosamu 


h  '       Ö(m) 

jdamu  =  Vk  •  — ■  ^,  . — -' 

0(u) 


Die  elliptischen  Functionen  erster  Art  lassen  sich  demnach  in  Form 
von  Quotienten  durch  zwei  einfach  periodische  Functionen  ausdru* 
cken,  die  man  elliptische  Transcendenten  genannt  hat  Zu- 
folge der  Gleichung 

(ksinamuy  +  (^amuy  =  1 

besteht  übrigens  zwischen  &  und  H  die  Relation 

k[H(u)y  +  Ä/[©(ii  +  JT)]«  =  [©(u)p 
oder 
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H(u)  =  l/[®('«)]^  -)^[e(u  +  K)V^ 

welche  zeigt,  dass  H  aus  0  hergeleitet  werden  kann.  Im  Grande 
genommen  reduciren  sich  also  die  elliptischen  Functionen  erster  Art 
auf  die  eine  Transcendente  0,  welche  man  die  Jacobi'sche  Func- 
tion zu  nennen  pflegt. 

Nicht  ohne  Interesse  sind  die  speciellen  Werthe  0(0)  und  0(K), 
die  man  auf  folgendem  Wege  findet.  Aus  Nr.  99)  folgt  f ür  «  =  0 
und  unUr  Beachtung  des  Werthes  von  Q 

n-a)Ul-  a»)^  (1  _  «M.          =  l-2g  +2flr*-2g»+-.. 
^         !"  ^^       3M1       a) (i_g»)(i_24)(i_3«)...' 

wobei  der  Zähler  rechter  Hand  =  0(0)  ist.  Durch  beiderseitige 
Division  mit  dem  Producte  aus  1  —  g,  1  —  g^  1  —  g*,  etc.  ergiebt 
sich  weiter 

setzt  man  noch  beiderseits  die  Factoren  1  —  q^,  1  —  q\  1  —  g*,  etc. 
zu,  so  wird 

(1  -  3)  (1  -  3»)  (1  -  3«)  (1  -  3«)  ...  . 

'^  ''  1  —  3       1—3«     1—3«     1  —  3* 

=  0(0)  (1  +  3)  (1  +  3»)  (1  +  3»)  (1  +  3«)  ..... 
mithin  ist 

0.0)  -  a-9)o-g')a-g')---' 

"W  -  (1+  2)  (1  +  3»)  (1  +  83)  ...  . 

Der  Werth  dieses  Productes  wurde  bereits  auf  S.  434  gefunden;  man 
hat  demnach 


104)  ®(0) 


V2h'K 


Aus  der  letzten  Formel  in  Nr.  103)  folgt  weiter  für  u  =  0  eine 
Gleichung  zwischen  0(K)  und  0(0),  welche  unter  Benutzung  von 
Nr.  104)  giebt 

105)  0(K) = y^.  • 

Die  beiden  ersten  Formeln  in  Nr.  103)  liefern  noch  für  u  =  0 

106)  H(0)  =  0;         HiK)  =  y^- 

Hieran  knüpfen  sich  mehrere  wichtige  Bemerkungen  hinsieht 
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lieh  der  numerischen  Berechnung  der  elliptischen  Functionen  und 
Integrale.  Aus  der  letzten  Formel  in  Nr.  103)  folgt  nämlich  for 
w  =  0 

107)  V^  -   ®^ 

d.  L  vermöge  der  Reihe  für  &(u) 

^/U  ^  1  —  2g  +  2g4—  2g>  +'- 
^  l  +  2q  +  2g*  +  23^  +•••• 

und  diese  Formel  liefert  unmittelbar  V  mithin  auch,  k  faUa  q  gege- 
ben ist.  Umgekehrt  lässt  sich  hieraus  auch  q  finden,  wenn  man  k 
oder  h'  kennt     Es  folgt  nämlich 

JL     1  —  Vfe^  _  g  +  g*  +  g'*  +  g^^  H — 
"2  "  1  +  Vä^  ~  1  +2g*  +  2gi«  +  2g»cH 

oder,  wenn  zur  Abkürzung 

ji_    1  -  VF  _ 
2  ■  1  +  VF  ~  * 

gesetzt  und  der  rechts  stehende  Bruch  nach  Potenzen  Ton  q  eaUnr 
ekelt  wird, 

A  =  g  —  23"*  4-  5g'  —  10g"  +  18g" 

Durch  mehrfache  Potenzirung  findet  man  weiter 

A*  =  g»  —  lOg»  +  65g"  —  330g"  H 

k^=  g»  —  18g"  +  189g" 

A"=  gi»_    26g"  +  --* 

A"=  gl7  _-  .  .  . 


Bildet  man  die  Summe 

A  +  ai  Ä*  +  flj  A»  +  Os  A"  H 

=  g  +  («1  —  2)g*  +  («2  —  10  ai  +  5)  g*  + 

und  bestimmt  die  Coefficienten  ai,  a2i  113,  etc.  so,  dass  die  Goeffideo- 
ten  von  g^  g^  g^*,  etc.  verschwinden,  so  erhält  man  bei  umgekehr* 
ter  Anordnung 

^=  A  +  2A*  +  15A»  +  150A"  +  1707 A"  -| 

Biese  Reihe  convergirt  sehr  gut,  denn  selbst  bei  dem  ziemlich  grof- 
sen  Modulus 

k  =  y^  =  0.99381,  Ä'  =  -i,  A  =  1 
wird  der  fünfte  Term 
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1707  A"  =  0,0000001 
60  klein,  dass  mit  ihm  die  Rechnniig  abbricht,  falls  man  sich  auf  die 
übliche  Genauigkeit  von  sieben  Decimalen  beschränkt    MeistentheÜB 
wird  aber  die  Sache  viel  einfacher,  z.  B.  für 

Ä?  =  4"  Vs  =  0,8660254,    Ä' =  4" 
erhält  man 

;i  =  |-  —.Vi"  =  0,08578644 

^  21^  =  0,00000929 

g==  0,08579573, 

und  ebenso  reichen  f&r  %  <[  0,866  immer  zwei  Glieder  aas.  IJebri« 
gens  hat  man  bereits  Tafeln,  welche  für  jedes  h  das  zugehörige  ^ 
liefern ;  eine  kleinere  Tafel  dieser  Art  ist  die  folgende,  worin  'k:=^^\n  a 
gesetzt  ist  und  der  Hülfswinkel  a  von  Grad  zu  Grad  fortschreitet*). 


*l  Eine  yon  6  und  6  Minuten  fortschreitende  Tafel  giebt  Jacobi  in  dem 
Aufsätze  «Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen*',  Cr  eile 's  Journ.  Bd.  XXYI, 
S.  93,  der  überhaupt  viele  praktische  Bemerkungen  über  die  numerische  Be- 
rechnung elUptischer  Functionen  enthält. 
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a 

k 

logq 

a 

k 

logq 

a 

* 

^099. 

10 

0,01745 

5,27966 

310 

0,51504 

8,28456 

61« 

037462 

8,95200 

20 

0,03490 

5,88178 

320 

0,52992 

8,31367 

620 

0,88295 

8,97015 

30 

0,05234 

6,23403 

330 

0,54464 

8,34199 

630 

0,89101 

8,98885' 

40 

0,06976 

6,48411 

340 

0,55919 

8,36957 

640 

0,89879 

9,00720 

50 

0,08716 

6,67813 

350 

0,67358 

8,39646 

650 

0,90631 

9,02553 

60 

0,10453 

6,83673 

360 

0,58779 

8,42271 

660 

0,91355 

9,01385 

70 

0,12187 

6,97091 

37O 

0,60182 

8,44835 

670 

0,92050 

9,06318 

80 

0,13917 

7,08723 

380 

0,61566 

8,47342 

680 

0,92718 

9jmob 

90 

0,15643 

7,18991 

390 

0,62932 

8,49796 

690 

0,93358 

9,09897 1 

lOO 

0,17365 

7,28185 

400 

0,64279 

8,52199 

700 

0,93969 

9,11748 

lio 

0,19081 

7,36510 

410 

0,65606 

8,54555 

710 

0,94553 

9,13609 

120 

0,20791 

7,44119 

420 

0,66913 

8,56867 

720 

0,95106 

9,15484 ' 

130 

0,22495 

7,51128 

430 

0,68200 

8,59137 

730 

0,95630 

9,17376 

140 

0,24192 

7,57625 

440 

0,69466 

8,61368 

740 

0,96126 

9,19289 

150 

0,25882 

7,63683 

450 

0,70711 

8,63563 

750 

0,96593 

9,21228 

160 

0,27564 

7,69359 

460 

0,71934 

8,65722 

760 

0,97030 

9,23196 

170 

0,29237 

7,74699 

470 

0,73135 

8,67848 

770 

0,97437 

9,25202 

180 

0,30902 

7,79743 

480 

0,74314 

8,69944 

780 

0,97815 

9,27250 

190 

0,32557 

7,84524 

490 

0,75471 

8,72011 

790 

0,98163 

9,29351 

200 

0,34202 

7,89068 

500 

0,76604 

8,74052 

800 

0,98481 

9,31515 

210 

0,35837 

7,93400 

510 

0,77715 

8,76068 

810 

0,98769 

9,33756 

220 

0,37461 

7,97540 

520 

0,78801 

8,78059 

820 

0,99027 

9,36091 

230 

0,39073 

8,01505 

530 

0,79864 

8,80030 

830 

0,99255 

9,38545 

240 

0,40674 

8,05311 

540 

0,80902 

8,81979 

.840 

0,99452 

9,41153. 

250 

0,42262 

8,08971 

550 

0,81915 

8,83912 

850 

0,99619 

9,43962 

260 

0,43837 

8,12498 

560 

0,82904 

8,85826 

860 

0,99756 

9,47054 

270 

0,45399 

8,15901 

570 

0,83867 

8,87726 

870 

0,99863 

9,50569 

280 

0,46947 

8,19190 

580 

0,84805 

8,89611 

880 

0,99939 

9,54798 

290», 

|0,48481 

8,22374 

090 

0,85717 

8,91484 

890 

0,99985 

9,60661 

300 

0,50000 

8,25461 

600 

0,86603 

8,93347 

900 

1,00000 

10,00000 

Ans  dieser  Tafel  ist  ersiditlicli,  dass  q  Ton  %  =  0  bis  i  =  0,999, 
welchem  Werthe  q  =  0,353  entspricht,  sehr  langsam  vficbst  nnd 
erst  nachher  der  Grenze  1  rasch  zneilt.  Ist  a<^700,  d^h.  ^<rO,94, 
so  folgt  q  <C  0,1311  nnd  dann  hat  q^  keinen  Einfloss  auf  die  sie- 
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bente  Decimale;  alle  Formeln,  in  denen  die  Jacobi'sche  Function 
Torkonunt,  werden  dann  äusserst  einfach. 

Hat  man  q  berechnet,  so  findet  sich  JT  mittelst  der  Formel  105), 
indem  man  für  0(K)  die  betreffende  Eeihe  setzt,  nämlich 

jr=  1«  (1  +  2g  +  2q*  +  2q^  -i )«. 

So  ißt  z.  B.  für  ifc  =  11/3 ,    q  =  0,08579573 


1  +  2q  =  1,17159146 
2  g*  =  0,00010837 


ä:=  1^(1,17169983)» 
=  2,156515. 


Um  femer  die  einem  gegebenen  u  entsprechende  Amplitude  (p 
zu  berechnen,  macht  man  Gebrauch  von  der  dritten  Formel  in 
Nr.  103),  nämlich 

1  +2qcos-='  +  2q*cos—r^r-  +  ••• 


1  — 2gco8-=-  +  2q^C08 


K    '      *  K 

aus  welcher  man  leicht  sin^)  und  q>  findet.     Ist  z.  B.  gegeben 

FQiVE,  9)  =  5,208881, 

BO  gelten  zunächst  die  vorhin  bestimmten  Werthe 

q  =  0,0857957,         K  =  2,156515, 
femer  ist 

^  =  7,588251  =  2j>r  +  arc  74^46' 2  9"  25, 

und  nun  giebt  die  erwähnte  Formel 

Vi  —  \sin^tp  =  0,7738482,      sing?  =  +  0,7313537. 

Da  der  gegebene  Werth  u  =  5,2  .  • .  zwischen  2K  =  4,3  ,  .  und 
3£'=:  7,4  .  •  .  liegt,  so  muss  die  zugehörige  Amplitude  zwischen 
2  •  90<^  und  3 .  90®  enthalten  sein,  mithin 

9)  =  1800  +  470  =  2270. 

Auch  die  umgekehrte  Aufgabe,  bei  gegebener  Amplitude  tp  den 
Werth  des  elliptiscben  Integrales  u  =  F(k,  9)  zu  berechnen,  findet 
durch  die  zuletzt  erwähnte  Formel  eine  neue  Lösung.  Wird  näm- 
lich zur  Abkürzung 

gesetzt,  so  ist 

Vi  —  Äc'gjn^y  1  4"  2qco8v  +  2g*  co82v  -^  .  .  « 

yj?  1  —  2qcosv  -}-  2fl*  co82v  —  •  •  • ' 

und  hieraus  folgt  sehr  leicht 
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1       Vi  —  Jc^sin^ (p  —  Va/  cosv  -\-  q^casSv '^^ q^* co$^  v -{- •  • ' 

Jq  '  yi  — AjSsiV^  +  VA;'  ~  1 +2a*cos2f?  +  2g"cas4r  H ' 

worin  zur  Abkürzung  die  bekannte  Grösse 

\^     Vi  —  Ai^gm^y  —  V^  _  o 
2g "  Vi  —  h^in^tp  +  Vä'  ~ 
sein  möge.     Die  vorhergehende  Gleichung  liefert  nun 

cosv  =  ß  (1  +  2q^cos2v  +  2q^^cos4tv  +  ••••) 
—  ^cos^v  —  q^^cos^v  — , 

und  es  ist  dies  eine  transcendente  Gleichung,  aus  welcher  v  berech- 
net werden  muss.  Zufolge  des  Umstandes,  dass  q^^  g^,  etc.  sehr 
kleine  Brüche  sind,  findet  man  leicht  einen  ersten  NäherongBWvrth 
Vi  von  t;,  indem  man  einfach 

cos  Vi  =  ß 

nimmt;  die  weitere  Annäherung  geschieht  dann  mittelst  der  Torigen 
Gleichung  selbst,  nämlich 

cosv^  =  ß  (1  +  2q^cos2vi  +  •  •  •)  —  ^cosZVi  —  •  •  •  •, 
cosvz  =  ß  (1  +  2q^cos2Vi  +  •  •  •)  —  ^cos^v^  —  •  •  •  -t 

n.  s.  w. 

Aus  v  ergiebt  sich  dann 

_  Kv 

Beispielweis  sei  h  =  jVs,  9  =  47*,  also  wie  vorhin 

V  =  \,q  =  0,0857957,    K  =  2,156515; 
der  Werth  von  ß  ist  in  diesem  Falle  0,2626382,  mithin 
cos  Vi  =  0,2626382,  Vi  =  74«  46' 24", 

COSV2  =  0,2626137,  t?,  =  74046'29"25 

und  da  bereits  v^  mit  ^2  übereinstimmt,  so  wird 

V  =  740  46'29"25  =  1,3050663 

u  =  —  =  0,89585. 

Vermehrt  man  die  Amplitude  um  180^  so  wächst  der  Integralwetih 
um  2K=  4,31303;  der  Amplitude  227<^  entspricht  also  der  Into» 
gralwerth  5,20888  wie  im  vorhergehenden  Beispiele. 
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IX«    Die  Tlxetafunctionen. 

Die  Formeln  des  vorigen  Abschnittes  gelten  zufolge  ihrer  Her- 
leiiang  nur  für  reolle  Wertbe  der  Yariabelen  u,  und  es  muss  daher 
durch  eine  besondere  Untersuchung  entschieden  werden,  in  wie  weit 
jene  Restdtate  auch  bei  complexen  Werthen  der  Yariabelen  richtig 
bleiben.  Betrachtet  man  zunächst  die  Entwickelungen  von  sin  am  u, 
cos  am  u  etc.  in  Reihen  von  den  Formen 

,   XU    ,         .  dsru    ,  .   bTtu    , 

.        «u    ,    -        Snu    ,    -        5nu    , 

o  bemerkt  man  leicht,  dass  diese  Reihen  bei  complexen  u  meisten- 
theils  divergent  werden,  dass  also  für  solche  u  jene  Entwickelungen 
nicht  mehr  allgemein  gelten.  Anders  verhält  es  sich  mit  den  Ent- 
wickelungen von  &(u)  und  H(ti),  denn  wie  man  aus  §.40,  Tbl.  I. 
ersieht,  convergiren  die  Reihen  in  101)  und  102)  für  jedes  complexe 
u,  wofern  nur  g,  ein  reeller  echter  Bruch  ist.  Die  vorzunehmende 
Untersuchung  wird  sich  daher  zunächst  auf  die  Functionen  &  und  H 
erstreokeg,  für  welche  die  Gleichungen  101)  und  102)  als  allgemeine 
Definitionen  gelten  können.  Femer  wollen  wir  diese  Analyse  voll- 
kommen unabhängig  von  der  bisherigen  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  durchführen.  Wir  verstehen  daher  im  Folgenden  unter 
Q  eine  beliebige  [reelle  x>ositive  Constante,  unter  e  eine  complexe 
Yariabele  und  setzen 

♦(jr)=l  — 2«^e  co82s+2e-'^Qeo8i£ — 2er^9eo3ßB-\-"* 

»i(jB)  =  2'^^e^sinß'-2VP^sinSjg  +  2V7^8in60 

»t(ß)  =  2V^cass  +  2Ve^cos3g  +  2Ve-^co$^Z'] 

>d3(£r)=  1+ 2tf-?cos2jJ  +  2r"*Ccö54xr  +  2e-'C  CöSÖjP  +  ••»• 

a.  Zwischen  den  hiermit  definirten  vier  Functionen  bestehen, 
wie  man  augenblicklich  bemerkt,  die  folgenden  vier  Relationen 

dW  =  daß«  -  £).     &3(z)  =  ^C0-^l 
»i(g)  =  djßw  —  g\     ^2  W  =  ^1  (§«  —  i^). 

Femer  ist,  wenn  m  eine  ganze  2^hl  bezeichnet, 

d(jer  +  mn)  =  &(z),    »i(z  +  m»)  ==  9i(z), 
+  mn)  =  (—  l)»Oi(ir),  d,(^  -l-mar)  =  (—  l)«^,  W- 


108) 


109)  [ 


"» (».c 


111) 
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Die  Functionen  ^  und  9^  haben  also  die  reelle  Periode  9r,  die  bei- 
den übrigen  besitzen  die  Periode  2^. 

Drückt  man  in  Nro.  108)  die  Cosinus  und  Sinus  durch  Expo- 
nentialgrossen  aus  und  benutzt  zur  Abkürzung  Summenzeichen,  so 
kann  man  jene  vier  Gleichungen  folgendermaassen  darstellen 
d(e)  =  ZX—  l)»e-''C-'-2", 
^il^)  =  f2:(— l)-c-(*  +  W«^~.(2*+i)*, 

und  zwar  beziehen  sich  hier  die  Summenzeichen  auf  alle  gansen  po- 
sitiven und  negativen  Werthe  von  s.     Es  ist  nun  identisch 
f2;(--l)*^<«+'Ä>'(»^'Ca*+i)*===,-er-y4?-''2;(— l)*e--'*e--<-«»<'-'-'C\ 
d.  L 

behandelt  man  auf  gleiche  Weise  die  übrigen  Thetafnnctionen ,  so 
gelangt  man  zu  den  vier  Formeln 

&(e)  =  ie-y^Q-^^&iCz  —  |t>), 
-^i(^)  =  ie-y*Q-<'e(g  —  if^), 

aus  denen,  wenn  e  '\-  \iQ  für  z  gesetzt  wird,  die  folgenden  hervor* 
gehen 


112) 


113)     ^^ 


M^  +  liQ)  =  ey^Q-^'^^{e). 

Lässt  man  mehrmals  nach  einander  0  -}-  \iQ  an  die  Stelle  tob  • 
treten,  so  erhält  man  leicht  für  ein  ganzes  positives  n 
^(JB  +  itiQ)  =  (—  l)»c»*^-'-*"'d(^), 

^lOf  +  inQ)  =  (—  l)"<5»*^-'«»'di(*), 

^2(^  +  *np)  =  c"V-'»-'e2(^), 

^z{0  +  inq)  =  e*V"-'«"'*8W, 
und  femer  nach  Nro.  110),  wenn  8  •\'  m%  ^  ß  gesetzt  wird« 

'  %{e  +  mw  +  in(f)  =  (—  l)"e«»?-'«»'^(iP), 

-^iC^er  +  w«  +  tnp)  =  (—  1)~  +  ««»V-<«"'0,(£X 
^    «"«(jer  +  m«  +  tnp)  =  (—  l)««»V-'-««'d,(jpX 

.^8(*  +  wjjr  +  tnp)  =  c»*^-"'>*'da(ir). 
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HieranB  geht  hervor,  dass  die  Thetafunctionen  für  sich  nur  einfach 
periodisch  sind,  dass  aber  der  Quotient  zweier  Thetafonctionen  zwei 
Perioden  besitzt,  von  denen  die  eine  den  reellen  Index  %  oder  2  n^ 
die  andere  den  imaginären  Index  ig  oder  2  ig  hat.  Diese  Bemer- 
kung werden  wir  nachher  weiter  verfolgen. 

b.  Um  die  vier  Reihen ,  welche  zur  Definition  der  Thetafunc- 
tionen dienten,  in  eine  andere  Form  zu  bringen,  erinnern  wir  an 
die  Formel  52)  auf  S.  154:,  nämlicb 

115)  Ze    ~       =y-  2:e-'\cos2sg. 

An  diese  knüpft  sich  zunächst  eine  verwandte  Formel.  Es  ist  näm- 
licb, wie  durch  £ntwickelung  der  angedeuteten  Summen  sofort  er- 
hellt, 

Zi-^iye        ^     =2Z!e  9      —  Ze        ^ 

('TE  +  Visy*  an  + 1)* 

=  2Ze     .    '^*^     --  Ze        ^ 

mithin,  wenn  man  die  Summen  rechter  Hand  nacb  Nro.  115)  trans- 
formirt  • 

^(—lye         9     =y^lZe  cossß'-Ze        cös2sjp|- 

Die  Entwickelung  der  Summen  rechter  Hand  giebt  einfacher 

116)  2:(—  lye        e       =  y^^e  cos(28  +  1)5. 

Man  bemerkt  nun  augenblicklich,  dass  die  Formeln  115)  und  116) 
identisch  mit  den  folgenden  sind 

Ze       9       =(/|-^a(4 

Zi^iye        Q      =\/|-^2W, 

wobei  ohne  Aenderung  der  rechten  Seiten  — jer  für  5  geschrieben 
werden  darf.  Lässt  man  noch  ^sr  —  5  an  die  Stelle  von  e  treten  und 
beachtet  die  Relationen  in  109),  so  gelangt  man  zu  folgenden  neuen 
Darstellungen  der  Thetafunctionen 
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117) 


*3W  =  V^^«"^'*""'"- 

Diese  Formeln  Bind  insofern  wichtig,  als  mit  ihrer  Hfllfe  die 
Thetafunctionen  einer  imaginären  Variabelen  durch  Thetafunctionen 
einer  reellen  Variabelen  aasgedrückt  werden  können.  Ans  &er  »- 
sten.  Gleichung  in  Nro.  111)  folgt  nämlich,  wenn  is  tau  die  Stelle 
von  B  tritt» 

führt  man  rechter  Hand  statt  Q  und  0  zwei  neue  Grössen  q'  und  ^ ' 

ein  mittelst  der  Gleichungen 

118)        .  QQ'  =  «\         i  =  ^. 

80  wird 

£^_/»     (sp  —  g)»  _  (gar  —  #0> 
«^  -  p"  p         -  p'        • 

mithin  geht  die  Formel  für  ^{iz)  in  die  folgende  über 

d(ijp)  =  e^  2:(—  1)'<?        ^'      . 

Andererseits  erhält  man  aus  der  dritten  Formel  in  Nro.  11 7X  wem 
man  p'  für  p,  ^  für  #  schreibt  und  andeutet,  dasa  d^  gleichsötig 
von  q>'  und  if  abhängt, 


Hier  kommt  dieselbe  Summe  vor  wie  in  der  Formd.  für  ^(tjr), 
gelangt  ako  zu  einer  Relation  zwischen  ^(txr)  und '9'2  (9',  jar*).    Ueber* 
haupt  ergeben  sich  auf  diesem  Wege  folgende  vier  Belationen 
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/     r« 


119) 

»,(Q,  iz)  =  y^  e?»,(9',  A 

und  diese  zeigen  in  derThat,  wie  sich  die  Thetafunctionen  imaginä- 
rer Argumente  auf  Thetafunctionen  reeller  Argumente  zurückführen 
lassen. 

Die  Gleichungen  109),  113)  und  119)  können  ührigens  benutzt 
werden,  um  aus  einer  Eigenschaft  einer  der  vier  Thetafunctionen 
die  analogen  Eigenschaften  der  übrigen  Thetafunctionen  herzuleiten. 
Setzt  man  z.  B.  in  einer  Formel,  welche  %'{$)  enthält,  statt  B  der 
Reihe  nach  ß  4~  \^9i  ^^%  |^  —  '«  so  gelangt  man  zu  drei  neuen 
Formeln,  die  statt  ^  die  anderen  Functionen  O*!,  ^3,  ^3  enthalten. 
Eine  Anwendung  dieses  Principes  wird  man  sogleich  sehen. 

a  Nach  der  vierten  Formel  in  113)  woUen  wir  die  Functionen 
6*3 (x)  und  ^^{y)  bilden  und  sie  mit  einander  multipliciren.  Für  die 
erste  Reihe  bezeichne,  wie  in  113),  $  den  Buchstaben,  auf  welchen 
sich  die  Summirung  bezieht;  für  die  zweite  Reihe  wählen  wir  t  statt 
S  and  haben  dann 

worin  8  und  i  alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlwerthe 
darchlaufen  müssen.     Hierbei  sind  folgende  vier  Fälle  möglich 

8  gerade  und  t  gerade, 

8  ungerade  ^  t  ungerade, 

8  gerade  „  t  ungerade, 

8  ungerade  „  t  gerade; 

die  zwei  ersten  Fälle  ziehen  wir  in  den  einen  Hauptfall  zusammen, 
wo  8  und  t  gleichartig  sind,  die  beiden  übrigen  Fälle  bilden  zusam- 
men den  Hauptfall  ungleichartiger  8  und  t  Dem  entsprechend  zer- 
legen wir  die  auf  alle  8  und  t  bezügliche  DoppeLsumme  in  zwei  Dop- 
pelsummen, deren  erste  die  gleichartigen,  und  deren  zweite  die  un- 
gleichartigen 8  und  t  enthält,  wofür  wir  kurz  schreiben 

ßchlömilch.  Analyal«.  II.  -^^ 
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Bei  gleichartigen  8  midi  sind  |(s  -f"  0  ^^^  |(^  —  0  gleichseitig 
ganze  positive  oder  negative  Zahlen,  die  alle  möglichen  Werthe  ha- 
ben können;  wir  setzen  dann 

i(s  +  0  =  m,  i(s  —  t)  =  n, 

wgraus  folgt 

s  =  w  +  n,  «  =  m  —  w,  s«  +  <>  =  2  (m*  +  n'). 

Die  mit  P  bezeichnete  Doppelsamme  gestaltet  sich  jetzt  folgender- 
maassen 

und  zufolge  der  Definition  von  d'^  ist 

P  =  da(2p,  a?  +  y). -0^8(2 ^,  »  —  y). 
Bei  ungleichartigen  8  und  t  hat  man 

1(9  +  0=1)  +J,  |(8-0  =  fl  +  i. 

wo  p  und  2  alle  möglichen  positiven  und  negativen  ganzen  Zaln  n 
bedeuten;  es  folgt  dann 

8=p  +  3  +  1.  <=i>-a.  8»  +  <»=2[(p  +  J)»  +  (j  +  i)-] 

mithin 

d.  i.  vermöge  der  Definition  von  ^3 

Q  =  ^2(2 «>,  X  +  y).f^i(2(f,  X  —  y). 
Durch  Substitution  der  Werthe  von  P  und  Q  geht  nun  die  frühe:  e 
Formel  fttr  ^3  (x) .  Oa  (y)  ^  die  folgende  über 

120)  e-i(x).^z(if)  =  »9(2Q,x  +  y).^si2Q,x  —  y) 

Ersetzt  man  hier  x  durch  \7t  —  x  und  zugleich  y  durch  l^r  —  y,  ^^^ 
erhält  man  leicht  durch  Anwendung  der  Formeln  109)  und  110) 

121)  ^(x).»(:^)  =  »^(2Q,x  +  y).^9(2Q,x—y) 

—  dj(2p,  «  +  y).d2(2p,  «— y). 
Femer  ist  nach  112) 

^3(Pi  ^  —  I*»  =  eV.?  +  "^,(9,ir) 
und  wenn  man  2  p  an  die  Stelle  von  Q  treten  l&sst 

0,(29,  ^  —  «P)  =  «V«^  +  ''*j(2?,  ät). 
Auf  gleiche  Weise  erhält  man 

«•2(29,  «r  —  ig)  =  e'Ae  +  "*»(2  9,  ir). 

Vertauscht  man  nun  in  Nro.  120)  «mit«  —  jtp und y gegen y  —  j'?» 
so  erhält  man  nach  Hebung  der  Exponentialgrössen 
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122)  ^»(x).«'2(y)  =  -^8(2p,  Ä  +  Sf).^«(2p,«  — y) 

LäsBt  man  hier  wieder  |^  —  re  an  die  Stelle  von  x  und  \jc  —  ^^  an 
die  von  y  treten,  so  wird  noch 

123)  ^i(x).»i(y)  =  d'^{2(f,x  +  y).d'ai2Q,x--y) 

—  ^2(2 Q,  x  +  y>. ^3(2  p,  a?  —  y). 

Die  vier  Oleichungen  120)  .  .  .  123)  bilden  die  Quelle  sehr  vie- 
ler zwischen  den  Thetafunctionen  stattfindender  Beziehungen,  von 
denen  wir  einige  der  wichtigsten  ableiten  wollen. 

d.  In  den  vier  Fundamentalformeln  sei  y  =  ^  und  zur  Abkürzung 
^2(29,  0)  =  Cf2,      »b(2q,  0)  =  03, 
^a(2p,  2a;)  =  SjT,    ^3(2?,  2ar)  =  &; 
es  entstehen  dann  folgende  specielle  Helationen 

[d-(xy]*  =  a3t3   —   «212, 

[^1  («)]*  =  «2  la  —  «8  &, 

[^2(aj)?  =  a2&  +  «8&, 

[^8(«)?  =  «sla  +  «2  Sa. 
Entwickelt  man  I9  und  I3  aus  zweien  dieser  Gleichungen  und  sub- 
stituirt  die  erhaltenen  Werthe  in  die  beiden  übrigen  Gleichungen, 
so  gelangt  man  zu  Relationen  zwischen  den  Quadraten  von  je  drei 
Thetafunctionen,  namentlich  ergiebt  sich,  wenn  man  l^  und  ^g  den 
beiden  ersten  Gleichungen  entnimmt, 

^ "" "'  i»  i^)v  =  [»i  («)]•  +  !l  7  "i  [*«  (*)]'. 


.mji».(')i'+|^: 


Wie  man  aus  den  Formeln  108)  ersieht,  sind  «3  und  1X3  reelle  posi- 
tive Zahlen,  auch  lehren  die  vorstehenden  Gleichungen,  auf  den  Fall 
x=0  angewandt,  dass  a^  —  a^  positiv  ist.  Zar  Abkürzung  setzen 
wir  noch 

2«8«t     _, 

«8^    +    «2'  ~      • 

wo  h  ein  positiver  echter  Bruch  ist;  es  wird  dann 

«8    +   «2 

wobei  die  Wurzel  positiv  genommen  werden  muss.  Die  vorigen  He- 
lationen gestalten  Bich  jetzt  folgendermaassen 

29* 
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Für  2  =  0  erhält  man  specieller  wegen  ö"i(0)  =  0 

-'    '=[^]"  ^=m'- 

e.  In  Nro.  123)  setzen  wir  Iq  ^v  (f^  x  =  ß  -{-  lu,  fß  =  \u'^ 
es  ist  dann 

^g(0  +  u).'^,W-'fr,(ifir  +  M).^,(£)  =  d,(Jp.  ir+|u).4^i(lp,  J«) 
und  durch  Division  mit  —  u * &z(z) . ^'^(g  +  u) 

1  r^aCir  +  u)       ^,(z)\  ^        M\q,  g  +  |tt)     ^iQp,  lu) 

Lassen  wir  nun  u  gegen  die  Null  convergiren,  so  geht  die  linke 
Seite  über  in  den  nach  g  genommenen  Differentialquotienten  von 

— 7-r:  rechter  Hand  sei 

u 

mithin  A  eine  von  g  unabhängige  Grösse;  es  wird  dann 


iWi__  A^^iÜ^i-^. 


dg  [^aWl* 

um  den  rechts  vorkommenden  Z&hler  etwas  anders  auszudrackra 
nehmen  wir  in  Nro.  122)  y  =  0  und  erhalten 

^2(«).'ö'8(0)  =  20'8(2p,  a?).'^,(2p,  x) 

oder  wenn  {9  für  p  und  x  =  In  —  g  gesetzt  wird» 

Nach  Substitution  dieses  Werthes  geht  die  vorige  DifierentialforiLJ 
in  die  folgende  über 


»(<).»!  (g) 

wobei  ft  eine  neue  Constante  bezeichnet    Lfisst  man  noch  |«  —  r 
an  die  Stelle  von  M  treten,  so  erhält  man 

126)  m')l_^»*(')-»zi') 

de        ~'^      [»(')V     ' 
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Analoge  Differentialformeln  bestehen  für  die  Quotienten  9'i(e):d'(M) 
und  ^sOÖi^i/s);  sie  können  entweder  auf  einem  ähnlichen  Wege 
oder  kürzer  mittelst  der  Gleichungen  124)  entwickelt  werden,  indem 
man  letztere  durch  [6*(rc)]>  diyidirt  und  nachher  differenzirt. 


X.    Die  doppelt-perlodlBohen  Funotionen. 

Die  vorigen  Untersuchungen  führen  mit  Leichtigkeit  zu  den 
Haupteigenechaften  der  beiden  Functionen  &(to)  und  H{w)^  welche 
für  jedes  complexe  w  durch  folgende  Gleichungen  definirt  sind 

K.  IL  J\ 

H(w)=2  Ve-Qstn -^rrr-  —  2ye-^? sm--=^  +2/  e^^^9sin 


2K        '  ^     ^^  '  2K    '  2K 

in  denen  man  sich  unter  Q  und  K  beliebige  reelle  und  positive  Con- 
stanten  denken  kann.     Es  ist  zunächst 

*(||)  =  e«,  ».(11)  =  ««. 

femer  wegen  ^ii^)  =  ^i(^  +  1^)  nnd  ^^i^)  =  ^(^  +  \^) 

Aus  den  Formeln  in  110)  ergiebt  sich  nun,  wenn  man  ^-^    an    die 

Stelle  von  M  treten  lässt 

127)     @(w  +  2mK)  =  ©(w),  H(w  +  2mK)  =  (—  l)*^H(w). 
Nach  demselben  Verfahren  erhält  man  aus  Nro.  113),   wenn  man 
gleichzeitig 

setzt,  wo  K'  eine  zweite  positive  Constante  bezeichnet, 


128) 


^(Ä'-2iir) 


Femer  geben  die  Formeln  114) 
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129) 


e(w  +  2mK  +  f  .2«iC')  =  (—  l)"c^  "     "  "  ©(tr), 
JEf(fr+2fwjr  +  f.2ni[:0  =  (— 1)"+"«^"     "'"ifCv), 


£r(f(»-f  [2m +l]Ä:+».2nJS:')=(— !)"•«'  H(fe4-ir), 

Zufolge  des  vorigen  Werthes  von  Q  ist  nach  Nro.  118) 


ty 


130) 


es  entstehen  also  q'  und  e^  einfach  dadurch,  dass  man  K  und  IT  ge- 
gen einander  vertauscht.    Bezeichnet  man  die  entsprechenden  Reihen 

1  —  2c-^  co$-r^  4-  2e-*^  ^«-^w •'•• 

JL  JL 

«iV~~r/   .    ^«^        ft  1*7 — IT;  .  Sniv 
27^-9' stn^,  —  2  ye-'^Q'stn-^^  + 

mit  @(Jr^  u?)  und  H(Z^^,  tr),  so  gelangt  man  su  folgender  Umgestaltung 
der  Formeln  119) 

0(««')  =  V?**^  ^(^' "  +  ^'^• 

!I(itv)  =»y^,  J^H(K',  w). 
H(i  w  +  iT)  =  y  ^  e«^  0  (Z',  tc). 

Die  mit  fc  und  k'  =  Vi  —  fc*  bezeichneten  positiven  echt'-n 
Brüche,  welche  in  Nro.  125)  vorkommen,  werden  non  durch  folgende 
Gleichungen  bestimmt 

131)  *-Lfe'(Ä-)J  •     *   -l0(K)\' 

und  die  Relationen  in  Nro.  124)  lauten  jetzt,  wenn  x  =:—-y  gesetzt 

wird, 

132^  /*  t®^«')^'  =  t'^^"')^*  +  *'  t''^«  +  ^1* 
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z  = 
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nw      .  Xfi 


in  die  folgende  über 

133)       ^ri^w 


[HM] 
l@(u>)i 


@(«>)J  _    H(io  +  K) .  ®(io  +  K) 
div       ~  *  [©W]* 

wobei  E  eine  noch  zn  bestimmende  Gonstante  bezeichnet. 

Nach  Aufstellung  der  Fundamentalformeln  für  0  und  H  be- 
trachten wir  unter  der  Voraussetzung  beliebiger  complexer  w  die 
folgenden  drei  neuen  Functionen 


134) 


/(«>)  =  wr 


H(w) 


Mu>)-yk  --^^^ — 


Als  nächstliegende  Eigenschaften  derselben  ergeben  sich  u.  A.  durch 
Benutzung  von  Nro.  127) 

135)    /(-t(;)  =  -/Oc;),    fi(-w)=A(tv),    M'^w)=Mw% 


136) 


Mw  +  K)  = 


Miv)  • 


femer  aus  Nro.  128)  und  Nro.  127) 


1o 
o 


7) 


kf(wy 


/i(«^  +  *ir')  =  -iT^/T,    f,ifV  +  iK')=^i 


:/.  (''0 


/(l^) 


138)  - 


k/(w) 
und  allgemeiner  aus  Nro.  129) 

f(w  +  2mK  +  «.2nJrO  =  (— 1)VW, 
fi(w  +  2mJBr  +  «.2nJr)  =  (-  l)"*"ViW, 
/2(w  +  2mK  +  f  .2nJ5r')  =  (—  l)V2(w). 

Diese  Formeln  zeigen  unmittelbar  die  doppelte  Feriodicität  der 
Functionen  /(w),  f\  {w)  und  /j  (iß).  Bei  geraden  i»  wird  nämlich  die 
rechte  Seite  der  ersten  Gleichung  =  fiw) ,  mithin  besitzt  fiyo)  die 
reelle  Periode  4  K  und  die  rein  imaginäre  Periode  i .  2  £'.     In  der 


139) 
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zweiten  Gleichuug  wird  die  rechte  Seite  =  /j  (w)  sowohl  wenn  m 
gerade  und  n  =  0,  als  auch  wenn  m  =  n  ist;  f\  (w)  hat  demnach 
die  reelle  Periode  4jBl  und  die  complexe  Periode  2K -\-  i.2K\ 
Endlich  erkennt  man  aus  der  letzten  Gleichung,  dass  f^  (tr)  die  reelle 
Periode  2  K  und  die  rein  imaginäre  Periode  t .  4  £'  besitzt. 

Bezeichnen  wir  mit  f{K\w\  fi(K\  w),  f^iK^w)  diejenigen 
Functionen,  welche  bjib  f(io),fi(w)yf2{w)  durch  Vertauschung  von 
K  gegen  K'  hervorgehen,  so  erhalten  wir  mittelst  der  Formeln  130) 

hierin  liegt  die  Reduction  der  Functionen  imaginärer  Argumente 
auf  Functionen  reeller  Argumente. 

Die  Gleichungen  132)  geben  nach  Division  mit  [^(tt')]' 

140)  I  i/(«^)?  +  [/iO<')?=l. 

woraus  man,  beiläufig  bemerkt,  noch  die  Folgerung 

141)  [/, («,)]s  _  k^lfi (u)P  =  *'» 

ziehei\  kann. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  bt  die  Formel  133),  weil  sie  ru 
einer  Differentialgleichung  zwischen  tc  und  f(w)  fuhrt.  Man  hat 
zunächst 

und  wenn  man/i(tr)  und /a  (u^)  mittelst  der  Gleichungen  140)  durch 
f(w)  ausdrückt,  so  gelangt  man  zu  der  Differentialgleichung 

^  =  eVl  -[/(w)?.Vl  -*»[/(«)]» 

oder,  wenn  zur  Abkürzung 

142)  /(«;)  =  e 

gesetzt  wird, 

dz 


Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  giebt 

dg 

=  «w  +  Conti, 


A 


V(l   —  £y  (1    —  ÄJ^^») 

und  da  js  gleichzeitig  mit  w  verschwindet,  so  ist 
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/d  ^ 
,     V(l  —  e^)  (1  —  k^z^) 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  6  yehmen  wir  speciell  to  =  Kf 
woraus  folgt  js  =f(K)  und  unter  Rücksicht  auf  Nro.  131) 

J_     H(K)  _ 
'-Vk'  @iK)-^' 

es  ist  daher 

144)  B = i.  r  ^      ^' 

KJ  V(l  — iP'')(l  —  A;-'i?2) 

Sind  nun  die  heiden  Constanten  K  und  K'  willkührlich  gewählt,  so 

kennt  man  ff  =  — — -,  mithin  lassen  sich  für  jedes  to  die  Functio- 

nen  &(tD)  und  H(w)  durch  Summirung  der  gleichgeltenden  Reihen 
berechnen;  die  Formeln  131)  und  144)  liefern  dann  ^undc«  so  dass 
alle  vorkommenden  Grössen  eine  genaue  Bestimmung  erhalten. 

Statt  von  den  Constanten  K  und  K'  auszugehen,  kann  man 
auch  zwei  andere  der  vorhandenen  Constanten  beliebig  wählen.  Das 
Vortheilhafteste  in  dieser  Beziehung  ist,  den  positiven  echten  Bruch 
h  als  willkührliche  Grösse  zu  betrachten  und  dem  JT  folgenden  Werth 
zu  geben 


äs 


V(l  —  JP')  (1  —  h'z'i 

V 

es  wird  dann  e  =  1  und  nach  Nro.  143) 

145)  «;=    C.  ^^ 

J  V(l  —  z'^)  (1  —  Ä;3.'2) 

Die  Function  e  =f(w)  ist  dann  diejenige  Function,  welche  durch 
Umkehrung  der  vorliegenden  Gleichung  entsteht. 

-  Um  noch  K'  zu  bestimmen,  nehmen  wir  die  erste  der  Formeln 
137)  für  t(?  =  JT  in  Anspruch;  sie  giebt 

1  1 


/{K  +  iE')  = 


kf[K)        k 


Da  hiernach  die  Werthe  ic  :=  JT  -j-  t  iC'  und  ^  =  T  einander  entspre- 
chen, 80  ist  nach  145) 
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J  V(l  -  z^)  (1  -  hU*) 

0 

und  durch  Suhtraction  der  Gleichung  144) 

1 

J  V(l  —  z^)  (1  -  h^z^) 


h^e^) 


oder  auch 

1 

jj:'  =  _  /-^= — £1= 

J  y(*»  -  1)  (1  - 

Die  Anwendung  der  Substitntion 

g  =  ,,      \      .    wo  V  =  Vi  -  *» 

giebt  hier 

146)  Ä^'=   A,  '^^  .,    . 

7  V(l  -  SO  (1  -  *''5*) 

0 

wonach  JBT'  ebenso  aus  V  entsteht  wie  K  aus  h. 

Am  Schlüsse  dieser  Analyse  wird  es  wohl  kaum  der  Bemerkung 
bedürfen,  dass  die  Functionen  /(tc),  /i  («?),  /f  (t(7)mit  den  früher  unter- 
suchten  elliptischen  Functionen  sinan/nw^  cos  am  w^  ^  amw  identisch 
sind.  Man  kann  also  auch  von  den  Thetafunctionen  aus  den  Eingang  in 
die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  gewinnen.  Bei  der  beste- 
chenden Einfachheit  dieses  Gedankenganges  dürfen  wir  aber  nicht 
verschweigen,  dass  derselbe  immer  noch  eine  empfindliche  Lücke 
übrig  lässt.  Da  nämlich  in  Kro.  145)  die  Yariabele  JS  im  Allgemei- 
nen complex  ist,  so  muss  zur  Vermeidung  einer  möglichen  Vieldeu- 
tigkeit des  Integrales  entweder  ein  ganz  bestimmter  Integrationsweg 
als  noth wendig  nachgewiesen  oder  der  Einfluss  gezeigt  werden,  den 
verschiedene  Integrationswege  auf  den  Integralwerth  ausüben.  Die 
Theorie  der  Thetafunctionen  erfüllt  keine  dieser  beiden  Fordeningen 
und  bedarf  daher  immer  der  Ergänzung  durch  die  in  Abschnitt  II, 
S.  374  ausgeführten  Untersuchungen*). 


*)  Den  Gedankengang  der  Abschnitte  IX.  und  X.  pflegt«  Jaeobi  is 
seinen  Vorlesungen  zu  befolgen;  eine  ausführliche  Theorie  der  Th«tafiuicti<>- 
nen  findet  man  in  dem  Werke  »Die  Lehre  von  den  elliptischen  Integrales 
und  den  Thetafunctionen.    Von  Prof.  Dr.  Schellbach.    Berlin  1864.* 


Die  elliptischen  Functionen.  4E9 


XI.    Die  elUptlsohen  Funotionen  zweiter  und 

dritter  Art. 

Sowie  die  drei  hanptsächlichBten  elliptischen  Functionen  erster 
Art  dadurch  aus  sing),  cosg)^  ^(9)  entstehen,  dass  an  die  Stelle 
▼on  9  die  Umkehrung  des  Integrales 

dq> 


d.  h.  9>  =  afnu  gesetzt  wird,  ebenso  hat  man  aus  den  elliptischen 
Integralen  zweiter  und  dritter  Art  nämlich  aus  £^(9)  und  77(9)  ™it^* 
telst  derselben  Substitution  die  neuen  Amplitudenfunctionen  E  (am  u), 
77  (am  t<)  gebildet  und  elliptische  Functionen  zweiter  bezüglich  dritter 
Art  genannt.  Demnach  ist  für  alle  elliptischen  Functionen  u  die 
unabhängige  Yariabele. 

a.    Wird  nun  in  der  Gleichung 


=/ 


E((p)  =J  ^(q>)dq> 
0 

die  Substitution  (p  ^  amu  vorgenommen,  woraus  dq)  =s  ^amudu 
folgt,  so  entsteht 

147)  E(amu)  =l(Jamuydu=hl  —  k^8in*amu)du; 

0  0 

hiernach  reducirt^sich  die  Untersuchung  von  E  (am  u)  im  Wesent- 
lichen auf   die  Untersuchung    von  /  sin*  am  u  du. 

Um  zunächst  die  Reihenentwickelung  von  E(amu)  zu  erledigen 
benutzen  wir  die  auf  S.  414  abgeleitete  Formel 

K^E       2x^   f    lg        ffw  .     2g«        2nu  ,        \ 

oder 

1  —  k'^sin^amu 

E  ,  271*1   Iq        nu  ,    23»        2nu  ,     3g»        Znu   , 

durch  Multiplication  mit  du  und  Integration  zwischen  den  Grenzen 
u  •=  0  und  u  =  ff  folgt  hieraus 
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148)    £(«««)=-«  +  — {^,sm—  +  y^,m-^+-J. 

Den  periodischen  Theil  dieser  Reihe  werden  wir  später  als  eine  neue 
Function  von  u  ansehen  und  mit  Z(u)  bezeichnen;  es  ist  hiemach 

und 

150)  E{amu)  =  —w  +  Z(«). 

b.    Nach  der  von  C.  G.^Jacobi  eingeführten  Bezeicbnnng  ver- 
steht man  unter  dem  elliptischen  Integrale  dritter  Art  das  folgende 

— ,        -V  rh* sina  cos a  J{Jc,  a)  sm'  qp        dq> 

{%cc,fc)  —J       ———————         -j;^—^^ 

wobei  der  Bogen  a  auch  eine  complexe  Zahl  sein  darf.  Setzt  man 
hierin  wie  bisher  q>  =  amu  und  denkt  sich  auch  a  als  Amplitade 
etwa  a  ^  atnOt  so  entsteht  die  Definitionsgleichung 

„ ,  , .         rjc^  sin  am  a  cos  am  a^ama  sin^am  u  _ 

n(amu,ama,k)=  1  ; ,,  .  , :-; du, 

J  1  —  k^stn^amastn^amu 

0 

Zur  Abkürzung  möge  die  linke  Seite  künftig  mit  dem  einfacheren 
Symbole  II(u,a)  bezeichnet  werden. 

Aus  der  gegebenen  Definition  folgt  zunächst 

V  dn(u,a) k^  sinama  cosama  z^  ama  sin^amu 

du  1  —  k^sin^atnasin^amu 

und  durch  nochmalige  Difierentiation 

d^nju,  a) 
du^ 
.  -  „     2  sin  am  u  cosam  a^ama    2  sinama  cos  am  u  jiJam  u 
*         1  —  k^  sin^am  u  sin^  ama     1  —  Ä*  sin*  am  u  stn'  am  a 

Mittelst  der  auf  S.  393  angegebenen  Formeln  für  stntf  -{~  ^^^  nnd 
shtö  —  sinv  findet  man  sehr  leicht,  dass  die  vorliegende  Gleichung 
mit  der  folgenden  identisch  ist 

d^n(u,a)  __ 
du^       ~ 
lÄ;«[s«nam(M  +  a)+s«nam(t«  — a)][smawi(tt+a)  — 5mam(ii  — a)! 

welche  zurückkommt  auf 

152)  d^n(u.o)  _  1  ^2[s|-n»am(w  +  a) -  stV amiu  -  a)l 
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Benntzt  man  hier  die  für  alle  reellen  u  gültige  Entwickelung  von 
sin^amUj  indem  man  u  das  eine  Mal  durch  u  -f*  ^>  ^^  andere  Mal 
durch  II  -—  a  ersetzt,  so  hat  man  weiter 

fl    ^—     X|     iB|     t)|     •     •     •     • 

Durch  Multiplication  mit  du  und  Integration  folgt  hieraus,  wenn 

dn(u,a) 
gleichzeitig  beachtet  wird,  dass  — -^ für  u  =  0  verschwindet 

(Nro.  151) 

dn(u,a)        n  .^      g"      r  .  n7t{u  —  a)  .  nn{u-}-  a)\ 

=  T?-^! ^  stn 7? 8tn — \ 

du  iC      1  --  g2n  [  K  K        } 

Nochmalige  Integration  zwischen  den  Grenzen  u  =  0  und  u  =  u  giebt 

IT/      N           T-         3"         f       nn(u  —  a)  n3t(u  +  ä)\ 

J7(«,fl)=-2; -^^—--jcas— ^^ cos—^—] 

wobei  der  letzte  Summand  =  uZ(ä)  ist.  Man  hat  demnach  die 
folgende  für  alle  reellen  u  gültige  Reihenentwickelung 

153)    J7(i*,a)  =  uZ(a)  — i  •  ^3^(^03     ^^     '  —  cos     ^  ^^    j 

oder  auch 

TT/      \         'y/  \      1        2g       ,    na    ,   nu 
J7(i*,a)  =  tiZ(a)  — i.  Y^^sm—  sm  — 

,       2g'       .    2na    .   2^« 

-  J  rry* "« -r  «"»-ff- - 


c    Statt  der  Gleichung  153)  kann  einfacher  geschrieben  werden 
154)  n{u,a)  =  uZ(a)  +f(u  +  a)  —f(u  —  a), 

wobei  die  Function  f(w)  selbstverständlich  folgende  Bedeutung  hat 

/(«;)  =  -:  •  — = —  cos  —  +  J  •  — = — T  cos  ' 4-  .  .  .  . 

Entwickelt  man  hier  die  einzelnen  Glieder  mittelst  der  Formel 
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SO  erhält  man  durch  andere  Anordnung  der  entstehenden  Doppel- 
reihe 

f(ui)  =  iqco8—  +  lq^coa^-+lq*co8'-j^-\ 

+ 

d.  i.  nach  einer  bekannten  Formel 

Zufolge  der  in  Abschnitt  VIII.  gegebenen  Entwickelungen  ist  weiter« 
wenn  zur  Abkürzung 

P= l 

(1  -  2^  (1  -  flO  (1  -  a') . . . 

gesetzt  wirdf 

/(«7)=-|l  Pf  1  —  2 g cos— +  2g* cos -= 2q^cos— — | y 

d.  h.  sehr  einfach 

Hiernach  geht  die  Gleichung  154)  in  die  folgende  über 

155)  77(«,a)  =  „Z(a)+lj(|g^). 

aus  welcher  erhellt,  dass  die  Function  TI  auf  die  beiden  Functionen 
&  und  Z  zurückgeführt  werden  kann. 

d.  Die  Gültigkeit  der  vorliegenden  Formel  ist,  ihrer  Herleituoir 
nach,  vorläufig  auf  reelle  u  und  a  beschränkt;  es  bedarf  daher  noch 
einer  besonderen  Untersuchung,  ob  man  jene  Relation  auch  für  com- 
plexe  u  und  a  in  Anspruch  nehmen  darf.  Wir  erinnern  sa  diesem 
Zwecke  an  die  auf  S.  448  und  449  bewiesenen  Formeln 

in  denen  zur  Abkürzung  sein  möge 
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^8(2p,  »  +  y)  =  »8,    4^3(2?,  «  —  y)  =  ts, 
^2<2p,  a?  +  y)  =  «a,    -^2(2^,  »  —  y)  =  ^; 
es  ist  dann  unmittelbar 

•Ö"!  (a?)  ^1  (y)  =  5a  <a  —  s^t^. 
Setzt  man  dagegen  in  der  ersten  der  vorigen  Gleichungen  y  =  0 
und  lässt  das  eine  Mal  x  -{-  y,  das  andere  Mal  x  —  y  an  die  Stelle 
Yon  X  treten,  so  hat  man  folgende  zwei  Relationen 

&(o)d-(x  -^  y)  =  q  —  q. 

Zufolge  der  identischen  Gleichung 

(S8<8   —  S2hy  -  («8  «2   -  «2«*  =  («8*  -  «»)  (Pl  ^  ^D 

ergiebt  sich  nun  sofort 

[»(x)»m*  -  [*i(^)*i(y)]»  =  [*(o)]»*(«  +  y)^(«-y) 

oder, wenn  x — .        und  y  ^„-^  gesetzt  wird, 

[©(u)©(t;)]>  —  [H{u)H{v)V  =  [0(O)]«0(u  +  f;)0(tt  — t;). 

Dividirt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  durch  [0(tt)  ®(v)]'  und 
beachtet  die  Gleichung 

80  erhält  man 

[0(u)®(t;)]« 

Von  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  nehmen  wir  die  natürlichen  Lo- 
garithmen und  differenziren  in  Beziehung  auf  v\  der  Differential- 
quotient ist 

k^sin^ amu  sin  am  v  eos amv  damv 
1  —  k^sin'^amusin'^amv 

Endlich  setzen  wir  v^z^a^  multipliciren  mit  du  und  integriren  zwi- 
schen den  Grenzen  u  =  0  und  u  =  u;  linker  Hand  kommt  dann 
II(Ujä)  zum  Vorschein,  und  es  wird  überhaupt 

156)  JT(M,a)  =  tt  -7r)-f  +  IMttt— i— 4  • 

^  ^      "^  0(a)        ■    l0(t«  +  a)J 

Diese  Formel  lehrt  zweierlei.  Aus  der  Vergleichung  mit  Nro.  155) 
folgt  nämlich  einerseits,  dass  für  jedes  reelle  a 
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z(«)  =  ^ 

^  ^        0(a) 

sein  muss.  um  zu  verallgemeinern,  definiren  wir  för  jedes  com- 
plexe  w  die  Function  Z(w)  dorcb  die  Gleichung 

wonach  Z(w)  eine  Yollkommen  eindeutige  Function  ist.  Difidirt 
man  die  Gleichung  156)  mit  a,  geht  nachher  zur  Grenze  für  Ter^ 
schwindende  a  üher  und  setzt  vorläufig 


so  erhält  man  leicht 


a&ia) 


ß 


0(m) 


mithin 


©'(«) 


158)  y  (1— fc2stVawtt)dfu  =  (l  — A)ti  + 

In  dieser  für  jedes  complexe  u  gültigen  Gleichung  ist  die  linke  Seite 
=  E{amu)j  wofür  kurz  E(u)  geschriehen  werden  möge;  rechter 
Hand  bestimmt  sich  der  Factor  1  —  k  dadurch,  dass  man  u  zu  einer 
reellen  Grösse  specialisirt  und  die  Gleichungen  157)  und  150)  beach- 

E 

tet.     Man  findet  1  —  A  =  —  und  nunmehr  aus  Nro.  158) 

159)  E(u)=i  ^tt  +  Z(u). 

Damit  ist  die  frühere  nur  für  reelle  u  gültige  Formel  150)  auf  com- 
plexe Variabel  e  ausgedehnt. 

Zweitens  erhält  man  aus  Nro.  156) 

lüO)  J7(«,a)  =  «Z(«)  +  J?(||^} 

und  dies  ist  die  Yerallgcmeinecung  der  Formel  155). 

Die  drei  Gleichungen  157),  159)  und  160),  verbunden  mit  den 
Formeln  auf  S.  436,  führen  nun  zu  dem  wichtigen  Ergebnisse,  dass 
alle  elliptischen  Functionen  durch  die  Jacobi'sche  Trans- 
cendente  S  ausgedrückt  werden  können. 

Als  gelegentliche  Folgerungen  hiervon  mögen  zwei  schon  frü- 
her bewiesene  Sätze  aufs  Neue  abgeleitet  werden.  Die  Formel  16u) 
giebt  wegen  0  ( — w)  =  &{w) 
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i7(ii,a)  —  n(a,u)  =  uZ(a)  —  aZ(u) 

oder,  wenn  man  nach  Nro.  159)  die  Function  Z  durch  E  ausdrückt, 

i7(fi,a)  —  i7(a,u)  =  ui:(a)  —  aE(u); 

diess  ist  der  auf  S.  338  erwähnte  Satz  üher  die  Vertauschung  von 
Amplitude  und  Parameter. 

Man  hat  ferner  nach  Nro.  159)  und  157) 


«— a  M— o 


E         ,    i.(0(t*  +  «)l 
K        ^  *  \0(fi  — a)j 

andererseits  aus  Nro.  159)  und  160) 

mithin,  weil  die  rechten  Seiten  der  beiden  letzten  Gleichungen  über- 
einstimmen , 

uE(ä)  —  \J  E(tp)dw  =  n(u,a); 


u —  a 


diese  Formel  ist  identisch  mit  Nro.  79)  auf  S.  837. 

e.  Aus  den  bekannten  Eigenschaften  yon  ®(tD)  lassen  sich  nun 
die  entsprechenden  Eigenschaften  von  Z{tc)  und  n(tCj  a)  ohne  Mühe 
herleiten. 

Nimmt  man  z.  B.  die  Logarithmen  von  beiden  Seiten  der  Glei- 
chung   

0(iv)  =  y^  e^  H{v  +  K',  W) 
oder  der  mit  ihr  identischen 

und  diffcrenzirt  nachher  unter  Rücksicht  auf  Nro.  157),  so  erhält 
man  augenblicklich 

161)     iZiiv)  =  Z{v,V)  +  ^^,  -  ingam{u,l(!)dam{u,V), 

womit  das  Z  eines  imaginären  Argumentes  auf  das  Z  eines  reellen 
Argumentes  zurückgeführt  ist. 
Von  der  Formel  

VIT    ^^* 

Bchlömilch,  AiudjrsU.    II«  ^ 
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ausgehend,  findet  man  nach  demselben  Verfahren 

162)     tZ(i^  +  *t;)  =  Z(t;.Ä')  +  2^^, ^amiu^V) 

Ebenso  leitet  man  aus  der  Formel 


iVk 


inu 


&(u  +  iE')  =  -i=^  e    2A  e(u)sinamu 

Vq 
die  folgende  ab 

163)  Z(u  +  iK')  =  Z{u)  —  ^  +  cotamuJamu, 

welcher  noch  die  der  Relation 

®{u  +  2iK')  =  —  —  e"  V^0(u) 
entsprechende  Formel 

164)  Z(u  +  2  iE')  =  Z(u)  —  i-^ 

beigefügt  werden  mag. 

Lässt  mau  in  Nro.  160)  an  die  Stelle  von  a  der  Reihe  nach 
ih,  K  +  ibt  a  +  fiC'  treten  und  benutzt  die  Formeln  161),  162) 
und  163),  so  gelangt  man  zu  folgenden  Resultaten 

165)  f7T(w,i6)==w|z(6,Ä;')  +  r^--<n5ra»n(6,Ä')^am(5,t')| 


+1' 


0(u  +  f6)r 


\@iu—K—ibh 
[u  +  K+ib)l' 


+i' 


167)    i7(M,a  +  tX0  =  tilz(ä)  —  »  ^  +  cotama^lama] 

.    ..(»(«-g-tlTOi 

Analoge  Formeln  lassen  sich  auch  für  die  Fälle  aufstellen,  wo  in 
Nro.  160)  iv  oder  iL  +  iv  oder  u  +  f  Ä"'  an  die  Stelle  von  u  tritt; 
da  CS  aber  jederzeit  möglich  ist,  Amplitude  und  Parameter  g^en 
einander  zu  vertauschen,  so  bedarf  es  für  jene  Fälle  keiner  beeon- 
deren  Formeln. 

f.    Schliesslich  wollen  wir  noch  zeigen,  wie  das  Legendr e>rhe 
Integral  dritter  Art 


168) 


Die  elliptischen  FunctioDen. 

d(p 
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A 


•\-hsin^q>)'d(q>) 


f    d<p     p        gtn"  <pd(p 

■~7  ^(9)  J  (1+A«tt«9). 


0  0 

für  jedes  Ä  auf  die  Function  U  zurückgeführt  also  auch  numerigch 
berechnet  werden  kann.     In  allen  Fällen  sei  hierbei 


169) 
femer 
woraus  folgt 


f' dtp    _ 
J  ^(<p)  -  " 


mithin  q>  =^  amu. 


Ä  =  —  k^sin^amc, 


V^ 


170)  siname  =  ^  ""  ^* 


und    c 


/*  de 

V(l-^«)(1- 


k^s^y 


die  Gleichung  168)  wird  dann  im  Allgemeinen 

d<p  ingamc 


171) 


/ 


(1  +  Ä  sin^  (p)  d  (ip) 


=  »  + 


^^amc 


TI{Uy  c). 


Um  dieselbe  in  gebrauchfertiger  Gestalt  zu  haben,  müssen  wir  bei 
reellen  h  vier  Fälle  unterscheiden,  nämlich 

-  Ä»  <  Ä  <  0,      I 

—  1    <  Ä  <C  —  Ä;^,  >  negative  Ä, 

—  00  <Ä<  —  1,  J 

0  <  Ä  <  +  00,     positive  h. 

Im  ersten  Falle  ist  die  obere  Grenze  des  unter  Nro.  170)  verzeich- 
neten Integrales  reell  und  <C  1  mithin  c  eine  reelle  Zahl,  welche  wir 
a  nennen  wollen;  es  gelten  dann  unmittelbar  die  Formeln 


172) 


Im  zweiten  Falle  liegt  die  obere  Integrationsgrenze 


ITTä 


ZWl- 


30' 
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sehen  1  und  -r ,  und  dann  lässt  sich  das  fftr  c  angegebene  Integral 

ebenso  behandeln  wie  das  Integral  Nro.  83)  auf  S.  383.  Für  c  er- 
hält man  einen  Aasdruck  von  der  Form  K — ih=2K — {K  +  ih); 
führt  man  denselben  in  Nro.  171)  ein  und  beachtet,  dass,  der  nr* 
sprünglichen  Bedeutung  von  il  gemäss,  i7(t»,2£ — y)=  —  ^(<*»y) 
ist,  so  gelangt  man  zu  den  Formeln: 


173) 


W^-^ 


-  l<h< 


/dx 
V(i— ««)(i— ife'*«*) 


77o(g>)  =  u  + 


^amQ}^k') 


k'^sinamQ)^  l<f)cosam{py1^ 


in(fi,K  +  9h). 


y  ^  k  1 

Im  dritten  Falle  ist  die  obere  Grenze ; zwischen -r-  und 

h  k 

4-  <x)  enthalten,  und  dann  lässt  sich  das  ftlr  c  angegebene  Inte^pral 

ebenso  transformiren  wie  das  Integral  Nro.  35)  auf  S.  384,  wodurch 

man  fttr  c  einen  Werth  von  der  Form  2K  —  a  —  iK'  erhält    Nadi 

diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich 

1 


174) 


-00  <Ä< 


J    V(i-x«)(i-*««o' 


Im  letzten  Falle  ist  — r —  rein  imaginär,  und  dann  hat  man 

das  Integral  in  Nro»  170)  ebenso  zu  behandeln  wie  es  früher  auf 
S.  382  mit  dem  Integrale  Nro.  31)  geschah.  Füre  erhält  man  einen 
Ausdruck  von  der  Form  1 5  und  überhaupt 


175) 


0<Ä< 


dx 

V(i-.»)(i- 


f»«») 


-_      .  smam(b,k')eo8amQ>,J^  .  —  .    _. 
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Die  Formeln  170)  und  171)  behalten  auch  bei  complexen  h  ihre 
Gültigkeit,  nur  bedarf  es  dann  einer  besonderen  Untersuchung  über 
die  Bestimmung  der  Grösse  c  aus  der  Gleichung 

k 
Es  sei  nun 

176)  A  =  m  +  in,         c  =  a  +  ib^  ^ 

wo  m  und  n  gegebene,  a  und  5  unbekannte  Grössen  bezeichnen ;  die 
obige  Gleichung  ist  dann  identisch  mit 

/   I  •  v\     y — ^ — *^ 

8tnam{a  +  tb)  = , 

und  daraus  folgt 

r     •    .»X      V&2  +  m  +  in         .      ,     ,   .»V      1/ — : : 

C08am(a  +  tb)= = ,      /Jam{a  +  %b)=Vl  +m-|- tu. 

Ig 

Die  rechten  Seiten  dieser  drei  Gleichungen  sind  aus  bekannten  Grös- 
sen zusammengesetzt  und  können  daher  auf  die  Form  re*^  gebracht 
werden;  setzen  wir  demnach 

IV  —  m  —  in  =  ricosd"  -f  isin^), 
Vä»  +  I»  +  in  =  r,  (cos^i  +  isinf^i), 
Vi  +  m  +  in  =  r^icosd^i  +  tsm^j), 

so  können  wir  im  Folgenden  r,  fi,  f],  '9',  ^i,  ^^  als  bekannte  reelle 
Grössen  ansehen,  und  haben  die  drei  Gleichungen 

/     I    •i.\      r(cosd^  +  i8in&) 
stnam  (a  +  tb)  =  -^ t • 

casam(a  +  tb)^=  — ^ r 

^am(a  +  ib)  =  r2(cos^2  +  tsin^j), 
denen  noch  folgende  entsprechen 


.  ,^x       ^  (öoa  ^  —  f  st  n  0") 
(a  — »6)  =  -^ , 


sin  am  ^w      .^,  —  , 

^^^^^  (»      ih\  —  ri(co8»i—isinf^i) 
cos  am  (a  —  to)  = r , 

^am{a  —  1 6)  =  r,  {cos^^  —  i  sm^s). 

Wendet  man  nun  die  bekannten  Formeln  für  sin  am  (u  -f  ^  nnd 
sinafii(u  — t;)  (S.  393,  Nro.  41)  auf  den  Fall  I4=a  +  f6,t;=a  — tb 
an,  so  erhält  man  mittelst  der  angegebenen  Werthe  von  sin  am{a  -|-  ib) 
u.  s.  w. 
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sinam (2 a)  =  , / ^^  ^\  cos(d-  —  d-i  —  ^j), 
^  Ä*  —  r* 

sinam(2 ih)  =  i      _|  *  sin(0^  —  O-i  —  -^Oi 

auf  gleiche  Weise  findet  man   aus   den  Formeln  farcosam(u  +  r) 
und  co$am{u^v)  (8.394,  Nro.  42) 

•  C08am(2ä)  =    \,     ^    r  , 

ä'  —  r* 


k^  —  r* 


Hiemach  ist 


tnffam(2a)  =  ^,    '^Ylxo  cos(^  -  ^i  —  »tl 

ingam(i. 2h)  =  »  ^s^,^''^^).  ««>»(^  -  ^,  -  ^,). 

Zur  Vereinfachung  dieser  Formeln  benutzen  wir  einen  Hülfswinkel  y^ 
welcher  durch  die  Gleichung 

178)  tngy  =  '^ 

bestimmt  sein  möge;  es  ist  dann 

^rur^  ^     ^  2rrirj  .   ^ 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  vorhergehenden  Gleichungen 
und  beachtet  die  Relation  tng  am  {%,  2h)  =  isinam{2hyk%  so  gelangt 
man  zu  den  beiden  Formeln 

179)  ingam  (2  o) = tng  2y.cos{%  —  ^i  —  0-,), 

1 80)  sin  am  (2  h,h')z=zsin2y .  sin  (^  —  -^i  —  -^t), 
wodurch  die  Bestimmung  von  a,  h  und  c  ^=:^  a  -^  ih  erreicht  ist  ^). 


*)  Da89  sich  die  elliptischen  Integrale  zweiter  und  dritter  Art  gleicb- 
üalls  auf  die  Function  S  zurückführen  lassen,  hat  Jacobi  zuerst  gezeigt  in 
den  Fundam.  n.  thoor.  funct.  ellipt.  (§.  47  bis  60);  als  Ausgangspunkt  dient 
hierbei  (wie  auf  S.  457)  die  Entwickelung  von  sin^amu,  m  welcher  Jacobi 
auf  etwas  beschwerlichem  Wege  nämlich  durch  Quadrirung  der  Entwicke- 
lung von  sin  am  u  gelangt.  Die  zuletzt  gegebene  Bestimmung  der  Grossen 
a  und  6,  in  welcher  gleichzeitig  der  Beweis  liegt,  dass  sich  jede  complexe 
Zahl  unter  der  Form  8inam{a-\~ib)  darstellen  lässt,  wurde  Ton  Riehelot 
geliefert  in  Cr  eile's  Journal  Bd.  45,  S.  225. 
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Die   vielfachen   Integrale, 


L  Beduotlon  duroh  suooessive  Substitutionen. 

Wie  bei  den  doppelten  und  dreifachen  Integralen,  so  ist  auch 
bei  mehrfachen  Integralen  die  Einführung  neuer  Variabelen  das 
nächstliegende  und  gewöhnlich  auch  wirksamste  Mittel,  um  möglichst 
viele  der  postulirten  Integrationen  zu  vollziehen.  Die  zu  diesem 
Zwecke  nöthigen  Substitutionen  können  entweder  nach  einander  oder 
gleichzeitig  vorgenommen  werden,  und  wenn  es  auch  für  das  End- 
resultat gleichgültig  ist,  ob  man  den  einen  oder  anderen  Modus 
wählt,  so  ist  doch  die  Art  der  Rechnung  nicht  dieselbe  für  beide 
Fälle;  im  Oegent^eil  empfiehlt  sich  nicht  selten  die  successive  Sub- 
stitution durch  geringeren  Rechnungsaufwand,  grössere  Uebersicht- 
lichkeit  und  leichtere  Bestimmung  der  Integrationsgrenzen  für  die 
neuen  Variabelen.  Einige  Beispiele  von  möglichst  allgemeinen  For- 
men werden  das  Verfahren  hinreichend  charakterisiren. 

A.  Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  dem  dreifachen  Inte- 
grale 

1)  w=^  ff f'^rT'Tl^'rTnT'äxäyäe, 

'         .       JJJ      (9  +  aa;  +  i3y  +  yjp)'»  +  »  +  P  +  «  ^      ' 

worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  diejenigen  positiven  OP,  jf,  s  be- 
ziehen mögen,  welche  der  Bedingung 

O^Ä  +  y  +  iflr^l 
genügen.     Werden  hiernach  die  Integrationsgrenzen  bestimmt,  so  ist 


ß 
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Um  alle  oberen  Integrationsgrenzen  in  1  überzufahren,  machen  wir 
Gebrauch  von  der  sehr  einfachen  Bemerkung,  dass  das  Integral 

h 

^  At)dt 

0 

mittelst  der  Substitution  t  =  hu  auf  die  Form 

1 

hjf{hu)du 

0 

gebracht  werden  kann;  demgemass  setzen  wir  successive 

»  =  (1— x  — j^)w,        y  =  (1  — a;)v. 
Niich  der  ersten  Substitution  ergiebt  sich 

nach  der  zweiten 

1     1     1 

ajrcirair, 


Ifß 


[(>  +  ax  +  ll— a;){/3t;  +  y(l— t;)!^j]'»  +  «  +  p+^ 

und  da  jetzt  alle  Integrationsgrenzen  absolute  Constanten  sind,  so 
darf  die  Reihenfolge  der  Integrationen  beliebig  abgeändert  werden« 
Die  auf  x  bezügliche  Integration  lässt  sich  nun  mittelst  der  anf 
S.  273  bewiesenen  Formel  Nro.  62}  ausführen,  welche  durch  die 
etwas  bequemere 

tf^-^ji—ty-'^dt       r((i)r(v) i 


,  f. 


ersetzt  weixien  möge;    für  <  =  a?,  f*  =  im,  v  =  n  +  j)  +  q  folgt 
nämlich 

r(m  +  n+p  +  q) 

0        0 

hier  kann  man  wieder  mittelst  der  Formel  2)  nach  v  integriren  und 
erhält 
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W  = 

r(m)r(n)r(p  +  q)  1 pwp-^(i  —  wy>-^ 


y      (pH 


endlich  giebt  die  nochmalige  Anwendung  der  Formel  2) 

.  y^^r(m)r{n)r{jß)r{(i) 


dw^ 


Wie  dieses  Verfahren  auch  bei  einer  grösseren  Zahl  von  Yariabelen 
anwendbar  ist,  dürfte  unmittelbar  einleuchten.  Bezeichnet  man  die 
letzte  der  Grössen  »i,  n,  p,  etc.  mit  Ä;,  so  gilt  überhaupt  der  Satz: 
unter  der  Voraussetzung,  dass  x,  y,  £r,  .  .  .  alle  positiven  mit  der 
Bedingung 

verträglichen  Werthe  erhalten,  ist 

^^  J  J"  '    (g  +  ax  +  ßy+.^-y^^^n^-     ^^^^••• 

_  r(k)  r(m)  r(n) , . .    i 

Aus  den  Bemerkungen,  welche  früher  über  die  in  Formel  62)  auf 
S.  273  vorkommenden  Gonstanten  gemacht  wurden,  ersieht  man 
leicht,  dass  k,  m,  n,  etc.  reelle,  positive  die  Null  übersteigende  Zahlen, 
und  dass  Qt  Q  -}-  ci,  q  '\'  ß^  etc.  entweder  positive  oder  solche  com- 
plcxe  Zahlen  sein  müssen,  deren  reelle  Bestandtheile  positiv  und  von 
Null  verschieden  sind. 

Das  Vorkommen  einer  Reihe  willkührlicher  Constanten  Q^  a,  /}, 
etc.  bietet  den  Vortheil,  aus  der  Gleichung  3)  beliebig  viele  ähnliche 
Formeln  ableiten  zu  können;  man  erhält  letztere,  wenn  man  die 
Gleichung  3)  in  Beziehung  auf  die  eine  oder  andere  jener  Gonstan- 
ten mehrmals  differenzirt  oder  integrirt.  Die  Differentiation  nach 
Q  z.  B.  führt  unter  Beachtung  der  Formeln 

I?  =  "117  •"'"«  =  ''('  +  '" 

ZU  folgendem  Resultate 

^^  J  J  •••(p  +  ax  +  /3y  +  ...y  +  *  +  -  +  ''  +  -  ^''^^••' 

_  r{)i)r{m)r{n),..  n        m  n  I 1 
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und  überhaupt  kann  man  durch  eine  %-malige  Differentiation  nach  p 
den  Werth  des  Integrales 


// 


^  ^         /  i7  dzdy... 


(p  +  ax -f /3y +  .•)*  +  *-»•'" +  •+• 
vollständig  entwickeln. 

Lässt  man  in  Nro.  3)  p  -|-  ^  an  die  Stelle  von  Q  treten,  mul- 
tiplicirt  beiderseits  mit  t'^~^dt  und  integrirt  von  t  =  0  bis  I  =  i, 
so  kommt  linker  Hand  zu  den  bisherigen  Integrationen  noch  folgecdr 
hinzu 

(*  +  p  +  ax  +  . •)*  +  "»  +  •• 

r(Ä)r(Ä— Ä  +  w  +  'O  1 


deren  Werth  hier  nach  Formel  63)  auf  S.  273  entwickelt  ist.  Ad 
der  rechten  Seite  von  Nro.  3)  erhält  man,  abgesehen  von  den  ck^l- 
stauten  Factoren,  das  Integral 

/[ jf'-^dt p    (tt^p)*~M» 
^    (f  +  Qfit  +Q  +  a^it  +  (»  +  ßf,.,  —  J  «*(u+«)-(«  +  /J.v • 

worin  t  =^  u  —  Q  gesetzt  wurde.  Nach  diesen  Bemerkungen  er* 
giebt  sich 

r(k) r(m) rjn)  .  .  .  P      (u  —  Qf-^du 

wo  h  jede  positive  Zahl  <  Ä  -|-  w  -|-  n  -(-  •  •  •  sein  darf. 

Die  bisherigen  Formeln  können  durch  Aenderung  von  or,  jf,  ^,  etc. 
etwas  verallgemeinert  werden.     Ersetzt  man  z.  B.  or,  jf,  r,  etc.  durch 

X        v        ß 

— ,  -7-,  — ,  etc.  und  gleichzeitig  a,  j8,  y,  etc.  durch  aa,  hß,  cy, 
<A       0       c 

etc.,  so  beziehen  sich  nunmehr  die  Integrationen  auf  alle  der  Be- 
dingung 

o<£  +  ^  +  £  +  ...^i 

—  a         h         c 
genügenden  positiven  z,  y,  e^  etc.,  und  dann  wird  aus  Nro.  3) 
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^      J  J    "\        a       h        ')      •(9  +  aa?  +  i3y4--)*  +  "'  +  "  +  - 

_  r(]k) r(w) r(n) . . .    . a*»^».... 

~r(Jfc  +  m+nH )  *  p*(p4-aa)»(p  +  6/J)'».... 

und  aus  Nro.  5) 

_  r(X!) r(m) r(n) . . . o»  6^  . ..      r         {u^Qf-^du 

Ersetzt  man  in  Nro.  3)  nnd  Nro.  5)  x^  y,  etc    durch  ( — j  « 

(-r-J  ,  etc^  gleichzeitig  a,  ß^  etc.  durch  a*a,  5'/J,  etc.  und  ♦»,  n,  etc. 

durch  |m,  |n,  etc.,  so  beziehen  sich  die  nunmehrigen  Integrationen 
auf  alle  die  Bedingung 

«^(i)'+(f)'+(fy+-s. 

erfüllenden  positiven  x,  y,  e,  etc.^  und  dann  entstehen  die  folgenden 
Formeln,  in  denen  i  die  Anzahl  der  Integrationen  bedeutet, 


^' J  J  "V      a«     h^       J       '{Q 


x*"  "^  *  y"  •"*...  d  a:  d  jf .. . 


_r(h)r{lm)r(ln) a*» &».... 

'"2'r[ib+i(m  +  n  +  ..)l  *  P*(p +a»a)V.«»(p +  6«/»)%*  ..." 

d)    f  r  A  — 5!-^*-.  V"*  x^-^y^-K.^dxdy... 

2T(Ä)rpj-Ä  +  |(m+n  +  ..)]  7  u'(u  +  a^ay/*^(u  +  h^ßy/^\..' 

Beispielweise  erh&lt  man  fürt=3,  A;=  l,m  =  n=|>=l  aus 

Nro.  8) 

10)  f  f  r___äxdyd^ 

ar   ahc 

~  6"*pV(()  +  a'a)(f +  5'/5)(9  +  c«y) 
und  aus  Nro.  9)  wenn  |  —  ^  =  g  gesetzt  wird 
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11)  f  f  f  dxdydg 

J  J  J  {Q  +  ax^  +  ßy^  +  yt'^Y 

_      Vgg»  abc        p {u  —  Qf*-^du 

Hiernach  lässt  sich  die  Masse  von  dem  Octanten  eines  dreiachsigen 
Ellipsoides  bestimmen,  innerhalb  dessen  die  Dichtigkeit  an  der  Su\k 
xye  durch  den  Ausdruck 

_l 

(Q  +  ax''  +  ßy^  +  yz^)p 

gegeben  ist  Für  p  =  \  führt  nämlich  die  Formel  10)  anmittelbar 
zur  gesuchten  Massenbestimmung;  für  0<jp<;|  ist  die  Formel  11) 
ebenso  direct  anwendbar.  Im  Falle  p  I>  |  lässt  sich  p  in  eine  ganze 
Zahl  n  und  in  einen  zwischen  0  und  |  enthaltenen  Best  q  zerlv^tni 
man  benutzt  dann  zunächst  die  Formel  1 1)  und  differenzirt  nachher 
(n —  l)mal  nach  q,  wobei  es  unter  Umständen  gerathen  ist,  vor  der 
Differentiation  u  r=  qv  zu  substituiren. 

In  den  Formeln  3),  4),  5)  kann  man  noch  etwas  allgemeic€i 
die  Grössen 

X,  y,  '  »        (X,        ßj  ,  .    fn      ti,  .  . 

^"'•"•^    ©"•  (f)"' ••/•"«•  ^'^'-  ^'iy\ 

ersetzen;  man  gelangt  damit  zu  Formeln,  worin  sich  die  Integrati«>- 
nen  auf  alle  der  Bedingung 

0  s  (!)■+  (!)■+  (f)V ...  s . 

genügenden  positiven  Xy  y,  e,  etc.  beziehen*). 

B.  Um  zu  einer  wesentlichen  Verallgemeinerung  der  Tori^^  r 
Resultate  zu  gelangen,  setzen  wir  voraus,  dass  der  Werth  irgeni 
eines  vielfachen  Integrales 


///■ 


•  •  /(^i  y,  ^f  '  ")  dx  dy  dg  . .. 
bekannt  sei,  worin  die  Yariabelen  alle  mit  der  Bedingung 


•)  Die  besonderen  für  fc  =  1,  ^  =  1,  «  =  /f  =  y  .  .  =  0  ans  Nro.  .  - 
6),  8)  etc.  entstehenden  Resultate  hat  Lejeune  Dirichlet  in  den  AbL*c^- 
Inngen  der  Berliner  Akademie  v.J.  1839  (erschienen  1841)  S.  61  nach  eir^fs 
anderen  Verfahren  entwickelt,  welches  später  auseinandergesetzt  werdec 
soll.  Für  a  =  6=:c.  ..  =  1,  fc  =  y^,  m  =  n...=rl  folgt  aos  Nni  i* 
eine  specielle  von  Jacobi  in  Crelle's  Journal  Bd.  XII,  S.  60  (Nro.  15)  al- 
gegebene  Formel.     Die  obigen  allgemeineren  Formeln  därften  nen 
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^-J  +  T  +  7  +•    -^i 

yerträglichen  positiven  Werthe  annehmen  sollen ;  der  Integralwerth 
hängt  dann  u.  A.  von  a,  h,  c,  etc.  ab,  und  es  sei  z.  B.  bei  drei  Ver- 
änderlichen 

12)  P(a,  &,  c)  =JJJf(x,  y,  xr)  dx  dy  dz. 

Hinsichtlich  der  Function  JP  bemerken  wir  im  voraus ,  dass  sie  für 
a  =  0,  5  =  0,  c  =  0  verschwindet,  denn  nimmt  man  erst  h^nc^^a^ 
so  ist 

a     a— «     a— ar— |f 

F(a,  a,  a)  =J  J      J  f{x,  y,  e)  dx  dy  dB, 

0       0  0 

und  daraus  ergiebt  sich  jene  Behauptung  sofort  für  a  =  0. 

Im  Folgenden  mögen  o^  ß,  y  positive  echte  Brüche  bedeuten, 
ferner  sei  zur  Abkürzung 

tf  =  (1  -  «)  «  +  (1  -  |S)  y  +  (1  -  y)  «, 

endlich  bezeichne  9(u)  eine  beliebige  Function  von  u,  ^'  {u)  ihren 
Differentialquotienten.  Handelt  es  sich  nun  um  die  Reduction  des 
vierfachen  Integrales 

^  =fIfU'^  ^'  '>  '''(rb)  (5TÖ* '' '' ''  ''• 

worin  die  Variabelen  alle  positiven  der  Bedingung 

13)  0^a;  +  y  +  £r  +  e^l 

genügenden  Werthe  erhalten  sollen,  so  hat  man  die  doppelte  Wahl, 
entweder  mit  der  Integration  in  Beziehung  auf  t  oder  mit  den  In- 
tegrationen nach  X,  y,  e  anzufangen.     Für  den  ersten  Fall  ist 

l       1—«      1— Jt  — jr  1  — X— y— « 

0       0  0  0 

und  bei  Ausführung  der  auf  t  bezüglichen  Integration 

0       0  0 

Die  noch  übrigen  Integrationsgrenzen  entsprechen  der  Bedingung 

0  ^x  +  y  +  B  ^  l, 
man  hat  daher  durch  Integration  der  einzelnen  Theiie  und  unter 
Anwendung  von  Formel  12) 


15)  ^     ,     ^  =  «,      j;;;—^ — jrj  =  du 


480  Die  yielfachen  Integrale. 

-  F(l,  1,  l)9(0j 

o^«  +  y  +  ^^i. 

Will  man  dagegen  zuerst  nach  x^  y,  j9  integriren,  so  ist  es  zweck- 
mässig, erst  die  Substitntion 

t       _  6dt 

vorzunehmen  und  dann  zu  schreiben 

F=  J  v'(u)dul    I  j f{x^y,e)dxdyde. 

Da  nach  den  gemachten  Voraussetzungen  6  und  t  positiv  aind,  8o 
erhält  u  nur  positive  echt  gebrochene  Werthe  inclusive  u  =  0  and 
II  =  1,  wie  die  Fälle  i  =  0  und  ö  =  0  zu  erkennen  geben;  die 
Grenzen  für  u  sind  demnach  u  =  0  und  «  =  1.  Um  ferner  die 
Grenzen  für  d:,  y^  e  zu  bestimmen,  setzen  wir  den  aus  Nro.  15)  ge- 
nommenen Werth 

^_     (iu    _(i— «)ua?  +  (l— /3)tty-Kl>-y)tcg 
1  —  u  1  —  u 

in  die  Integrationsbedingung  13)  ein  und  erhalten 

^  ^  (l-gti)g  +  (l-/?u)y  +  (l-yii)fr  ^  ^ 
—  1  —  u  —    * 

Nach  diesen  Bemerkungen  ist 
1 


F=  /  q>'(u)duj  J  J  f{x,y,e)dxdydg. 


o<    ^    +    y    +    ^    <i 

1  —  au        1 — ßu        1 — yu 
und  hier  ergiebt  sich  unmittelbar  zufolge  der  Bedeutung  von  JP(a,  li,r) 
in  Nro.  12) 

V=L'iu)du.F(l=l^^  JLl^.  ±=^). 
J  \\  —  «tt     1  — pti     1  — yt*/ 

Durch  theilweiso    Integration   unter  Rücksicht    auf  die  Gleichnng 

JP(0,  0,  0)  =  0  findet  man  weiter 

1 
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woraus  durch  Yergleichong  mit  Nro.  14)  die  Redaction  eines  neuen 
dreifachen  Integrales  folgt.  Man  übersieht  auf  der  Stelle,  wie  sich 
diese  Betrachtungen  gleichförmig  auf  beliebig  viele  Yariabele  aus- 
dehnen lassen  und  dass  man  damit  zu  folgendem  Satze  gelangt: 
Wenn  für  positive  o;,  y,  jr,  etc.  der  Werth  des  Integrales 

O^-J  +  f+f  +  '-^l 
a         0         c 

bekannt  ist,  so  gilt  die  allgemeinere  Formel 

1 

^  (l .    1 3-1     r: .••)9>(«)<^<*» 

\1— «tt     1— pt«     1— yw     /^^  ^ 

0 

0  ^  «  +  y  +  jßr  +  •••  ^  1. 

Hieran  knüpft  sich  ein  zweites  Resultat.  An  die  Stelle  einer 
beliebigen  Function  q>{3)  kann  man  immer  eine  andere  Function 
Beizen,  welche  innerhalb  eines  gegebenen  positiven  Intervalless  =  Ao 
bis  s=A|  mit  9(5)  identisch  ist,  dagegen  für  alle  ausserhalb  jenes 
Intervalles  liegenden  positiven  s  verschwindet.  Das  Mittel  hierzu 
bieten  die  Fouri  er 'sehen  Theoreme;  schreibt  man  nämlich  statt  9)  (s) 
die  folgende  neue  Function  von  s 

^(s)  =  —  /  coss&da  I  q>(t)co8atdtf 

Bo  ist  in  der  That  für  alle  8  innerhalb  des  genannten  Intervalles 
^(8)  =  9)  (s),  und  für  alle  8  ausserhalb  jenes  Intervalles  if(8)=0. 
Diese  Bemerkung  lässt  sich  in  Formel  17)  zweimal  anwenden,  links 
für 

1  —  X  —  y  —  e  —  ••• 

S  znz    -  — 

1  —  ax  —  ßy  —  yg  —  •••* 

rechts  für  S  =  u.  Betrachtet  man  jedes  Integral  als  Summe  seiner 
Elemente,  so  erhalten  linker  Hand  alle  diejenigen  Summanden,  welche 
die  Bedingung 

18)  *»</"*-/"''"'"    <^ 

1 — ax  —  py  —  ye  —  •• 

nicht  erfüllen,  den  Factor  Null,  mithin  bleiben  nur  noch  die  der 
vorstehenden  Bedingung  genügenden  Elemente  übrig,  d.  L  die  In- 
tegrationen erstrecken  sich  bloss  auf  alle  der  obigen  Ungleichung 

SchlOmilch,  AnalyBiB.    II.  3^ 
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entsprechenden  os,  y,  jer,  etc.  Rechter  Hand  fallen  analog  die  Ele- 
mente weg,  welche  ausserhalb  des  Intervalles  ^  bis  A|  liegen,  mit- 
hin geht  die  Integration  nnr  von  «  =  ^  bis  u  =  Ai.  Beachtet 
man  noch,  dass  die  Ungleichung  18)  in  zwei  Ungleichungen  serl^ 
werden  kann,  so  hat  man  folgenden  Satz:  Aus  der  Formel  16)  folgt. 
wenn  Ae  und  A^  positive  echte  Brüche  bedeuten 

J       \1  —  «tt      l—pt*      1  —  yu     / 

(1  -  ako)x  +  (1  -  ßko)y  +  (1  -  y Ao)ir  +  .. .<  1  —  Ao, 
(l-«AOa;  +  (l-^A,)y  +  (l-yAi)i^  +  -->l— A^; 

für  Aq  =  0  und  A|  =  1  wird  daraus  wieder  die  Formel  17). 
Ein  sehr  einfaches  Beispiel  hierzu  liefert  die  Annahme 

die  Formel  6)  giebt  dann  für  &=1,  9  =  1,  «  =  ^  =  0,  m  =  n=^ 

F{a,  h)  =  nVab, 
mithin  ist 

p/l~t*        l--«\^  3r(l-u) 

\1  — ««*'    l—ßuj        V(l  — afi)(l— /Jtt)' 

F'(J—±    l-^\  nfl^a        l^ß\  1 

und  nach  Nro.  19)  hat  man  für  den  Fall  g>(«)  =  wV« 


ffV 


1  _  gfl;  _."j^    ^g£y 

1  —  a?  —  y        Vajy 


_  Ä  r  f  1  — «         1  — /?  I du 

~  ^j;     11  —  «**       1— /Jt<jyie(i— au)(l— /»«)• 

(l-aAo)«+(l-/JAo)y<l-Ao,(l— aAi)Ä  +  (l— /»AOy>l_A,. 
Ersetzt  man  die  Grössen 

«.      yi      **i      «I      ßj      A^f      Aj, 

durch  ^',    ^,    u^     «»,     /J«,     A,^      A». 

so  gelangt  man  zu  der  Formel 
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SSV 

_i    ,  n  1— tt«      i—ß*\  du 

**"  j/  ii-a»««"'"i-/jM  V(i  _««««)  (i_^.«»y 


• 

1 

— 

^»y») 

6» 

1 

6» 

flj» 


y' 


(1  -  anS)^^  +  (1-^Uo^)  ^  <1  -Ao% 


o» 


4? 


6« 


(1  -  «u,^  -  +  (1  -ß'^r)  r,  >  1  -  ^i'. 


a 


l>« 


welche  in  dem  Falle,  wo 


/>9  /.9 

genommen  wird,  zur  Complanation  einer  ellipsoidischen  Viertelzone 
fahrt.  Dieses  Resultat  stimmt  mit  der  Formel  für  \Z  auf  S.  350 
üherein,  und  zwar  fst  Aq  =  Ui ,  Ai  =  Uq. 

Weit  allgemeinere  Formeln  ergeben  sich,  wenn  man  in  Nro.  19) 


/(«iy,*,.)  = 


a.m-lyfi— 1^— 1     . 


setzt  und  die  Formel  6)  benutzt;  es  ist  dann 


Führt  man  die  Abkürzungen  ein 

p  4-  a'  =  «,,         p  +  /S'  =  /3i, 

aQ  ^  a'  =  a^,      ßQ  +  ß'  =  ß, 

Bo  hat  man 

Vi  — ««'    1  — /Ji*'    1— yi*'"  V 


(1    —  tt)m+«  +  P+-* 


_       r(in)r(n)...  

r(i  +  •»  +  n  +  ..)'  9(«i  — «««^(A  — ft«)"(yi-y2tt)'*...' 

wovon  der  DiiFerentialquotient  leicht  mittelst  der  Formel 

dv  dlv 

du  du 

entwickelt  werden  kann;  damit  gelangt  man  zu  folgendem  Resultate : 

81* 
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r{m)r(n)...        rV(l  -«)»»-»•''  +  •  — »y(t»)<lM 
~r(l+m+n  +  ..)^  («1— as«)"tfi— A«)-....' 

worin  die  Iniegrationsbedingungen  fiir  dP,  jf,  etc.  dieselben  sind  ww 
in  Nro.  19).     Selbstyerst&ndlich  l&sst  sieb  anch  diese  Formel  noch 

X         ff 

etwas  erweitem,  wenn  x^y^  etc.  durch  — ,    -^  etc.  oder  allgemeber 

/fl;\w    /y\n 
durch  ( — J  »  l  "jT  )  etc.  ersetzt  werden. 

Für  p  =  1,  a  =  a'  =  fi  =  ß' ...  =  0  entsteht  eine  specielle 
Formel,  die  sich  mittelst  der  Substitutionen  «=1  — v,  y(l — r)=^(rV 
1  —  Ao  =  X],  1  —  Ai  =  x«  folgendermaassen  darstellen  Uast: 

21)    / /..»*-v*••*(«  +  y  +  ••)*«^^y•• 
rcmisrcn)..  r    ^  j.     ,    .  .. 

XO  <  «   +  y   +   JBT   H <  «1- 

Setzt  man  bei  zwei  Yariabelen  m  und  n  als  echte  Brüche  Torans. 
die  sich  zur  Einheit  ergänzen ,  und  nimmt  man  weiter  Xq  =  a 
Xi  =  X,  ^  (v)  =  V  (t;),  so  erhält  man  noch  die  Formel 


a^-*Sr'»9''(x  +  y)^«rfy  =  ;j^[V(x)~9r(0)]. 
ö     ö 


//■ 

0      0 

welche  mittelst  der  Substitutionen  x  =  x  —  |,y  =  {—  q, 
^{x  —  r,)  =  (p(ri)  übergeht  in 

22)  y'cx-l)-  «*l/|^  =  ^t^(«)-^(0'l 

Daraus  lässt  sich,  wenn  ^({)  den  Werth  des  ersten  (nach  17  genon* 
men)  Integrales  bezeichnet,  folgender  Satz  machen :  Sind  zwei  Func- 
tionen tp  und  ^  so  von  einander  abhängig,  dass 


23)  /  Tt     '  J  =  *(ö.        0  <  m  <  1. 
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80  erhält  man  umgekehrt  9)  ausgedrückt  durch  if  mittelst  der  For- 
mel*) 

24)  9»  («)  -  9  (0)  =  ^^f(*  -  «)--  *  («)  ^l 

0 

C.    Wegen  einer  naohherigen  Anwendung  betrachten  wir  zu- 
nächst das  einfache  Integral 

%n 


ftl;(acose  +  b8ine)de. 


Setzt  man  ^______ 

a  =  hco8y,        h  =  h8iny,        h  =  Va«  +  ö', 

80  wird  jenes  Integral  zum  folgenden 

Ji;[hco8(e  —  y)]ie  =  Jt{hco8ti)  dij, 

0  -y 

wobei  6  —  }^  =  17  substituirt  wurde.    Das  auf  ij  bezügliche  Inte- 
gral lässt  sich  nach  dem  Schema 


*)  Die  Besnitate  anter  Nro.  19)  and  20)  dürften  nea  sein.  För  ^  =  1» 
a'  =  /l'  .  .  .  =  Oy  Xq  =  0,  Xi  =  1  entsteht  ans  Nro.  20)  eine  specielle  Ton 
Catalan  inLionTille's  Joamal  de  MathSmatiques  angegebene  Formel; 
älter  ist  die  Ton  Lioa  Tille  herrührende  Formel  21).  Den  in  Nro.  23)  and 
24)  liegenden  Satz  hat  Abel  gefanden  (Cr eile's  Jonmal,  Bd.  I,  S.  153)  and 
daran  folgende  dynamische  Betrachtang  geknüpft.  Wenn  sich  ein  Punkt  nar 
in  Folge  der  Schwere  auf  einer  vertical  gesteUten  Planpurre  herabbewegt, 
bei  welcher  zwischen  der  Abscisse  x  nnd  dem  Bogen  tf  die  Gleichung  9:=^  (x) 
besteht,  so  entspricht  der  Fallhöhe  h  die  Fallseit 


t  —      ^       r(f^(x)dx 


0 

man  erhalt  demnach  t  aasgedrückt  durch  h.  Verlangt  man  umgekehrt  die 
Carve,  für  welche  t  eine  gegebene  Fonction  Ton  h  ist,  etwa  t  :=  */'(A),  so 
muss  B  durch  X  ausgedrückt  werden  und  dann  giebt  die  Formel  24) 


woraus  auch  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve,  nämlich 

y  =   /'V[^(x)p-l.d« 

hergeleitet  werden  kann. 
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zerlegen,  and  wenn  man  rechter  Hand  im  ersten  Integrale  i}=~{, 
im  zweiten  17  =  -f-  Si  im  dritten  und  vierten  iy  =  2«  —  \  setzt, 
so  hebt  sich  das  erste  Integral  gegen  das  vierte»  und  das  zweite  wirl 
gleich  dem  dritten.  Nach  diesen  Bemerkungen  ist«  wenn  der  Gleich- 
förmigkeit wegen  0  für  (  geschrieben  wird, 

27S  n 

25)     Jif(acosd-^hsinO)dß=2  fif(Va^  +  b^.C08e)de. 

Wir  beschäftigen  uns  ferner  mit  der  Transformation  des  Dt*p- 
pelintegrales 


=// 


8=J  J f(k^  +  u^  +  v^(p(x  +  lu  +  iip)dudv. 

Die  Einfühlung  zweier  neuen  Yariabelen  r  und  0  mittelst  der  Gh  - 
chu^gen  u  =  rcasOt  v=rsinO  giebt 

99i 


=// 


8=1  J/(k^  +  r^)q>(x  +  krca8e  +  lirsme)rdrde; 

hier  lässt  sich  die  Formel  25)  für?(^(^)  =  9(x  +  ^X  ö  =  ^^  6=f*^ 
anwenden,  und  es  ist  daher 

OD     n 

0        0  ' 

Kehrt  man  in  dieser  Formel  zu  den  ursprünglichen  Yariabelen  « c^- 
V  zurück  und  stellt  die  erste  und  letzte  Form  von  S  zusammen,  » 
hat  man 


\fß 


f(k2  4.  tt«  +  v^(p{x  +  Xu  +  iiv)dudv 

1—00    — « 

26)     { 

=  2  r  //(ft«  +  «»  +  v*)q)(x  +VX'  +  (i'.u)du(lc. 

—  00  0 

Der  Vortheil,  welcher  bei  dieser  Transformation  erreicht  worden  u* 
besteht  darin,  dass  rechter  Hand  die  Function  g>  nur  die  eine  Vj- 
nabele  u  enthält,  während  auf  der  linken  Seite  u  und  t^  in  9^  vor 
kommen. 
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Hiemach  läest  sich  nun  auch  das  dreifache  Integral 

n       00       OD 

T  =J  J  ffii>*  +  y»  +  «») g»  (««  +  /Jy  +  /*) <*«  ^y  ^' 

—  «D  —OD  — CO 

wesentlich  redaciren.     Wendet  man  zuerst  die  Formel  26)  auf  das 
nach  y  und  z  genommene  Doppelintegral  an,  indem  man 

Ä  =  rc,  tt  =  y,  v  =  ir,  X  =  ax^  ^  =  /J,  ft  =  y 
setzt,  so  hat  man  zunächst 

T=2j  Jjf(x^  +  y^  +  g^)ip{ocx+Vß^  +  Y^.y)dxdyd0; 

—00   —OD   0 

ferner  ist  die  Formel  26)  wieder  auf  das  nach  x  und  y  genommene 
Doppelintegral  anwendbar  mittelst  der  Substitutionen 

k  =  g,u  =  x,v  =  y,7i  =  0,  X  =a,  ii  =  V/3*  +  y>, 
und  es  ergiebt  sich 

T  =  ^J  fjfi^^  +  y»  +  ie^*)9 (Va«  +  /?>  +  YKx)dxdyd0, 

—OD    0         0 

wo  nun  die  Function. 9  nur  die  eine  Yariabele  x  enthält,  während 
Bio  ursprünglich  Xj  y,  e  enthielt. 

Man  übersieht  augenblicklich,  wie  sich  dieses  einfache  Verfah- 
ren auch  1>ei  ihehr  als  drei  Yariabelen  ausführen  lässt;  bezeichnet 
überhaupt  n  die  Anzahl  der  Yariabelen,  und  wird  zur  Abkürzung 

27)  Q  =  Va»  +  /}J  +  y2  -I-  .  .  . 
gesetzt,  so  entsteht  die  Gleichung 

28)  /  J  J ..fix^  +  y^  +  z^  +  ")<piax  +  ßy  +  YS  +  ")dxdydjs.. 


^  OD  —  OD  —00 


=  2'*-'^JJj.,f(x'^+y^  +  z^  +  '')q>iQx)dxdydß.., 

—00  0     0 

Hier  ist  noch  eine  bedeutende  Reduction  möglich.     Nach  For* 
^^1  21)  hat  man  nämlich  in  etwas  anderen  Buchstaben 


k 


=  j^^>-*-''W". 


Worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  der  Bedingung 
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0<ii  +  i  +  ...<» 
genügenden  f},  (,  etc.  beziehen.     Nimmt  man  hier  p  =  q  . . .  =  ^ 
^  =  00 ,  substituirt  femer 

^  =  y*.  5  =  ^^ .    »  =  y' 

und  setzt  n  —  1  Yariabele  voraus,  so  erhält  man  die  Formel 

00 

^..F(y*  +  e^  +  --)dyde.. 


ff 


welche  auf  das  nach  p,  g,  »  .  .  genommene  (n—  1)  fache  Integral  b 
Nro.  28)  anwendbar  ist,  wenn  F(f)=/(«»  -{-  t)  gesetzt  wird.  N»di 
diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich 


/// 


••/(«*  +  y* +  «'  +  ••)  q>(ax  +  ßy  +  yß+')dxdyds,. 


"^00  — •   —OB 


Um  diese  Formel  noch  etwas  zu  verallgemeineren,  lassen  wir  linker 

Hand  — •    Tt    —f  etc.  an  die  Stellen  von  a;,  y,  e^  etc.  und  ffleich- 
a       h       c  •* 

zeitig  aa^  hß,  cy^  etc.  für  et,  ß^  y^  etc.  eintreten;  es  wird  dann 

29)  y  y  y  ../(^^+^+^+--)9(«+/»y+ 


—00   ^—00   ^— flO 


Denkt  man  sich  anstatt /(s)  eine  andere  Function  Yon  $  gesetzt 
welche  für  s  <C  1  mit  /(s)  identisch  ist  und  für  S  ]>>  1  verschwindet 
so  fallen  aus  dem  Integrale  linker  Hand  alle  Elemente  weg,  bei  de- 

nen  -^  +  rr  +  etc.  mehr  als  die  Einheit  betr&gt,  und  daher  be- 

ziehen  sich  die  Integrationen  nur  noch  auf  alle  positiven  und  n^gi- 
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tiven,  die  Bedingung  -^  -f  r^  +  eta<Cl  erfüllenden  J?,^!  etc.  Ebenio 

▼erschwinden  rechter  Hand  alle  Integralelemente,  bei  denen  x'-^  J^*  I>1 
wird,  und  daher  erstrecken  sich  die  Integrationen  nur  über  die  po- 
sitiven und  negativen  x,  sowie  über  die  positiven  y,  welche  x*'\-y^<Zl 
lassen,  woraus  die  Integrationsgrenzen  d?  =  —  1  und  o;  =  -f~  Ii 

y  =  0  und  y  =  +  Vi  —  »«  folgen.  Nach  diesen  Bemerkungen 
lusammen  ist 

^°'>  ff f'f  {$+$+$+ •)'Pi«»+ß9  +  r'' +  ")dxdydß.. 

= — /n-i\     I    //(«'  +  y*)9'(9«)jr-'«*««*y. 


«<(7y+(iy^(7y 


+  ••<!. 


Im  apeciellen  Falle  n  ^  3  giebt  dies,  weunfis)  =  P'(8)  gesetzt 
wird, 

'^^         fff^{$  +  $  +  $)v('''  +  Pi>  +  r')d'ä»äs 


±1 


=  xahcf[F(l)  —  P(a;«)]9)(pÄ;)(fx. 
—1 
Nimmt  man  7(s)  =s  5,  a  =  b  =  c,  und  substituirt  rechter  Hand 

^  =  — ,  so  erhält  man  unter  der  Bedingung 
c 

0  <  Ä«  +  y«  +  ««  <  c^ 
J  J  J  Vi^^^x  +  ßy  +  yz)  dx  dy  dB 

€ 

=  ^J{c^  —  tt«)  9  ( Va' + /J«  +  y« .  tt)  dt« 


— « 


oder  für  X  =  rcosO^  y  =  rstfidcoso,  «  =  rrinOsina 
III  9(!^^^^0  +  ßr8inOco8fO'\''yrsinOsina})r^8mOdrdOd& 


0        0        0 


9 

=  Jr  Ac«  —  ««)  9  (Va«  +  /J»  +  y' .  u)  du. 


— c 


^ 
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Differenzirt  man  in  BeziehuDg  auf  c  and  setzt  nachher  c  =  1,  so 
erhält  man  noch   « 

32)       /    /  qf{a(x>8Q  ■\'  ßsinBcosGi  •\'  y9mQ$%n&)9inO  dOdfXi 

0       0 

1 

=  2jtJ  (p{Va*  +  ß^  +  y^,u)  du. 
—1 
Zu  einer  ähnlichen  und  allgemeineren  Formel  gelangt  man,  wenn 
man  in  Nro.  80)  /(s)  =  1,  a  c=  &  =  c  .  .  .  setzt  und  für  x,  jf,  etc. 
ganz  analoge  Substitutionen  anwendet. 

Lässt  man  zweitens  in  der  Gleichung  29)  an  die  Steüe  tod 
g>((S)  eine  andere  Function  treten,  welche  mit  (p(p)  identisch  oder 
gleich  Null  ist,  jenachdem  0  innerhalb  oder  ausserhalb  eines  gege- 
benen Intervalles  öq  bis  Öi  liegt,  so  beziehen  sich  linker  Hand  die 
Integrationen  nur  auf  alle  die  positiven  und  negativen  x,  y,  g,  ctc, 
für  welche  öq  <Z  ax  -\'  ßy  -{-  etc.  <  ^i  ist^  ebenso  fallen  recLts 
alle  Integralelemente  weg,  welche  der  Bedingung  ^o  ^  px  <^  tf 

oder  ~  ^  X  <C  ~  nicht  genügen.     Diese  Schlüsse  führen  sn  da 

Formel 

<Jo  <  ax  +  /Jy  +  yjfif  +  •  •  •  <  tJi. 
Wenn  endlich  die  beiden  in  Nro.  30)  und  33)  vorkommendtc 
Integrationsbedingungen  gleichzeitig  erfüllt  werden  sollen,  so  sici 
rechter  Hand  die  für  x  und  y  gefundenen  Bedingungen 

-  1  <x<  +  1,        0<y<  Vn^^ 

5<x<5,  0<y<aD 

Q  9 

ebenfalls  gleichzeitig  einzuhalten.     Dies  geschieht  hinsichtlich  des  «. 

wenn  diese  Variabele  auf  das  kleinere  der  beiden  Intervalle,  also  au! 

0  <  y  <  Vi  —  x'  beschränkt  wird;  bei  X  dagegen  moss  man  erst 

unterscheiden,  ob  die  beiden  Grössen  —  und  —  innerhalb  des  luter 

9  9 
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vaUes  —  1  bis  -h  ^  liegen,  oder  ob  nur  eine  oder  ob  keine  dersel- 
ben zwischen  —  1  and  -f"  ^  enthalten  ist,  und  nachher  wählt  man 
für  X  das  kleinere  der  beiden  oben  angegebenen  Intervalle.  Für 
solche  positiven  und  negativen  x,  welche  den  Bedingungen 

«,    j»<(7)'+(l)"  +  (7)'-^-<' 

[     <Jo<  aa?  +  /Jy  +  yjBT  4-  •  .  •  <  öl 
gleichzeitig  genügen  sollen,  erhält  man  demnach 

und  darin  sind  die  Werthe  der  Integrationsgrenzen  o^,  Xi  folgende 
fllr-l<-<-<  +  l,     «.=  -,    «1  =  -. 

,-l>^,       |.<+  1.     «o=-l,    «,=  |-, 

■,-l>^,       ^>+  1.     »o=-l.    «i  =  +l- 

In  dem  sehr  speciellen  Falle  /($)  =  qp  (tf)  =  1,  n  =  3  giebt  diese 
Formel  das  Volumen  deijenigen  Zone  eines  £llip8oides,  welche  zwi- 
schen den  beiden  Parallelebenen 

ux  -^^  ßy  +  ye  =  6^  und  ax  +  ßy  +  yg  =  6i 
enthalten  ist 

Es  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  dass  die  Transformatio- 
nen, welche  mit  den  Integralen  8  und  T  vorgenommen  wurden  und 
zur  Formel  29)  führten,  wörtlich  dieselben  bleiben,  wenn  man  an 
die  Stelle  yoii/(s)q)(6)  eine  neue  Function  F{8jö)  treten  lässt;  im 
Folgenden  muss  man  voraussetzen,  dass  einmal  F(s^  0)  für  alle  der 
Bedingung  0  <C  8  <^  1  nicht  genügenden  s  verschwindet,  und  dass 
sich  andererseits  F(s,ö)  bei  solchen  0  annullirt,  welche  ausserhalb 
des  Intervalles  Öq  bis  Öi  liegen;  die  Endfopmeln  sind  dann  wieder 
dieselben  und  enthalten  F(8,<J)  statt /(s)  9  («J)*). 

^)  Die  Formeln  29),  30),  33)  und  37)  sind  vom  Verf.  entwickelt  worden 
in  den  Sitzungsberichten  der  Königl.  Sachs.  Ges.  der  Wissensoh.,  Jahrg.  1S57, 
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IL   Beduction  dnroli  simultane  Substitutionen. 

Wenn  es  darauf  ankommt,  die  in  einem  mehrfachen  Integrale 
enthaltenen  Yariabelen  Xf  y,  ß,  etc.  gleichzeitig  dorch  neue  Yariabe- 
len  I,  17,  ti  etc.  zu  ersetzen,  welche  mit  den  früheren  durch  gege- 
bene Gleichungen  verbunden  sind ,  so  ist  man,  wie  sich  nachher  lei- 
gen  wird,  genöthigt,  eine  Reihe  von  Gleichungen  ersten  Grades 
zwischen  beliebig  .vielen  Unbekannten  aufisulösen.  Wir  schicken 
daher  eine  Erörterung  über  dieses  Problem  voraus. 

Bildet  man  aus  n  verschiedenen  Grössen  a,  2»,  c,  .  .  ^,  i^  die 

Differenzen  zwischen  jeder    Grösse   und  allen   ihren   Yorg&ogeni, 

nämlich 

b  —  a, 

c  —  a,  c  —  6, 

ci  —  a,  d  —  ht  d  —  c. 


h  —  a,  Ä  —  d,  •  .  . h  —  ^, 

so  besitzt  das  Product  sämmtlicher  Differenzen 
P^  =  (p'-a){c--a)(c  —  h)  ....  (ä  — a)(Ä  — 5)  .  .  (h^-g) 

die  Eigenschaft,  dass  es  jedesmal  zu  Null  wird,  sobald  man  für  eme 
der  Grössen  eine  der  übrigen  setzt,  z.  B.  a  statt  b  oder  g  statt  c- 
Der  Grund  dieses  Yerschwindens  liegt  einfach  darin ,  dass  bei  jeder 
solchen  Substitution  einer  der  Factoren  von  Pn  in  Null  übergebt 
Selbstverständlich  kommt  die  genannte  Eigenschaft  von  P«  and 
dem  entwickelten  Producte  zu,  z.  R  für  n  =  3  dem  Aggregate 

Pg  =  bc^  —  b^c  +  ca*  —  c^a  +  ab»  —  a«6, 
und  zwar  geschieht  das  Yerschwinden  von  P„  dann  so ,  dass  sich  10 
jedem  Summanden  ein  anderer  findet,  welcher  ihm  gleich  und  ent- 
gegengesetzt ist. 

Aus  dem  entwickelten  Producte  bilden  wir  einen  neuen  An^ 
druck,  indem  wir  jeden  Potenzezponenten  in  einen  gleichgrosaeo 


S.  67.  Dass  man  f{s)^{c)  durch  F(9,  er)  ersetzen  darf,  hat  Genoeehi  be» 
merkt,  ArmaU  dt  tcience  wuUematiche  et  fisiche^  .compüoH  da  i3.  Tortolini^ 
T.  VIII,  p.  284.  Viel  älter  ist  die  Formel  32),  welche  sich  zuerst  auf  p.  1^ 
von  Poisson's  Abhandlang  Sur  Vint€gration  dt  quelques  ^quations  etc^  in  den 
M£moirti  de  Pacadimie  de  Paris^  ann€e  1818  (erschienen  1820)  findet;  sie  wnrde 
später  von  Heine  auf  eine  beliebige  Zahl  von  Variabelen  ansgedehBi, 
Crelle's  Journal,  Bd.  61,  S.  356. 
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Index  verwandeln,  wodurch  z.  B.  a^h^e''  in  as^i^i  nnd  analog  &'c* 
=  a^b^c'^  in  a^h^Ci  ühergeht;  diesen  neuen  Ausdruck  nennen  wir 
Qn.    Hiemach  liefert  z.  B.  P«  =  a^h^  --  a^h^  den  Werth 

ft  =  «0^  —  «itof 
ehenso  leicht  erhftlt  man 

überhaupt  ist  Qn  eine  gewisse  Fi^nction  der  n'  Grössen 

Oo»     ^0»     C»,     .    •     •     <7o9     Äo, 
^1»     ^1     Ci,     •     •     •     ^ii     Äi, 


und  heisst  die  Determinante  derselben.     Man  bezeichnet  sie  ent- 
weder kurz  mittelst  eines  Summenzeichens 

Qn  =  2:  (±  aoh<h    i    .     .    9n-%  hn^i) 
oder  ausführlicher  durch 

OOt    ^Ot     •     •     •     ^0 
öl,    ^1»     •     •    •     Äi 


Qn  = 


Ol,. 1,5^—1,  .    .    Ä„— 3 


Die  Determinante  Q«  besteht  aus  n  (it  —  1)  theils  positiven  theüs 
negativen  Gliedern,  deren  jedes' von  der  Form  Ophq  ,  .  .  h,  ist;  die 
Indioes  p,  Q^  •  •  >  8  werden  durch  alle  möglichen  Yertauschungen  der 
Zahlen  0,  1,  2,  .  .  .  (n  —  1)  gebildet,  und  dabei  erhält  der  betref- 
fende Summand  das  positive  oder  negative  Vorzeichen,  je  nachdem 
seine  Indices  durch  eine  gerade  oder  durch  eine  ungerade  Anzahl 
von  Yertauschungen  entstanden  sind. 

Es  erhellt  nun  leicht,  dass  sich  die  Haupteigenschaft  von  P,, 
unmittelbar  auf  Qn  übertragen  lässt.  Wurde  nämlich  einer  der 
Buchstaben  o,  &,  .  .  .  A  durch  einen  der  übrigen  ersetzt,  so  ver- 
schwand das  entwickelte  Product  P»,  weil  jeder  Summand  desselben 
durch  einen  gleichen  nnd  entgegengesetzten  Summanden  aufgehoben 
wurde;  die  Verwandlung  der  Exponenten  in  Indicee  stört  weder  die 
Gleichheit  noch  die  Vorzeichen  solcher  Summanden,  mithin  ver- 
schwindet Qn  unter  denselben  Umständen  wie  Pn.  Dieser  Satz  lässt 
sich  auch  in  Gleichungen  darstellen,  wenn  man  die  Determinante 
entweder  nach  den  a  oder  nach  den  h  n.  s.  w.  anordnet.  Bezeichnen 
wir  mit  ui^Oo  die  Summe  aller  Glieder,  welche  den  gemeinschaft^ 
liehen  Factor  Oq  besitzen ,   ebenso  mit  Ai  Og  die  Summe  aller  den 
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Factor  Oi  enthaltenden  Glieder  a.  b.  w.,  so  können  wir  Qn  folgendem 
maassen  darstellen 

and  dann  gelten  nach  dem  Vorigen  die  n  —  1  Gleichungen 
0  =  A^ho  +  Aihi  +  Äih^  +  •  •  '  +  -in-i&n-if 
0  =  AqCo  +  ÄiCi  +  AjCi  +  "  '  +  il,-i  c-i. 

Mittelst  dieser  Relationen  gelangt  man  rasch  zur  Auflösmig  des 
folgenden  Systemes  von  n  linearen  Gleichungen  zwischen  den  n  Un* 
bekannten  X,  F,  Z,  .  .  .  W: 

3gj  aiX  +  &rr  +  CiZ  +  .  .  .  +  Äi  TT  =  *i, 


Man  multiplicire  nämlich  die  erste  Gleichung  mit  Aot  die  zweite  mit 
Ai ,  die  dritte  mit  Aq  u.  s.  w.  ;  die  Summe  aller  Producte  ist  dann 

+  (Aoho  +  Aibi  +  ••••  +  An—ihn^i)  Y 
+  (^Co  +  AiCi  +  •  •  •  •  4-  -A,-iC,-i)Z 
+ 

4-(.4oÄo  4-  Aihi  4- 4-  An^iK^i)W 

=  ^0^  4-  -^1*1  4-.'  •  •  •  4-  An^xK^i' 

Der  Coefficient  von  X  ist  die  Determinante  Qn\  die  Goefficient« 
von  F,  Z,  .  .  .  W  sind  zufolge  der  ohenerwähnten  Relationen  gleich 
Null,  mithin  enthält  die  Gleichung  nur  die  eine  unbekannte  X.  Auf 
der  rechten  Seite  steht  gleichfalls  eine  Determinante,  welche  sich 
von  Qn  dadurch  unterscheidet,  dass  h  an  der  Stelle  von  a  steht 
Nach  diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich 

Zur  Bestimmung  von  F  dient  dasselbe  Verfahren,  wobei  man  Q,  erst 
unter  der  Form  ^o  ^  4"  -^i  ^i  4~  ®ta  darstellt,  die  Gleichungen  36) 
mit  £ot  -^1»  etc.  multiplicirt  und  die  Producte  addirt;  man  erhält 

y ^  (4:  ge^giCi  .  .  .  fen-i) 

^  (i  «0^1^  . .  •  Äji-i) 

Auf  gleiche  Weise  findet  sich 
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2  (i  Oo^i  C2  •  •  •  Ä„-i) 

u.  8.  w.  bis  zuletzt 

Nach  diesen  Vorbereitungen  betrachten  wir  das  n-fache  Integral 

38)  8=fJ.  .F(t,8,...y,x)  dtd8,..dydx, 

dessen  Integrationen  in  der  Reihenfolge  x,  y,  .  .  ,  s,  t  zn  vollziehen 
sind,  und  beschäftigen  uns  mit  der  Aufgabe,  an  die  Stelle  der  bis- 
herigen Variabelen  n  neue  Veränderliche  |,  17,  ...  (5,  r  einzuführen, 
welche  mit  jenen  durch  die  Gleichungen 

39)  a;=/o({,i?,...r),     y=/i  (|,  jy,...t),    ir=/2(|,i7,...T),... 

t=/,-i(|,  1?,  .  .  .  r) 

verbunden  sind.  Nennen  wir  0(r,  .  .  .  fl,  |)  die  neue  Function  von 
It  17.  .  .  .  r,  in  welche  F{tf  .  .  .  y,  x)  nach  Substitution  der  gegebe- 
nen Werthe  übergeht,  und  setzen  wir  femer 

dt  ds  .  .  .  dy  dx  =  Sl  dt  dö  ,  .  .  di^  e2|, 
so  erhalten  wir 

40)  8=fJ..0(t,ö,...fl,S)^ätd0.,.drid^; 

im  Wesentlichen  kommt  also  das  Problem  auf  die  Bestimmung  der 
Unbekannten  Sl  zurück. 

Da  sich  die  erste  der  früheren  Integrationen  auf  x  bezieht,  so 
sind  ^zunächst  y,  JS,  ,  ,  .  t  als  Constanten  anzusehen,  und  die  n  Glei- 
chungen 39)  enthalten  demnach  die  n  -{-  1  Variabelen  ^,  1«  ij,  S»  •  •  •  ^; 
die  Differentiation  giebt  daher,  wenn  die  partiellen  Differentialquo- 

tienten  j^,    ~^,  etc.  kurz  mit  2)|/,  I^ij/»  ötc«  bezeichnet  werden, 

dx  =  D|/o  .  d|  +  D^/o  .dn  + +  2>t/o  .  dt 

0  =  D|/i  .  dl  +  D^/j  .  dl?  -f  . .  .  .  +  D^/i  .  dx, 
0  +  2>|/3  .  d^  +  Dnf2  .dfi  + +  -Dr/2  .  dt, 

0  =  AA-i  .  di  +  2>,/„-.i  .  dl?  + +  i>r/«-i  .  dt. 

Um  mittelst  dieser  n  Gleichungen  den  Zusammenhang  zwischen 
dx  und  d|  zu  finden,  benutzen  wir  die  durch  Formel  37)  gegebene 
Auflösung  der  Gleichungen  36),  indem  wir  als  Unbekannte  ansehen 
X  =  di.  r=  dri,  etc.  und  Jcq  =  dx,  fci  =  A^  .  .  .  =  0  nehmen. 
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Wegen  der  letzteren  besonderen  Werthe  Ist  2  (+  k^biCa  .  .  ,  hn^ii 
ac=  ^£(4^  &|Cs  .  .  .  /^ti— i)»  mithin 

und  umgekehrt 

-2^  (±  J^ij/i  •  Jf/«  •  • .  I>r/— i)         *' 

Denken  wir  uns  diesen  Werth  eingesetzt  und  in  dem  einen 
vielfachen  Integrale  die  Integration  nach  x,  im  anderen  die  auf  { 
bezügliche  Integration  ausgeführt,  so  sind  zusammen  noch  die  Ya- 
riabelen  jf,  jr,  .  .  .  f  und  q,  (,  .  .  .  r  vorhanden,  unter  denen  aber, 
wegen  der  jetzt  folgenden  a|if  y  bezüglichen  Integration ,  e^  .  .  .t 
als  Constanten  gelten.  Differenziren  wir  nun  die  n  —  1  GleichuD- 
gen  y  =fu  e  =ff^  .  .  .  t  =/,|.i  in  Beziehung  auf  die  in  Frage 
kommenden  Yariabelen,  so  haben  wir  die  H  —  1  Gleichungen 
dy  =  D^fi  .  dij  +  Df/i  .  df  H +  D^/i  .  dt, 

0  =  D^fji  .  dt)  +  Df/,  .dt  + +  Dj/,  .  dt, 

0  =  Dfffn^i  .  dn  +  Dcfn^i  .  rff  +  .  . .  .  +  Dj/,.,  .  dr; 
aus  diesen  ergiebt  sich  durch  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin 

''  =      £(±DcA 2>r/.-0     ^'- 

Nunmehr  Bind  noch  die  Variabelen  «,  {,  p  .  . .  t  Torfaandai, 
in  Beziehung  auf  welche  die  Gleichungen  «=/(,...(  =/.-) 
differenzirt  werden  müssen;  die  Entwickeinng  von  d»  liefert    % 

.    _  g(±  J)CA  .  -Pp/a  .  ■  .  2>t/.-i)  . , 
Auf  diese  Weise  fortgehend  erh&lt  man  als  vorletste  Oleidrang 

worin  £(+  Dt/n—i)  =  DrA-i  ist,  und  als  letzte  Oleichimg,  wo 
nur  i  =/|^i  zu  differenziren  bleibt, 

dt  =  Dtfn^i  .  dr. 

Multiplicirt  man  die  für  dx,  dy,  .  .  .  dt  gefundenen  Werth« 
und  beachtet,  dass  der  Nenner  jedes  solchen  Werthes  gleieh  dem 
Schier  des  folgenden  Werthes  ist,  so  ergiebt  sich 

dtds  .  .  .  .  dydx 

—  ^(±  Dj/o  .  I>,/l   .  .  .  Dtfn^l)dtd6  .  .  .  dfidl 
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Endlich  wollen  wir  /o,  /i,  .  .  •  /«.i  ganz  vermeiden,  indem  wir 
dafür  wieder  x^  p^  *  .  .  t  schreiben;  es  ist  dann 

oder  ausführlicher  dargestellt 


41) 


Ä  = 


dx 

dx 

8«        dx 

w 

8ij' 

dt         dz 

8y 

8y 

dy         dp 

81' 

8ij* 

dt        8t 

dB 

8« 

de         de 

81' 

•            #            A 

8ij' 

M              a               fl 

dt         8t 

dt 

•              •               " 

8« 

•             ••••• 

dV 

8>»' 

8e  *  "  8r 

Der  Factor  Sl  ist  demnach  die  Determinante  aus  den  n'  par- 
tiellen Differenüalqnotienten  von  x,  y^  jr,  etc.,  genommen  nach 
I,  1};  S  etc.;  man  pflegt  sie  die  Functionaldeterminante  des 
gegebenen  Gleichnngensystemes  (39)  zu  nennen. 

Bei  zwei  Yariabelen  wird 


and  bei  dreien 


wie  schon  in  Thl.  I.  bewiesen  worden  ist  *). 

Um  hiervon  eine  Anwendung  zu  geben,  setzen  wir  zunächst 
zwei  Yariabele  x,  y  voraus,  welche  mit  zwei  neuen  Yariabelen  ti 
und  t;  durch  die  beiden  Oleichungen 


*)  Die  Transformation  eines  Doppelintegrales  hat  Eni  er  gezeigt  in  den 
Nov,  Comment,  PetropoL  XIV  (1759),  I,  pag.  72;  für  das  dreifache  Integral 
gab  Lagrange  die  Bestimmung  von  Sl  in  den  Mim.  dePAcadimie  de  Berlin^ 
1773,  p.  125.  Die  Theorie  der  Determinanten  und  deren  Anwendung  auf 
die  Transformation  vielfacher  Integrale  ist  von  Jacobi  begründet  worden; 
8.  Crelle's  Journal,  Bd.  HI,  S.  253;  IV,  321;  X,  101;  XII,  1;  XXII, 
285  u.  319. 
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4»d 
oder 

43) 
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_  V(u2  —  h^)  (ht  ^  yi) 

9 


UV 

T«      »  =  ^ h 

verbanden  sein  mögen.  Betrachten  wir  für  den  Angenblick  w  und 
V  als  Gonstanten  and  nehmen  u  2>  ^  }>  t^t  so  repräsentirt  die 
erste  der  Gleichungen  42)  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  u  nnd 

Vu^  —  Ä*,  die  zweite  eine  Hyperbel  mit  den  Halbachsen  t?,  Vh^  —  r^; 
beide  Curven  haben  dieselbe  lineare  Ezcentricität  h=^OF  (Fig.  59), 
mithin  gemeinschaftliche  Brennpunkte.     Einem  mit  dem  Minimal- 

Pig.  59.  werthe  t»  =  A    anfangenden 

nnd  continnirlich  wachsenden 
u  entspricht  eine  Schaar  oon- 
focaler  Ellipsen,  deren  kleinste 
eine  Gerade  von  der  L&nge 
2^,  und  deren  grösste  eb 
mit  dem  Radius  u  =  od  be- 
schriebener Kreis  ist^  £linem 
von  v  =  Ä  bis  r  =  0  ab- 
nehmenden V  entspricht  eine 
Schaar  confocaler  Hyperbeln, 
deren  erste  mit  der  x- Achse, 
und  deren  letzte  mit  der 
y- Achse  zusammenfallt.  Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  jeder  durch 
die  rechtwinkeligen  Goordinaten  x  und  y  bestimmte  Punkt  P  ancb 
als  Durchschnitt  einer  Ellipse  ÜP  und  einer  Hyperbel  VP  ange- 
sehen werden  darf,  wobei  0C7  =  ü,  OV  =  v  ist-  Nachdem  hier- 
mit die  geometrische  Bedeutung  der  neuen  Variabelen  u  und  t, 
welche  elliptische  Goordinaten  in  der  Ebene  heissen,  fest- 
gestellt ist,  hat  es  keine  Schwierigkeit,  die  Grosse 

dy     dx 
'du'  dv 
mittelst  der  Formeln  43)  zu  berechnen;  man  erhält  schliesslich 

44)  ffF{x,y)dxdy 

/r    /UV     V(tt«  —  h^)  (/i«  —  v^)\       (u^'-v^)dudr 
J      \h  '                    h                )  V(tt«  —  Ä«)  (Ä«  —  r^) 
Beispielsweise  sei  das  Integral  linker  Hand  folgendos 
/^      /^ dxdy • 

"  J  J  V>  -  (!)■-  (i)'' 


du    dv 
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darin  mögen  sich  die  Integrationen  anf  alle  diejenigen  positiven 
Werthe  von  x  and  y  beziehen,  für  welche  das  im  Nenner  stehende 
Radical  reell  bleibt,  d.  h.  geometrisch,  der  Spielraum  des  Punktes  xy 
sei  die  Fläche  eines  ans  den  Halbachsen  OÄ  =  a  und   OB  =  h 

constmirten  Ellipsenquadranten.  Nimmt  man  h  =  Va*  —  5*  oder 
b2  =r  a'  —  Ä',  so  gehört  diese  Ellipse  zu  den  vorhin  erwähnten 
confocalen  Ellipsen,  und  dann  muss  u  von  h  bis  a  wachsen,  v  von 
h  bis  0  abnehmen ;  die  Formel  44}  giebt  jetzt 


ffv 

0  0 

a      h 


dxdy 


-(!)■-(!)' 


""  ^   /  /  V(a2  —  tt«)  (a«  —  v^{u^  —  Ä»)  (Ä«  —  r«) ' 

Der  Werth  des  linker  Hand  stehenden  Integrales  findet  sich 
mittelst  der  Substitutionen  x  =  aQCOsßt  P  =  hQSinO  und  ist 
=  ^^ra^;  man  hat  demnach 

a      h 

(u^  —  V-)  du  dv  it 


Ih 


J  V(a2  —  tt»)'(a«  —  t;«)  (w«  —  ä«)  (ä«  —  t;«)        2  ' 

wo  nun  a  nnd  h<ia  beliebige  reelle  Grössen  bedeuten.     Setzt  man 

noch  a  ==  1 ,  Ä  =  einem  echten  Bruch  x,  femer  Vi— x^  =  x' 
und  substituirt 

w  =  Vi  —  x'^sin^i^,     ü  =  xsm  9, 
60  gelangt  man  zu  der  Gleichung 


\ti  \n 


ff 


(1  -x'stn«9>)  +  (1  ^x'UinH)  -  1^^  ^^  ^  ^ 


^     ^  V(l  —  x»  stn»  9)  (1  —  x'3  stn»  ^)  2 

und  aus  dieser  folgt  durch  Integration  der  einzelnen  Theile 

EK*  +  E'K  —  JTJST'  =  ijr, 

wobei  die  abgekürzte  Bezeichnung  für  die  vollständigen  elliptischen 
Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  angewendet  ist  *). 


*)  Die  obige  Eigenschaft  von  E,  K,  E\  K*  findet   sich    snerst    bei  Le- 
ge ndre  im  Tratte  des  fonuiona  eliiptiqjiM,  'f.  I,  p.  61.     Man  kann  sie  leicht 
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Als  stereometrisches  Gegenstück  zum  Vorigen  mögen  noch  die 
elliptischen  Coordinaten  im  Baume  betrachtet  werden.  Fin- 
den nämlich  zwischen  den  rechtwinkligen  Coordinaten  x^y%  e  und 
den  neuen  Yariabelen  ««,  v^  w  die  folgenden  drei  Gleichungen  statt 


45) 


-,  +  ^^        r.  +  TT. iT.  -  1. 

;i  +*  t?«  —  Ä«  "^  t;«  —  Ä;2  ~  ^' 

^  j £ J :i_-  =  1 

tr«  ^  w»  —  Ä2  ^  IT«  —  jfei 


w* 

y» 

A* 

t>» 

y' 

A» 

uS 

«« 

jfc« 

t;« 

ip« 

Ä;2 

so  ist  der  Punkt  xye  der  Durchschnitt  von  drei  Flächen  zweiter 
Ordnung,     unter  den  Voraussetzungen 

ist  die  erste  Fläche  ein  EUipsoid,  die  zweite  ein  einfaches  Hyper» 
boloid,  welches  sich  in  der  Richtung  der  e  erstreckt,  die  dritte  ein 
getheiltes  Hyperboloid,  das  in  der  Richtung  der  x  unendlich  fort- 
geht;  alle   drei  Flächen  haben  dieselben   linearen  Excentricitaten 

Ä,  ä?,Vä^  —  h^  und  sind  demnach  confocal.  Lässt  man  u  von  sei- 
nem Minimalwerthe  k  an  wachsen,  so  entsteht  eine  Schaar  ▼on  Ellip- 
soiden,  deren  erstes  ein  elliptisch  begrenzter  Theil  der  a:y- Ebene 
und  deren  letztes  eine  unendlich  grosse  Kugel  ist.  Einem  von  i 
bis  h  abnehmenden  v  entspricht  femer  eine  Schaar  einfacher  Hjpei^ 
boloide;  das  erste  derselben  fällt  mit  der  xjf-E^ene,  das  letzte  mit 
der  a;ir- Ebene  zusammen.  Lässt  man  endlich  w  von  h  bis  0  abnrii- 
men,  so  entsteht  eine  Schaar  geiheilter  Hyperboloide ,  deren  erst» 
in  die  rrjer-Ebene  und  deren  letztes  in  die  ^icr-Ebene  fällt 

Aus  den  Gleichungen  zwischen  o?,  y,  jb  und  «,  o,  tff  erh&lt  man 


_  V(w« — A«)  («« — A«)  (h^  -HW»)        _V(«»— A*)(fc«— t>«)Ofc«— irÖ 
^~  AVfc»-A«  '   *~"  hVk^^^ 


wobei  zur  Abkürzung  sein  möge: 


dadurch  verificiren,  dass  man  beiderseitd  In  Beziehung  auf  x  differenait  nnd 

dE    dF 

hierbei  die  auf  S.  295   und   296   angegebenen   Formeln   für  -t—  ,  nr—  »«bsi 

der  Gleichung  xd*  =s  ~  x'dit'  benutzt. 
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IVtt«  —  Ä«  =  1*1,  Vtt«  —  Ä«  =  II,, 

Vv^  —  Ä«  =  Vi,         Vä:»  —  t;«  =  t?„ 
V/i-»  —  fv^  =  Wu         Vä«  —  «7»  =  «?,. 

Durch  Berechnung   der  Funotionaldeterminante  gelangt  man   nun 
zu  folgender  Transformation 

48)  J  J  J^^^'  ^'  ^^  ^*  ^^ ^' 

*(i#,t?,  «?)  ^^ ^ ^ 'dudvdw. 

UiU2ViV2iOitü.2 


-Sil 


Als  Beispiel  diene  der  einfache  Fall  F{x^  y,  jv)  =  1,  wobei  die 
Integrationen  auf  alle  positiven  der  Bedingung 

«<(7)'+(l)'+(7)'<' 

genügenden  x^  y,  e  ausgedehnt  werden  sollen;  das  Integral  linker 
Hand  bedeutet  dann  das  Volumen  von  dem  Octanten  eines  aus  den 
Halbachsen  a,  &,  c  construirten  EUipsoides,  besitzt  also  den  Werth 

\nahc.  Nimmt  man  rechter  Hand  h  =  Va'  —  6>,  Ic  =  Vo*— ^ 
oder 

h  =  Va'  —  h\  c  =  Va»  —  Ä», 

so  gehört  dieses  EUipsoid  zu  der  vorhin  erwähnten  Schaar  confo. 
caler  Ellipsoide,  und  es  ist  dann  u  von  X;  bis  a,  t;  von  k  bis  h,  w 
von  h  bis  0  auszudehnen ;  dies  giebt  folgende  Formel 

a     k     h 


m 


iiit42i;it;sK7itr3 


Bemerkenswerth  ist  noch  der  Grenzfall  des  soeben  erörterten 
Coordinatensystems,  d.  h.  derjenige  Fall,  bei  welchem  die  Ellipsoide 
in  Kugeln,  und  die  Hyperboloide  in  ihre  Asymptotenkegel  über- 
gehen. Setzt  man  nämlich  u  =  r^  v  ^=:  bs,  i€  =  et,  sh  für  h  so- 
wie ek  für  X;  und  lässt  schliesslich  e  zu  Null  werden,  so  verwandeln 
sich  die  Gleichungen  45)  in  folgende 

l  x^  +  y^  +  ß^  =  r^ 


49) 


52  ^  gi  _  Ä»  ^  s>  —  Ä;2 

x^  y'^  g^ 

<s   "^  ^2  _  /js  "T-  ^,  _  ^2        ^1 
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und  nun  ist  der  Punkt  xye  der  Dorchschnitt  einer  Kugel  mit  zwei 
elliptiflchen  Kegeln,  wobei  analog  dem  Früheren 

r>0,  k>8>K  h>t 

sein  mus8.     Statt  der  Formeln  46)  erhält  man 

60)  X  =  - . 


__  r  V(s-^  —  h^)  (h^  ~  t^)  _  r  V(k*  —  s^)  jk^  —  <») 

und  wenn  zur  Abkürzung 

öl)  I  ^^  =  V^'  ~  ^^'>      ^  =  Vfe'^  -  g», 

gesetzt  wird,  so  geht  die  Gleichung  48)  in  nachstehende  über 
52)  J  J  J  ^^^'  ^'  ^^ ^* ^^ ^^ 


=/// 


r«  Cs« t^ 

9{r,sJ)      ^     .  y  drdsdt. 


Diese  Transformation  lässt  sich   noch  in  einer  anderen  Form 
darstellen.     Substituirt  man  nämlich 


s  =  Ä  Vi  —  A2sin«9>,  t  =  kk'sin  *, 

so  sind  die  Werthe  von  Of,  y,  «; 

53)  a?  =  rVl  —  A^stVy  .  sm^,      y  =  rcosycos^, 

jbt  =  rsin  9  Vi  —  k''^sin^if 
und  aus  Nro.  52)  wird 

54)  J  J  J  F  (X,  y,  g)  dx  dy  dß 

yyj       '    ^        V(l— A»sm»9)(l— A'»s/n«^)         ^ 
Im  Falle  A  =  1,  A'  =  0,  ^  =  Ijr  —  jr    geht  dieses  Systeir. 
der  elliptischen  Kugelcoordinaten  in  das  System  der  gewöLü* 
liehen  Polarcoordinaten  im  Räume  über*). 


*)  Die  elliptischen  Coordinaten  sind  hauptsächlich  von  Lame  eingefabi: 
und  zur  Lösung  von  Angaben  aus  der  Wirmethcorie  benutxt  worder; 
8.  Ltouville's  Journal  Bd.  11,  S.  147  {Memoire  sur  Um  surjaees  i9oÜkrm^^\ 
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m.   Reduotion  vielfaolier  Integrale  auf  Produote  aus 

einfachen  Integralen. 

Wenn  bei  einem  mehrfachen  Integrale 


///■ 


die  Function /(a?,y,jer,...)  in  ein  Product  von  Functionen  der  einzel- 
nen Yariabelen  zerlegt  werden  kann,  etwa 

/(a?,y,ir,...)  =  9(«)*(y);tW  .  .  M 
and  wenn  gleichzeitig  alle  Integrationsgrenzen  absolute  Constanten 
sind,   80  reducirt  sich  da^  mehrfache  Integral  von  selbst  auf  ein 
Product  einfacher  Integrale,  nämlich 

J  J  J  "  V(^)^(!/)X(^)  '  •  dxdydß  .  . . 

«D     Po      »0 

=  \ftp{x)dx      J^(3,)dy       ft(t)dz      .... 

und  damit  ist  die  Hauptschwierigkeit  überwunden,  weil  es  Mittel 
genug  zur  numerischen  Berechnung  einfacher  Integrale  giebt.  Frei- 
lich wird  eine  derartige  Sonderung  der  Yariabelen  meistens  nicht 
direct  ausführbar  sein,  wohl  aber  glückt  es  in  vielen  Fällen,  durch 
Zusatz  eines  passenden  Factors,  der  selber  ein  Integral  ist,  sie  aus- 
führbar zu  machen.  Die  hierzu  verwendbaren  Mittel  wird  das  fol- 
gende Beispiel  zeigen. 

Das  zu  reducirende  Integral  sei 

Bei  der  Unmöglichkeit,  den  Cosinus  auf  die  vorhin  erwähnte 
Ai't  in  Factoren  zu  zerlegen,  ist  es  schon  ein  Yortheil,  wenn  man 
statt  des  gegebenen  Integrales  das  folgende  betrachtet 


Bd.  IV,  S.  100  (Sur  P€quUibre  des  temp&aturta  etc.)  und  die  beiden  Werke: 
Legons  sur  les  fonctions  inverses  des  Iranscendantes  et  les  surfacea  isotkermeSy 
Paris  I8ö7,  und  Legons  sur  les  coordonn^es  curviiignes  et  leurs  diverses  appUca" 
tions,  Paris  1859. 
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Oi  OD         OD 

^^^     ^^1,1  AI     y(o«_o)»  +  (l»y-/J)«  +  (M-y)»+... 

von  welchem  P  der  reelle  Besiandtheil  ist,  denn  hier  kann  bereit£ 
die  Exponentialgrösse  in  Factoren  aufgelöst  werden,  um  ferner 
den  unbequemen  Nenner  wegzuschaffen,  erinnern  wir  an  die  auf 
S.  271  bewiesene  Formel 

1  I  /« 

in 


oder 


/Ä '=""'*« =VI*'^' 


OD 

—  -=  —A—y^in  I  —  E*^*du 


0 

und  benutzen  dieselbe  für  t  =  (a«  —  a)*  +  Qiy  —  /5)'  + 
Setzen  wir  überhaupt  zur  Abkürzung 

8  =  «2  +  y»  +  jff«  +  •  •  •  • , 
so  können  wir  R  unter  folgender  Form  darstellen 


OD         OD 


R=   ff...  ß'^'  dxdy  .  .  .  -Le-V4<»  fl^^e^^^du. 
lloD^oD  V«  J   Vu 

Yersparen  wir  die  auf  u  bezügliche  Integration  bis  zuletzt 
so  ist 

OD  OD  OD 

56)        JB  =  -L  e-  %  '"J^  J    f.  .  e'<*' +•'■')  d*  dy  ..  . 

■^  0  '  —OB    — • 

In  dem  vielfachen  Integrale  nach  ^,  ^,  ctc  kann  nun  die  Son- 
derung der  Variabelen  ausgeführt  werden.  Zufolge  der  Werthf 
von  s  und  r^  hat  man  nämlich 

As  -f-  ttr«  =  (a«  + /3« -I- y« -I )tt 

+  (a»f«-fA)x2  —  2aauz 
-f  (h^u  +  k)y^  —  2hßuy 

+ 

mithin  zerfällt  das  Integral 


OD  OD 


yy..e'f*» +  -'•)<?««»... 


—  OD  — OD 


in  das  Product  aus  folgenden  Factoren 


Die  vielfachen  Integrale.  505 


0» 


—  OD 
OD 


ye'tf*"" +*>»•-' *^»3yrfy, 


—  OB 


Die  Werthe  der  einfachen  Integrale  nach  x^  y^  etc.  findet  man 
mittelst  der  Formel  54)  anf  S.  271;  vereinigt  man  hierauf  alle 
Factoren,  setzt  zur  Abkürzung 

_     ttUtt  ß^Xu  y^ku 

und  bezeichnet  mit  n  die  Anzahl  der  Yariabelen  x,  ^,  xr,  etc.,  so  ge- 
langt man  zu  dem  Ergebnisse,  dass  das  nach  x,  y,  etc.  genommene 
Integral  gleich  ist 

y(a«tt  +  A)(5»tt  +  A)(c2f«  +  A)...* 
Hieraus  folgt  nach  Nro.  56) 

OD 

/  Vm  (a«M  +  A)  (6»a  +  A) . . . 

Durch  Einfälimng  einer  neuea  Yariabelen  t  mittelst  der  Sub- 
stitution 

A 


*=T 


•  •  • 


erhält  man  noch,  wenn  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird, 

A— 1  /  y(a«  +  0(ö*  +  0(c^  +  0.. 

Schliesslich  kann  man  in'Nro.  55)  und  58)  die  reellen  und  die 
imaginären  Theile  vergleichen;  die  Resultate  sind  dann 
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00 


59)  ff...  c<^iH'>*-\-y*-\--)]dxdy... 

JJ       ■  y(aa;  -  «)»  +  (63,  - /J)»  +.-. 


00 

CO 


—  l)7t  +  XTidt 


+  0(c'+t)... 


60)      r  r.. ««[^(^'+l'-+•••)]^^^y••• 

V^lll    r<^'^''"^^^'n[^  (n  —  l)g  +  AT]  rft 

Aus  dieeem  Beispiele  därfte  hinreichend  erBichtlich  sein»  wie 
sich  das  anfangs  erwähnte  Princip  auf  vielfache  Integrale  anweDdcB 
lässt,  wenn  die  gegebenen  Integrationsgrenzen  absolute  Constanten 
sind.  Bei  den  meisten  Integralen,  die  zur  Lösung  mechanischer, 
physikalischer  und  anderer  Probleme  gebraucht  werden,  ist  aber 
diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  vielmehr  bestimmen  sich  die  Integra- 
tionsgrenzen gewöhnlich  durch  Ungleichungen  wie  0  <^  o;  -|-  9 
-f-  ••••<;  1  oder  0  <  x'  4-  y*  +  •  •  •  <  1  u.  dgL  In  solchen 
Fällen  muss  man  zunächst  dem  vielfachen  Integrale  absolut  con- 
staute  Grenzen  verschaffen  entweder  durch  Substitution  neuer  Va- 
riabelen  oder  auf  einem  anderen  Wege,  den  wir  sogleich  zeigen 
wollen. 

In  dem  vielfachen  Integrale 

mögen  sich  die  Integrationen  auf  alle  diejenigen  x^  y^  z^  .  .  ,  belie- 
hen, welche  der  Bedingung 

61)  o<  9(^.y,jß^»...)<  1 

genügen,  und  es  seien  mittelst  letzterer  die  Integrationsgrenzen  x^ 
und  Xi  für  rr,  ^0  nnd  y\  für  y  etc.  bestimmt  worden.  Zufolge  der 
summatorischen  Bedeutung  jedes  Integrales  kann  man  jetzt 

V  =  II''  •/(*»y»"0<^*^3^  •  •  • 

als  Theil  eines  anderen  und  ähnlichen  Integrales 

jr,  n 

F  =    /    /  •  •  •  /(^i y,^>)  dxdy  .  .  . 
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ansehen,  dessen  Integrationsintervalle  weiter  sind  als  die  ent- 
sprechenden Intervalle  in  U,  d.  L 

^  <  «0  <  «1  <  ^1.  Yq  <yo  <yi  <  Yu  u.  8.  w., 
denn  in  der  That  enth&lt  V  dieselben  Elemente  wie  ü  und  ausser- 
dem unendlich  viele  andere  Elemente,  welche  der  Bedingung  61) 
nicht  genügen.  Könnte  man  diese  überschüssigen  Elemente  aus  V 
wegschaffen,  so  würde  sich  F  in  17  verwandeln.  Zu  einer  solchen 
Elimination  eignet  sich  nun  das  Integral 

62)  s=l  fsinmcoBSio  ^^^ 

0 

dessen  Werth  nach  den  Formeln  20)  und  21)  auf  S.  191  und  192  ist 

a  =  1,  für  0  <  s  <  1, 

«  =  0,  für  8  >  1. 

Setzt  man  nämlich  s  =  9  (o?,  j^,  «r, . . . )  und  betrachtet  das  neue  In- 
tegral 

W=^  I    I  .  .  «/(r,y,...)  äxdy... 

als  Summe  seiner  Elemente,  so  werden  alle  Elemente,  welche  der  Be- 
dingung 61)  nicht  genügen,  durch  das  Verschwinden  von  £  ausge- 
schieden, und  die  übrig  bleibenden  Elemente  von  W  sind,  wegen 
£  =  1,  dieselben  wie  die  entsprechenden  Elemente  in  {7,  d.  h.  es 
ist  W  =  ül  Mit  anderen  Worten,  statt  des  Integrales  ü,  welches 
an  die  Bedingung  61)  gebunden  ist,  kann  man  das  neue  Integral 

OD 

^   r  r        rsifKocossaa  .,  n  ••    j       j 

nj  J'-J  ö fi^^y^-)^^dy..dm 

0 

setzen  und  darin  die  auf  o?,  y,  ...  bezüglichen  Integrationsgrenzen 
beliebig  erweitern,  etwa  von  0  bis  1  oder  von  0  bis  oo  u.  dgl. 

Dieselbe  Bemerkung  passt  auch  auf  das  allgemeinere  Integrdl 

S  =  y  y  .  .  .  F[9 (x,y, . . .)]/(«. y, . ..)  dxdy  .  .  ., 
dessen  Integrationsgrenzen  durch  die  Bedingung 

^0  <  fjp(^»y.  •  •  •)<  ^1 

bestimmt  sein  mögen.  Unter  der  Voraussetzung  positiver  Aq,  A| 
und  für 

9(ar,  y,  .  .  .)  =  s  >  0 

ist  nämlich  der  Werth  des  Doppelintegrales 
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OB  Xl 

—  /  cosaadd)  I  F(ß)cosmOdB 

=  F(s)oder  =  0,  jenachdem  8  zwischen  X^  und  Ai  liegt  oder  nicht; 
man  hat  also 

8=~ J  I     f{x,y,..)dxdy  j  cossadm  j  F{9)cos&e dB 

und  zugleich  darf  man  die  Integrationsgrenzen  furo;,  y,  etc. beliebig 
ausdehnen,  weil  das  als  Factor  zugesetzte  Doppelintegral  alle  der 
Integrationsbedingung  Ao  <C  <C  ^i  nicht  genügende  Elemente  «lu- 
scheidet.    Ein  Beispiel  mag  diese  Methode  erläutern. 
In  dem  dreifachen  Integrale 

mögen  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  und  negativen,  der 

Bedingung 

x^       v^       e^ 

«<^  +  P  +  c-J<^ 

genügenden  Werthe  von  x^  jf,  e  beziehen;  wir  setzen  zunädhst,  oid 
Brüche  zu  vermeiden,  ax^  hy^  cb  für  x^y^e  und  haben  dann 

^{»^  +  y^  +  ^')  dx  dy  dB 


^^^J  J  J  V{ax  —  a] 


^y  +  ipy-ßf  +  icB^yy 

0  <  Ä«  +  y«  +  jff'  <  1, 

wobei  wir  die  Abkürzungen 

S  =  X»  +  y«  +  5», 

benutzen  wollen.  Nach  den  vorhin  angestellten  Erörterungen  köD* 
nen  wir  8  durch  das  folgende  fünffache  Integral 

0  0 

ersetzen  und  hierin  die  auf  x,  y,  B  bezüglichen  Integrationen  zwi- 
schen beliebig  erweiterten  Grenzen  also  auch  zwischen  den  Greaiefl 
—  00  und  -j-  00  vornehmen;  dies  giebt,  wenn  gleichzeitig  die  R«i* 
henfolge  der  Integrationen  geändert  wird, 
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2_  OD  1  OD         CO         CO 

abc 


S=-^J^ dwf  F{d)cosioedef  f  f^-^  dx  dy  de. 

0  0  — «0  — CO  — CO 

Das  dreifache  Integral  nach  rr,y,f  findet  sich  aufiNro.59)  fflrn=  3, 
A  =  Gl,  mithin  ist 

OB  1  a 

S=-^2ahc  fda>  fF(e)co8(oede~  f,,         mcDTc» 

worin  T  den  Werth  hat 

T  -   ^'   4.   ^^   X   y' 


o«  +  <  ^  5*  +  e  ^  c«  +  ^ 

Vergleicht  man  die  erste  and  letzte  Form  von  S,  so  hat  man  bei 
etwas  anderer  Reihenfolge  der  Integrationen 


y)i 


J  J  J      Va»  ^  6»  ^  cVV(a,_„)»  +  (j,_/j)«  +  (^_ 

«  OD  1 

=  —  2  aJc  f^,  ^  fdl^da  f  nS)cosaede. 

Hieran  knüpft  sich  ein  weiteres  Resultat.  Durch  Differentia- 
tion in  Beziehung  auf  a ,  welches  rechter  Hand  nur  in  T  vorkommt, 
entsteht  nämlich  die  neue  Gleichung 

66)  r f  r.F(^i^yij^€\-_±^^tMiL—^ 

'  J  J  J      Va«  ^  6»  ^  e*J  V[(a  _ ,)»  +  (ß  _,)»  +  (y  - «) «]» 

OD  OD  1 

=4o6ca  /  ,.  /  cosTodo  /  F(S)eostaOdd, 

J   V(a«+0»(&»+<)(c»+<)j/  / 

and  man  übersieht  auf  der  Stelle ,  dass  der  Werth  des  Doppelinte- 
grales 

OD  1 

TT=  j  C08T(odc9  J  F(0)co8a)6de 

0  0 

mittelst  des  Fourier'schen  Satzes  gefunden  werden  kann  und  zwar 
=  lnF(T)  oder  Null  ist,  jenachdem  T  weniger  oder  mehr  als  die 
Einheit  beträgt  um  dies  beurtheilen  zu  können,  unterscheiden 
wir  die  beiden  Fälle 


a«         ß^        y* 

—  4-  —  +  —  <  1 
a«  ^  6«  ^  c«  ^ 


und 
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a«        /3»        V« 

Im  ersten  Falle  ist  wegen  des  immer  positiven  t 

a»  /J*  r« 

o*  -1-  f  ^  6^  +  ^  ^  c«  -f  <  ^    • 

d.  h.  T  <  1  mithin  ü  =  |«F(r)  und  nach  Nro.  65) 

66)      f  f  fF('l^+t  +  fl)^^ ia^.)ä.äyäs 

«^    V(a«  +  0»  (^'  +  0  (c»  +  0 


=  23tahc 


Im  zweiten  Falle  ist  anfangs,  d.  h.  f ür  ^  =  0  nnd  überhaupt  f3r 
hinreichend  kleine  f  immer  noch  T  ^  1.  Während  aber  ^  das  In- 
tervall 0  bis  00  durchläuft,  nimmt  T  fortwährend  ab  und  oon- 
vergirt  gegen  die  Null;  es  giebt  daher  eine  Stelle,  bis  sa  welcher 
T>>- 1  ist  nnd  über  welche  hinaus  T<^  1  wird  und  bleibt.  Diem 
Stelle  bestimmt  sich  durch  Auflösung  der  Gleichung  T  =  1 ,  d.  h. 
der  oubischen  Gleichung 

a«  +  e        5»  4-  <  "^  c«  +  <  ~    ' 

welche,  dem  Gesagten  zufolge,  nur  eine  reeUe  positive  Wnrzel  haWn 
kann.     Nennen  wir  letztere  t,  so  ist 

für  «  <  r,         T  >  1,         U  =  0, 
fürOr,         T<1,         U=\nF(T). 

Um  diese  verschiedenen  t  zu  sondern,  braucht  man  nur  das  aof  / 
bezügliche  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  Nro.  65)  in  iwei  In- 
tegrale von  f  =s  0  bis  (  =  r  nnd  von  <  =  t  bis  *  =  00  su  zerle- 
gen. Im  ersten  Integrale  ist  dann  ^  <^  r  mithin  CT  =  0,  und  folc- 
lich  verschwindet  das  Integral;  es  bleibt  nur 

67^       ^  ^  ^^^""^  '  y'   ■  ''^  {a-x)dxäydB 

'     JJJ       Va»  "^  6»  "^  cV  V[(„_a,),^.(|j_y)t^.(y_^,,), 


"/v^ 


V(a«  +  0»  (6*  +  0  (c*  +  0 
Den  Grenzfall 

a«  "''   b«  "^   c»  ~ 
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kann  man  zu  jedem  der  beiden  Hanptfölle  rechnen;  es  ist  dann 
r  =  0,  and  die  Formeln  66)  nnd  67)  werden  identisch. 

Aehnliche  Resultate  ergeben  sich,  wenn  man  die  Gleichung  64) 
in  Beziehung  auf  ß  oder  y  differenzirt;  sie  sind  von  Werth  für  die 
Berechnung  der  Anziebung,  welche  ein  mit  Masse  erfiiUtes  Ellipsoid 
auf  einen  irgendwie  liegenden  materiellen  Punkt  ausübt  *), 


*)  Die  Integration  mittelst  des  sogenannten  Biscontinuitätsfactors  e 
(Nr.  62)  ist  Ton  Lejeane-Dirichlet  gezeigt  worden  in  den  Abbandinngen 
der  Berliner  Akademie.  ▼.  J.  1839  (erscbienen  1841),  S.  Gl;  dass  man  die 
Foiirier'schen  Doppelintegrale  als  allgemeinere  Discontinaitätsfactoren  ver- 
wenden kann,  durfte  der  Verf.  zuerst  bemerkt  haben  (Analytische  Studien, 
Bd.  II,  §.  23). 
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Die  Integration  der  linearen  Differentialgleichungen 

zweiter  Ordnung. 


Vorläufige  Erörterungen. 

Bei  mecbanisclieii  und  physikalischen  Problemen  wird  nicht 
selten  die  Integration  von  Differentialgleichungen  erforderlich,  welche 
unter  der  Form 

enthalten  und  daher  als  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung zu  bezeichnen  sind.  Wie  diese  Integration  unter  allen  Um'- 
ständen  ausgeführt  werden  kann,  wollen  wir  im  Folgenden  zeigen. 
Um  gleich  diejenigen  Fälle  zu  erledigen,  bei  denen  man  mit 
den  gewöhnlichsten  Hülfsmitteln  ausreicht,  discutiren  wir  vorerst 
die  naheliegende  Frage,  unter  welchen  Umständen  die  Differential- 
gleichung 1)  ein  particuläres  Integral  Ton  der  Form 
2)  y  =  c** 

besitzt,  wo  A  eine  noch  zu  bestimmende  Constante  bezeichnet.     Die 
Substitution  des  genannten  Ausdrucks  giebt  nun 

(ojA^  +  aiA  +  ao)  +  (^aA«  +  5iA +6J  a?  =  0, 
was  für  jedes  z  richtig  ist,  wenn  die  Gleichungen 

foaAa  +  aiA  +  oo  =  0, 
^^  ll^aA»  +  l>j;i  +  &o  =  0 

zusammen  bestehen.  Diese  Coexistenz  findet  erstens  statt,  sobald 
die  vorliegenden  Gleichungen  zwei  gemeinschaftliche  Wurzeln  haben; 
dann  würde  sich  aber  die  zweite  Gleichung  nur  durch  einen  gemein- 
schaftlichen Factor  k  von  der  ersten  unterscheiden,  d.  h. 

83* 
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Bein,  und  statt  der  Differentialgleichung  1)  hätte  man  die  einfachere 

deren  vollständiges  Integral  bekanntlich  ist 


—  «1  +  y(ai)2  — 4aoaa  —  ai  —  y(ai)«— 4ao<i, 

*  2a^  '     *  2(72 

Die  Gleichungen  3)  können  aber  auch  zusammen  bestehen,  wenn 
sie  nur  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  besitzen  und  diese  für  A  ge- 
nommen wird.  Eine  solche  gemeinschaftliche  Wurzel  ist  vorhanden, 
sobald  die  Coefficienten  a^,  ^i«  ^«  ^Oi  ^ii  ^2  derjenigen  Gleichung 
genügen,  welche  durch  Elimination  von  A  aus  den  Gleichungen  3) 
entsteht,  nämlich 

4)  (flo^i  — öiM  (fli^2'-(hhi)  =  ((hh  —  a^h)^] 

diese  ist  gleichzeitig  die  gesuchte  Bedingung,  unter  welcher  y=e^' 
ein  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung  1)  darstellt. 

Um  hieraus  das  allgemeine  Integral  abzuleiten,  setzen  wir 

5)  y  =  c^*if, 

wo  A  die  vorige  Bedeutung  hat  und  ß  eine  neue  abhängige  Yariabelo 
bezeichnet.     Wir  erhalten  jetzt 

cl^g  de 

(cii  +  hx)  —  4-  [2 A (oj  +  h^x)  +  (ai  +  hix)]  -j^    _  ^ 

+  [(özA^  +  aiA  +  ao)  +  (b^k^ +  hX +  bo)x]e  ] 
hier  verschwindet  der  Coefficient  von  jer,  und  wenn 

de  ,  d^  _  de^ 

dx  '         dx^        dx 

gesetzt  wird,  so  giebt  die  Trennung  der  Yariabelen 

6)  i4:  =  _r2A  +  ?L  +  |Lf],^ 

e'  L  «3  +  &2«J 

Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  ist  sehr  einfach, 
erfordert  aber  die  Unterscheidung  der  beiden  Fälle    &s  =  0  und 

l>2^  0. 

Für  hi  =1  0  erhält  man  aus  No.  6) 

U^  =  ^  (2k  +  ^  X  ^  P-  x^  -^  6 
=  -^  (2  A  +  x)  a?  —  /la?«  +  C, 
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worin  X  and  (i  unmittelbar  verständliche  Abkürzungen  sind;    wei- 
ter ist 

daraus  findet  sich  0  nnd  nachher 

7)  y  =  c*'  \co  +  C,    A'-<*+«*>'-i"**(?a?l, 

aa'    **        202* 
Wegen  &9  =  0  ist  zufolge  der  zweiten  Gleichung  in  Nro.  3) 

und  die  Bedingungsgleichung  4)  lautet  einfacher 

(oo^i  —  ai5o)^i  +  (h^Q  =  0. 
Wenn  zweitens  &3  einen  von  Null  differirenden  Werth*  besitzt, 
so  liefert  die  Gleichung  6) 

und  schliesslich 

8)  y=  e^'  \Go  +  Ci   A-<«  +  2^>'(a,  +  68a?)/"dajJ 

b|  Of&i  —  O1&2 

''-^'  **-     ^ö^    ' 

dabei  ist  A  die  gemeinschaftliche  Wurzel  der  Gleichungen  3). 

Wie  man  sieht,  kann  das  allgemeine  Integral  der  Differential- 
gleichung 1)  immer  entwickelt  werden,  wenn  die  Bedingung  4)  er- 
füllt ist;  im  Folgenden  setzen  wir  daher  voraus,  dass  die  Gleichung 
4)  nicht  stattfinde. 


Transformationen  der  allgemeinen  Difibrential- 

gleioliiuig. 

Bevor  wir  an  die  Integration  der  ^allgemeinen  Gleichung  1) 
gehen,  wollen  wir  erst  zeigen,  wie  letztere  durch  Transformationen 
vereinfacht  und  auf  eine  gewisse  Normalform  zurückgeführt  werden 
kann.  Der  leichteren  Uebersicht  wegen  unterscheiden  wir  drei  Haupt- 
falle, ob  nämlich  bj  =l?i  =  0,  oder  nur  &a  =  0,  oder  ob  6^  ^  0  ist; 

dieser  Unterscheidung  liegt  die  Bemerkung  zu  Grunde,  dass  der 
Ausdruck  b^A^  -f-  ^1^  ~l~  Z)^  entweder  constant  oder  linear  oder 
höchstens  quadratisch  sein  kann. 
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A.     Erster  Hauptfall:  02=^=  0»  mithin 

Setzt  man 

wo  A  vorläufig  noch  unbestimmt  bleiben  mag,  so  ergiebt  sich 

10)  «,5^  +  (2o,^  +  ai)||  +  (ail  +  a,  +  6,*)ii=a 
Diese  Gleichung  wird  einfacher,  wenn  man 

11)  ^  =  -7^ 

nimmt  und  mit  a^,  welches  keinenfalls  Null  ist,  diyidirt;  sie  erhält 
nämlich  die  Form 


12) 


dx^ 


+  (a  +  ßx)ti  =  0. 


2gofl2  — (<^)^  Ä_^ 


Hier  sind  wieder  zwei  verschiedene  Transformationen  möglich. 

Führt  man  nämlich  statt  X  eine  neue  unabhängige  Yariabele  { 
ein  mit  Hülfe  der  Gleichung 

13)  x  =  d  +  ei, 

80  geht  die  Differentialgleichung  über  in 

5j, +  [(«  +  /»«)«» +  ^«»l]»?  =  0 

and  für 

»>  '  =  -?•     '  =  fß 

wird  daraus 

15)  5F  +  l'»  =  o. 

Hätte  man  das  Integral  dieser  Differentialgleichung  gefunden, 

etwa 

15*)  1?  =/(!). 

80  würde  u x  —  d a  4-  ß^ 

zu  sabetitoiren  sein;  das  Integral  von  Nfo.  12)  wSre  dann 

'a  +  ß 


-'         "-KHf) 
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und  das  Integral  Ton  Nro.  9) 

worin  für  a,  ß  und  k  die  angegebenen  Werthe  gelten. 
Setzt  man  in  Nro.  12)  allgemeiner 

16)  a.  =  —  J  +  xf* 

so  hat  man  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  die  neue  Yariabele  | 

dfl_dri    dx       dji^ 

dS  ~dx     di        dx     ^^      • 

und  umgekehrt 

dfi  |^~"     dri 

dx         XfT    5J* 
nochmalige  Differentiation  der  vorhergehenden  Oleichung  giebt 

am 

n — 1     dui    ,    d^n    .   ^^ . 

i     dj  ^  dx^  ^  ^ 

und  umgekehrt 

d^7_|^     dhi        (1— n)|^"^    d^ 
dx^  ~  x2„2  •  ^{2   +         x^n«         '  di' 

Nach  Substitution  dieses  Ausdruckes  und  des  Werthes  von  » 
verwandelt  sich  die  Gleichung  12)  in  nachstehende 

i  5^  +  (1  -«)  ||  +  n«^x»|«-'i,  =  0, 
welche  linear  wird  für  n  =  |,  nämlich 

17)  f^  +  jf|+S/»*'^'»  =  0- 

Setzt  man  weiter 

18)  n  =  eQH, 

so  erhält  man  für  die  Unbekannte  (  die  Differentialgleichung 

und  wenn  hier  

19)        p = 1.  « = -  y^-i^ 

genommen  wird,  so  ergiebt  sich 
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Diese  Differentialgleichung  steht  unter  der  Form 

21)  {li  +  (i'  +  «+öf|+K  =  0. 

und  es  ist  dies  insofern  bemerkenswerth,  als  sich  nachher  Beigen 
wird,  dass  die  Gleichung  21)  als  Normalform  der  allgemeinen  Diffe- 
rentialgleichung 1)  gelten  kann. 

Nennen  wir  das  Integral  von  Nro.  20) 

20*)  g  =  :F(ö, 

BO  haben  wir  für  Nro.  17) 

17*)  i?  =  e'A«F(|), 

und  erhalten  hieraus  das  Integral  von  12),  indem  wir,  gemäss  Nro.  16) 


^^[^yi^.±+ßff 


substituiren ;  zur  Abkürzung  sei  hier 

dann  wird  1  =  2  0*  +  va?)%,  und  das  Integral  von  Nra  12)  ist 

12  ♦)  fjz=:  e'^(M+y'y'F[2  V(fi  +  va?)3], 

sowie  endlich  das  Integral  von  Nro.  9) 

9  *)  y  =  eAar+y"</*+Kx)« jp  [2  y(^  +  yx)^l 

worin  X,  ft,  v  durch  Oq,  ai,  o^  und  l^  auszudrücken  sind. 


B.    Zweiter  Hauptfall:  h  =  0,  hi^O,  also 

Mit  Hülfe  der  Substitution 
24)  y  =  e^'% 

worin  A  vorläufig  unbestimmt  bleibt,   gelangt  man  zu  der  neuen 
Differentialgleichung 

^dS  +  (2«i*  +  »i  +  ^a^)^ 
welche  sich  vereinfacht,  wenn 


25) 
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A  —   — , 

Ol 

«1  = =^ T-T f  PI  =  — » 

Oa^^  +  gi^  +  gp «1»  (^e)*  —  <>i  ^0  ^1  +  flp  (^)^ 
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gesetzt  wird;  man  erhält  nämlich 
26) 


0  +  («i+/».-)g  +  «oi?  =  0. 


Statt  X  möge  eine  neue  unabhängige  Yariabele  |  mittelst  der 
Gleichung  __ 

27)  a?  =  «  +  6  Vi 

eingeführt  werden.     Man  findet  zunächst 

drj  _2VT     dri      d^rj  _  2  [^.d^V    .  drjl 
dx~      6      '  d^    dx^  — s^l^^d^^^dtr 
und  durch  Substitution  dieser  Ausdrücke 

Um  die  Torliegende  Gleichung  zu  vereinfachen,  nehmen  wir 


28) 

und  erhalten 


•=-?:• -VI- 


d'i? 


dri 


^±1  4.(1  +  1)^  +  ^,,  =  0 


df»    •    ^«   '   ^'d^     '    2^1 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 


29) 


«0  „         1         ^  ^1  —  «0 


P  = 


1  — 
2 


i>  = 


In  dem  speciellen  Falle  /3i  =  0  ist  diese  Transformation  un- 
ausführbar, aber  auch  nicht  nöthig;  da  nämlich  ßi  nur  dann  ver- 
schwinden kann,  wenn  &|  =  0  ist,  so  hätte  man  es  mit  einer  Diffe- 
rentialgleichung der  ersten  Form  9)  zu  thun. 

Vorausgesetzt,  dass  man  das  Integral  der  Differentialgleichung 
29)  in  der  Form 

29*)  n  =  Fa) 

darstellen  kann,  ist  nun  das  Integral  von  Nro.  26): 
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und  das  Integral  von  Nro.  23) 

wobei  cti,  ßi  und  A  die  in  Nro.  25)  angegebenen  Werthe  bedtzen. 

G.    Dritter  Haupt  fall:    Es  verschwinde  &3    nicht,  nnd  daher 
sei  die  Differentialgleichung  von  der  allgemeinen  Form 

30)  (a,+h,x)^^  +  (ai  +  h,x)p^  +  (ao+h)y  =  0. 

Wie  früher  benutzen  wir  zunächst  die  Substitution 

31)  y  =  e^'ri, 

und  erhalten  für  17  die  Differentialgleichung 


i<h  +  hx)^  +  [2asA  +  a,  +  (2l»,A+6i)«]|3 


=  0. 


33)     f 


+  [(h^^  +  ai^  +  ao  +  (h2l^  +  hil+ho)x]n 
Für  A  setzen  wir  eine  Wurzel  der  Gleichung 
32)  taA«  +  5iA  +  do  =  0, 

und  führen  folgende  Abkürzungen  ein: 

«2  =  03,    ßi  =  hi,    ai  =  2<h^  -\-  «ii    ßi  =  2&iA  +  &i. 

cf,  =  a^A«  +  «1^  +  «Ol 
wir  haben  dann  einfacher 

34)  (a,  +  ß,x)  0  +  («1  +  ft «)  g  +  «Ol?  =  0. 

Die  weiteren  Schritte  der  Rechnung  sind  davon  abhängig,  oi> 
die  Gleichung  32)  gleiche  oder  verschiedene  Wurzeln  besitst. 

a.    Im  ersten  Falle  hat  man 

und  daher  die  einfachere  Form 

36)  (ch+ßii^)  5^  +  "1  sf  +  "0*?  =  ö« 
worin  ß^  =1)%  von  Null  verschieden  ist.     Die  Substitation 

37)  a,  =  _^  +  |j|, 

giebt  nun 
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und  daher  wird  die  Differentialgleichniig  37)  zur  folgenden 

Wir  setzen  weiter 

38)  fi  =  c'Älg, 

und  erhalten  für  i  die  neue  Dififerentialgleicbung 

diese  wird  einfacher  durch  die  Annahme 

39)  £  =  — 


ß2 


Scfo 
und  stellt  sich  unter  folgende,  bereits  erwähnte  Form 


40) 


«1        1 


Aus  dem  Integral  der  vorigen  Gleichung,  welches  wieder 

40*)  5  =  J'(I) 

heissen  möge,  erhält  man  das  Integral  von  36)  mit  Hülfe  der  Glei- 
chungen  

r  P2  6  Pi 

wobei  zur  Abkürzung 

sein  möge;  das  Integral  von  36)  ist  dann 

36  *)  fi  =  e^^T^F  (2  Vfi  H-  vor), 

mithin  das  Integral  von  30) 

30*)  y  =  e^'^'^l^'F  i^YiL-^vx). 

Drückt  man  A,  ^,  v,  j7  durch  die  Coefficienten  der  Gleichung 
30)  aus,  so  gelten  folgende  Werthe:  • 

i,  _iMi    , h. 
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V  = 


4  Oo  (6j)*— 2  Ol  6|  lij  +  02  (6|)» 


P  =  ff  =  —  n.\a j- 


b.  In  dem  allgemeinen  Falle,  wo  die  quadratische  Gleichung 
32)  verschiedene  Wurzeln  besitzt,  wird  die  Sache  am  einfachsten. 
Durch  Substitution  von 

42)  ,  =  _j4.x| 
erhält  man  nämlich  aus  Nro.  34) 

•  ^  dl«  +  L   (ß.r    ^  ft  ^J  ds  +  ft  '^  -  "• 

und  da  hier  ßi  nicht  Null  ist,  so  lässt  sich  die  Gleichung  mittelst 
der  Annahme 

43)  X  =  -^ 

Pi 
vereinfachen.    Das  Resultat  ist  von  der  Form 


44) 


^~ßl'  ^~  (ßd'  ßi 

Nach  Nro.  42)  und  43)  hat  man 


_  CCq  +  ß^x  _  />!  («2  +  ßi^) 
^-  ß,7i  -  (ß,y  • 


und  wenn  daher  das  Integral  von  Nro.  44)  mit 

44*)  1J  =  J'(I) 

bezeichnet  wird,  so  ist  das  Integral  von  Nro.  34) 

und  das  Integral  von  Nro.  30) 

30.)  ,  =  ...f[M^M], 

wobei  A,  Oj  und  ß^  durch  die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung 
auszudrücken  sind. 

Die  Nebeneinanderstellung  der  letzten  Formen  (21,  29,  40,  44), 
wozu  die  vorigen  Umwandlungen  führten,  zeigt  augenblicklich  die 
Bichtigkeit  des  Satzes:    Die  Differentialgleichung 
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kann  durch  gehörige  Substitutionen  immer  auf  die  Nor- 
malform 

gebracht  werden.  Mit  dieser  haben  wir  uns  nur  noch  zu  beschäf- 
tigen,'und  zwar  wollen  wir  zunächst  einige  Eigenschaften  von  ihr 
entwickeln,  welche  iiir  die  nachherigen  Integrationen  von  Wichtig- 
keit sind. 


Vorbereitung  der  Integration. 

Durch  Substitution  von 
4G)  <p  =  c-5^ 

geht  die  Gleichung  45)  in  die  folgende  über 

und  daraus  wird  für  J  =  —  Ji 

47)  iij^  +  (i  +  P  +  ld^^+at  —  0; 

dies  ist,  wie  man  sieht,  dasselbe,  als  hätte  man  q  und  p  gegen  ein- 
ander vertauscht.  Bezeichnet  man  das  Integral  von  Nro.  45)  mit 
(p  =  F  (Pj  q,  I),  so  muss  das  Integral  von  47)  mit  ^f  z=  F  (g,  j>,  ^i) 
bezeichnet  werden  und  die  Gleichung  46)  giebt  dann 

F  (i>.  3, 1)  =  e'^F  ia,p,  li)  =  e-^F  (g,p,  -  Ö, 
oder  auch 

48)  F  (p,  3,  - 1)  =  C+  « F  (q,p,  + 1), 
und  umgekehrt 

49)  Fia,P,  +  i)  =  e-iFip,q,-i). 

Die  Formel  48)  zeigt,    dass  der  Fall  eines  negativen  |  auf  den 
Fall  eines  positiven  §  zurückgeführt  und  daher  |  immer  positiv  ge- 
nommen werden  kann;   aus  Nro.  49)    ersieht  man   den  Effect  der 
gegenseitigen  Yertauschung  von  p  und  q. 
Setzt  man  in  der  Gleichung  45) 

q>  =  l»"©, 
so  ergiebt  sich  nach  Division  mit  1*^^ 

I' 51?  +  l(2r +D  +  a  + 1)  ^1  +  [f (r+l)+2-l)  +  (r+j))|]ai=0; 
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die  linke  Seite  wird  durch  |  theilbar,  sobald  r  den  Werth 

r  =  1  — j?  —  3 
erhält;  es  bleibt 

1^  +  (2-i>-g  +  l)^  +  (i^(öo=o. 

und  dies  ist  dasselbe,  als  wäre  in  Nro.  45)  1  —  q  für  p  und  zn- 
gleich  1  —  p  für  q  gesetzt  worden.  Man  hat  zufolge  dieser  Bemei^ 
kung  o  =  F  (1  —  g,  1  —  1?,  I)  und  wegen  fp  =  l»"© 

ÖO)  JP  (p,  g,  I)  =  |»-i»-«Z  (1  -  g,  1  -|,, g), 

oder  auch 

51)  F(-p,  -  g,ö  =  Ii+K+Jf  (1  4-  3,  1  +|»,ö; 

diese  Formel  zeigt,  wie  der  Fall  negativer  p  und  g  auf  den  Fall 
positiver  p  und  g  zurückgeführt  werden  kann. 

Bemerkenswerth  ist  noch,  dass  eine  mehrmalige  Differentiation 
der  Gleichung  45)  wieder  eine  Gleichung  von  derselben  Form  giebt 
Durch  m- malige  Differentiation  erhält  man  nämlich 

und  wenn 

d*»g) 

gesetzt  wird,  so  folgt  weiter 

I  j|r  +  («»  +  i'  +  g  +  l)  Ij  +  (w  +  p)  ö  =  0. 

und  dies  ist  das  Nämliclie,  als  wenn  in  Nro.  45)  p  -\-  fH  für  p  ge- 
setzt worden  wäre.  Man  hat  daher  9  ^  f  '  (p  -(-  m,  g,  |)  und  nach 
dem  Vorigen 

52)  i'(i>  +  »».g.|)  =  '^"^//;g'^>. 

Differenzirt  man  auch  die  Gleichung  47)  n-mal  in  Beziehang 
auf  li,  so  gelangt  man  ebenso  leicht  zu  der  Formel 

oder 

e^F{p,q  +  n,^)= ^ZTJfyi • 

und  es  ist  daher 


53) 


F  (P.2  +  n.|)  =  (- l)-e-6  ^llil^liSi*:^. 
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Bei  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiation  erhält  man 
F(p,q  +  n,  I)  ausgedrückt  durch  F  (p,  q,  ^),  F  (p  +  1,  q,  |), 
F(jp  +  2,q,  I)  u.  s.  w. 

Mit  Hülfe  der  vorigen  Relationen  lässt  sich  zeigen,  dass  die 
Function  I^  (p,  q,  |)  immer  gefunden  werden  kann,  wenn  |ie  für 
positive  echt  gebrochene  p  und  q  bekannt  ist.  Wir  betrachten 
nämlich  folgende  vier  Fälle. 

a.  Es  mögen  p  und  q  positive  unechte  Brüche  sein;  wir  setzen 
dann 

p  =  m  +  r,    q  =  n  +  Sj 

wo  m  und  n  ganze  positive  Zahlen,  r  und  8  positive  echte  Brüche 
bezeichnen,  die  auch  Null  sein  können.  Nach  Formel  52)  haben 
wir  jetzt ,  indem  wir  die  mehrmalige  Differentiation  durch  D"*  an* 
deuten, 

JP(m  +  r,  n  +  s,l)  =  D~^(r,«  +  s,|); 

wenden  wir  noch  rechter  Hand  die  Formel  53)  an,  so  wird 
54)    F(m  +  r,n+s,S)  =  (-1)*D-  [e-^D^  {c+^-F(r.s,Ö)]. 

b.  Bei  gleichzeitig  negativen  p  und  q  setzen  wir  ähnlich  wie 
vorhin 

_p  =  —  (w  —  1  +  r),     2  =  —  (n  —  1  +  s), 

und  erhalten  zunächst  aus  Nro.  51) 

F(-.m  +  l— r,— n  +  l— s,l)  =  |"»+-+''+-^J?'(»  +  «,»»  +  r,|); 

nach  Formel  54)  giebt  dies 

f  F(-m  +  l-r,-»+l-s,|) 

^     1=  (—  l)«|«+«+'-+*-iD»  [e-^  D«  {e+^F  (s,r,|)}]. 

e.    Wenn  p  positiv,  q  negativ  ist,  so  sei 

p  =  m  +  r,     g  =  —  n  +  s; 

indem  man  der  Beihe  nach  die  Formeln  52)  und  51)  anwendet,  ge- 
langt man  zu  den  Gleichungen 

F(m+r,-n  +  s,|)  =  D~F(r,-n  +  s,|) 
d.  i.  =  D«Ki-^+— F  (n+  1-s,  1-r,«)], 

56)     J?'(m  +  r,-.n  +  s,|)  =  i)«'[|»+i-*--D-r(l-s,l-r,{)]. 

d.    Bei  negativen  p  und  positiven  q  setzen  wir 
p  =  ^  tn  -\-  r,     q  =  n  +  s, 
und  benutzen  der  Beihe  nach  die  Formeln  53)  und  51);  dies  giebt 

F(—m+r,n+»,i)=(-l)'e-iD'[e+iF(-m  +  r,s,i)] 

=  (— l)»e-f2)»[e54*+"-*^r(l— «,m  +  l— r.ö], 
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und  bei  nochmaliger  Anwendung  von  Formel  53) 

Da  r  und  s,  mithin  auch  1  —  r  und  1  —  s  positiTe  echte 
Brüche  sind,  so  hat  man  den  Satz :  Das  Integral  der  Differen- 
tialgleichung 


/ 


lässt  sich  immer  auf  das  Integral  der  ähnlich  geformten 
Differentialgleichung 

zurückführen,    worin   pi    und    qi    positive    echte   Brüche 
sind. 


Integration  unter  speciellen  Voransaetznnsren. 

Die  Integration  der  Gleichung  45)  ist  sehr  leicht,  wenn  ent- 
weder jp  oder  q  verschwindet.     Für  jp  =  0  hat  man  nämlich,  wenn 

-z-r  mit  cp'  bezeichnet  wird, 
»5 


^=-(f+')^«' 


und  daraus  findet  sich 

58)  9  =  Cf^-^e-^d^  +  Ci. 

Wenn  q  =  0  ist,  vertauscht  man  p  und  q  gegen  einander,  d.  k 
man  integrirt  die  Gleichung  47)  und  erhält  nachher 

59)  q>  =  e-5  [c  A-^e+^c?!  +  C,]. 

Unter  welchen  Umständen  p  oder  q  verschwinden,  sieht  man 
leicht  aus  den  früher  angegebenen  Werthen  dieser  Constanten,  und 
daher  möge  nur  für  den  allgemeinen  Fall  (C,  &  auf  S.  522)  eiLc 
Bemerkung  folgen.  Nach  Formel  44)  wird  jp  =  0,  wenn  a^  =  o. 
d.  h.  wenn 

60)  a,A«  +  aiA  +  oo  =  0, 
und  da  A  durch  die  Gleichung 

61)  &3A«  +  5aA  +  &o  =  0 
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bestimmt  war,  so  kann  das  Verschwinden  von  p  nur  eintreten,  so- 
bald beide  quadratische  Gleichungen  einb  gemeinschaftliche  Wurzel 
k  besitzen,  wozu  die  Bedingung 

62)  (flo&i  —  fli^o)  (flih  —  <h^\)  =  (^^2  —  ö-iW 
gehört,  und  wenn  für  A  diese  gemeinschaftliche  Wurzel  Ai  genom- 
men wird.      Damit  kommt  man  auf  den  S.  516  erörterten  Fall  zu- 
Vück.     Es  verschwindet  ferner  q  unter  der  Bedingung 

(aiA-«2/3,)/5i— «0  (ß,y  =  0, 
welche  nach  Substitution  derWerthe  von  ctoi^if<^3t/3ii/^2  übergeht  in 

63)  (a, 6a  —  o^fti)  (2 6, A  +  &i)  —  (bi)»  (ci,  A«  +  ai A  +  Oo)  =  0. 

Durch  Elimination  von  A  aus  61)  und  63)  gelangt  man  wieder 
zur  Bedingungsgleichung  62);  es  ist  daher  wiederum  erforderlich, 
dass  die  Gleichungen  60)  und  61)  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  A| 
besitzen,  nur  darf  man  nicht  diese  für  A  nehmen  und  muss  folglich 
die  andere  Wurzel  der  Bestimmungsgleichung  61)  für  A  setzen.  In 
der  That  überzeugt  man  sich  a  posteriori  sehr  leicht,  dass  der  Werth 

A—  -  A    -  ^ 

die  Gleichung  63)  befriedigt. 

Wir  betrachten  nun  den  etwas  allgemeineren  Fall,  wo  eine  der 
Grössen  p  und  q  eine  ganze  positive  Zahl  ist.  Bei  ganzen  positiven 
p  =  m  erhält  man  mittelst  der  Formeln  52)  und  58) 

-F(m,ff,|)  =  2>-F(0,5J) 

dies  ist  aber  nur  ein  particuläres  Integral,  und  daher  bedarf  die 
Methode  einer  kleinen  Modification.  Denken  wir  uns  q)  =  F  (m,9,|) 
als  mten  Differentialquotienten  einer  anderen  Unbekannten  o  und 
Bubstituiren  demgemäsa 

^        dg" 


in  die  Gleichung 

ß-*)  I5J7  + ("•  +  «  +  1)^1  + »»9  =  0. 

SO  gelangen  wir  zu  der  neuen  Differentialgleichung 

welche  übereinkommt  mit 

D«  [|D» c  +  (g  +  D  D o]  =  0. 
Dieser  Gleichung  genügt  ein  C7,  für  welches 

Schlömiloh,  Analjiis.  II.  ai 
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wird  oder,  weil  Des  =  a'  ist, 


h(f+0'-=f 


Nach    einem    sehr   bekannten   Verfahren   findet   man    als  Integr.l 
dieser  Differentialgleichung 

und  wegen  g?  =  D*»c«)  =  D"»— ^o'  hat  man  schliesslich 

als  Yollständiges  Integral  von  Nro.  64). 

Bei  positiven  q  und  £  lässt  sich  dieser  Ausdruck  in  eine  andre 
Form  bringen ,  bei  welcher  die  angedeuteten  Differentiationen  &u.^ 
führbar  werden.    Es  ist  nämlich 

mithin  durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  und  bei  Aendemsg  ^  • 
(konstanten  Ci 

0  o 

Im  ersten  Integrale  setzen  wir  <  =:  |  (1  —  u)  und  erhalten 

0  0 

1 
=  (— 1)«~*  y  ti"-*  (1  ^ u) 9-^  e-^*  i«J 

0  I 

im  zweiten  Integrale  ist 

OB  OB 


0 


■■/ 


=(-l)«-l  /  (l+tt)«-»«»-»«-^«»^'-* 
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mithin  ergiobt  Bicb,  wenn  der  Factor  ( — l)"*"^  in  die  willkührlichen 
Coüstanten  eingerechnet  wird, 

1  OD 

0  0 

Ist  zweitens  g  eine  ganze  Zahl  =  -^  n,  mithin  die  gegebene 
Differentialgleich  un  g 

Bo  vertauscht  man  zuerst  p  und  q  gegeneinander  wie  in  Nro.  47) 
und  integrirt  die  Gleichung 

auf  dieselbe  Weise  wie  vorhin  die  Gleichung  64);  dies  giebt 

Wegen  fi  =  —  |    und   vermöge  Formel   46)   folgt  hieraus  bei 
Aenderung  der  Constanten 

Bei  positiven  j?  und  |  lässt  sich  dieser  Ausdruck  auf  ähnliche 
Weise  umwandeln,  wie  es  vorhin  mit  dem  unter  Nro.  65)  angegebe- 
nen Werthe  von  tp  geschehen  is)}.     Man  hat  nämlich  einerseits 

r^p-U-^d^  =  j  uP"^  e-^  du  +  Q 

0 

und  mit  Hülfe  der  Substitution  u  =  |t; 

1 

andererseits  ist 

OB 

X  m 

0  0 
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nach  Sabstitution  dieser  Werthe  in  Nro.  68)  werden  die  angedeute- 
ten Differentiationen  ausführbar  und  man  erhält 


69)  q>=Gi  fv'^\l-vy^^€r^'dv+C2e^r(l+u)P-^u'^^er^du. 

0  0 

Auch  in  dem  Falle,  wo  p  oder  q  eine  negative  ganze  Zahl  ht 
können  ähnliche  Methoden  angewendet  .werden,  doch  wollen  wir 
uns  bei  diesen  Details  nicht  aufhalten. 


Allgemeine  Integration. 

Durch  die  Formeln  66)  und  69)  wird  man  auf  die  Vermuthung 
geführt,  dass  der  Werth  von  97,  wenigstens  in  manchen  Fällen,  ans 
zwei  bestimmten  Integralen  zusammengesetzt  ist,  in  welchen  die 
unabhängige  Yariabele  (|)  der  Differentialgleichung  die  Rolle  eiii^r 
Gonstanten  spielt.     Dies  bedarf  einer  genaueren  Untersuchung. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  erstens  den  Ausdruck 

1 

70)  If  =  y  u^-»  (1  —  w)^i  e-^«  du. 

0 
Durch  zweimalige  Differentiation  in  Beziehung  auf  |  erhalten  wir 

dM 


=  —    I  uP  (l  —  u)^^  e-^"  du, 


d^ 

0 


1 


—■  =  +  y  M'+*  (l-«)«-»e-f«(fii, 

0 

und  es  ist  daher 

1  1 

=  f[p  (1— w)—gtt]t<i^i  (1— ii)«-i  ß-^»  du—^  JuP  (1-^)9  c-v'vf :. 

0  0 

Wendet    man  auf   das   zweite  Integral  die  theilweise  Integration 
an,  so  hat  man  weiter 

ly  ttP  (1— tt)«e-^»dtt 
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▼oransgesetzt  nnn,  dass  p  und  q  gleichzeitig  positiv  und  von  Null 
verschieden  sind,  verschwindet  u^  (1— fi)?  sowohl  für  ti  =  1  als 
für  II  =  0,  und  es  ist  daher 
1  1 

I  /  ttP  (1  — 1/)9  c-5»  du  ==  y  O  (1-Hi)  —  gt*]  u^^  (1  — m)«^*  c-^  rft». 

0  0 

Nach  Einführung  dieses  Werthes  reducirt  sich  die  rechte  Seite 
der  Gleichung  71)  auf  Null,  und  man  ersieht  hieraus,  dass  üf  ein 
particuläres  Integral  der  Gleichung 

«sl  +  CP  +  a  +  Dff +i.9>  =  o 

darstellt.  Uehrigens  kann  dasselbe  leicht  in  eine  nach  Potenzen  von 
I  fortschreitende  Reihe  verwandelt  werden.  Man  braucht  zu  diesem 
Zwecke  nur  e^^**  durch  die  bekannte  Reihe  zu  ersetzen  und  die  ein- 
zelnen Glieder  zu  integriren ;  f ür  J9  -j*  2  ==  ^  erhält  man 

72)  -Bf  = 

np)r{q)V       pg.l>(p+l)|'      J>(i>-H)(j>f2)    I»       .       ] 
r(s)      L       fi  1      s(s+l)  1.2      s(s-|-l)(s+2)  1.2.3"^     J' 

Wir  betrachten  zweitens  den  Ausdruck 

73)  N  =  f(l+  u)f^^  u<i-^  e-^^»+-)  du. 

0 

Durch  eine  der  vorigen  sehr  ähnliche  Rechnung  ergiebt  sich  die 
Gleichung 

OB 

=  —  /  [P«  +  «  (1  +  «)]  (1  + 1*)^-*  «**"*  e-{ci+»)  e?t* 

0 


+  I /(l+t*)''tt»e-^<i+->clu, 


0 

'«rolx^i  das  zweite  Integral  mittelst  theilweiser  Integration  folgender- 
maassen  (Ungestaltet  werden  kann: 

I  Al+t«)Pu?c-^i+-)(ftt 

=  —  (1+U)P«*(?-5(1+") 

+  Ap«  +  3  (1  +  «)]  (1  +  tt)'^»f»«-*6-««i+'')iii«. 
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Ist  nun  q  positiv  und  [|  positiv  oder  eine  compleze  Zahl  mit  po* 
ßitivem  reellen  Bestandtheile,  so  verschwindet  u««""»^***^  Bowohl 
für  1^  =  0  als  für  i#  =  oo,  und  daher  bleiht 

1 

I  /"(l+ti)Pu«c-5Ci+»)  Jil 

0 

1 
=  f[p^  +  «  (1  +  «*)]  (1  +  ^^'^ «^^ <?-^('+"5 du; 

0 

nach  Substitution  dieses  Ausdrucks  reducirt  sich  die  rechte  Seite 
der  Gleichung  74)  auf  Null,  und  folglich  ist  N  gleichfalls  ein  parti- 
culäres  Integral  der  besprochenen  Differentialgleichung. 

Das  mit  N  bezeichnete  Integral  lässt  sich  nicht  unmittelbar  in 
eine  nach  steigenden  Potenzen  von  |  fortschreitende  Reihe  verwan- 
deln, wohl  aber  kann  es  leicht  in  eine  sogenannte  halbconvergente 
Reihe  umgesetzt  werden,  und  es  liegt  hierin  keine  Gefahr,  wenn 
man  den  Rest  dieser  Reihe  anzugeben  weiss.  Nach  dem  binomischen 
Satze  ist  nämlich  allgemein,  wenn  d"  einen  positiven  echten  Bmch 
bezeichnet. 


(p~l)(l?-2)....(p— n-1)  ^„^1 

"^  1.2 (n— 1) 

^  (PZ:l)(P~2)...(p-n)  «• 


1.2 n  (l+^u)"+i-^    ' 

substituirt  man  dies  in  Nro.  73),  so  kann  man  die  n  ersten  Glieder 
leicht  integriren  und  hat  dann  noch  den  Rest 

(l>-l)(l)-2)...(p- 


.n  J  (l+^«)«+i-P 


1.2 

0 


hinzuzufügen.  Der  Werth  des  hierin  vorkommenden  Integrales  ist 
positiv  und  zugleich,  wenn  n  >p  —  1  genommen  wird»  kleiner 
als  der  Werth  von 


OD 

/■ 


er  kann  daher  mit  p-T'Csf  +  w)  | ""*■""  bezeichnet  werden,  wo  p 
zwischen  0  und  1  enthalten  ist.  Nach  diesen  Bemerkungen  insam* 
men  erhält  man  ohne  Mühe 
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75)  j^-ng)e-er         (p-l)g      (g-i)(p-2)g(g  +  l) 

1(l)-l)...(p-';^^g(7+l)...(g+n-2) 
''  1.2...(n— l)!»-! 

(p— l)...(p— n)g(g+l'>---(g+w— 1)1 
"^  ^         :  1.2...n5»  ^J- 

Wie  man  sieht,  beträgt  der  Rest  der  Reihe,  sobald  letztere 
Zeichenwechsel  erhalten  hat,  immer  einen  aliquoten  Theil  desjenigen 
Terms,  der  bei  weiterer  Fortsetzung  folgen  würde.  Hiermit  ist 
gleichzeitig  der  Beweis  geliefert,  dass  N  immer  einen  bestimmten 
angebbaren  Werth  besitzt. 

Nachdem  man  zwei  particuläre  Integrale  der  zn  integrirenden 
Differentialgleichung  kennen  gelernt  hat,  von  welchen  das  erste  für 
p  >  0  and  g  >  0,  das  zweite  für  g  >  0  und  |  >  0  gilt,  ist  es  sehr 
leicht,  unter  allen  Umständen  das  allgemeine  Integral  anzugeben. 
Wir  müssen  dabei  auf  folgende  yier  Fälle  eingehen. 

a.  Bei  positiven  p  und  q  sind  beide  particuläre  Integrale 
branchbar,  wofern  |,  oder  sein  reeller  Bestandtheil,  positiv  ist;  man 
hat  daher  für  £  >  0 

1 

76)  9  =  C,  /  uP-^  (1  —  w)«-i  e-^^du 

0 

OD 

0 

Bei  negativen  |  macht  man  von  der  Formel 

Gebranch,   wo  nun  —  f  positiv  ist;  indem  man  F  (q^p^  —  f)  nach 
Nro.  76)  bildet,  erhält  man  zunächst 

/l  0» 

w«-i  (1  — u)P-i  c^«  du+Cj  I  (1  +  t*)«""^  uP-^  ö^"  du, 

0  0 

oder  auch,  wenn  man  im  ersten  Integrale  1  —  u  an  die  Stelle  von 
u  treten  lässt, 

/l  OD 

uP-i  (l—tt)«-i  c-5» dtt  +  Ca  /  tif»-! (1 +u)«-^ c^ du. 
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5.    Der  Fall  gleichzeitig  negativer  p  und  g   ist  mitteLt  dt>r 
Formel  ^ 

F  (p,  g,  I)  =  l^-P-^  F  (1-g,  1  -j),  f) 

•leicht  auf  den  Torigen  Fall  zurückzuführen  und  man  hat  dann 
jP  (1  —  g,  1  — jp,  {)  nach  Nro.  76)  oder  nach  Nro.  77)  zu  bilden,  in- 
dem man  p  durch  1  —  g,  und  g  durch  1  —  p  ersetzt  Dies  giebt 
für  positive  £: 


78)     9  =  i^-P-1  TciT (1  --«)-Pu-*c--^ 


du 


OD 

0 

dagegen  für  negative  £: 


79) 


1 


+  C2/(l+t«)-i'u-«c^"<fttl 

0 

c.  Wenn  p  positiv,  g  negativ  ist,  so  zerlege  man  p  in  eine 
ganze  positive  Zahl  m  und  den  positiven  echten  Bruch  r;  man  hat 
dann  nach  Formel  52) 

9  =  F  (m  +r,g,|)  =  D^F  (r,g,|). 
und  nach  Nro.  50) 

80)  9  =  2)«  [|i-'-« ^  (1  _  r,  1  -  g,  I)]. 

Hier  sind  1  —  r  und  1  —  g  gleichzeitig  positiv  und  daher  ist 

bei  positiven  |  einzusetzen: 

1 

81)  F(l— r,  1— g,|)  =  (7|  rtt-*-(l— tt)-«c-5»(fa 

0 

0» 

b 

und  bei  negativen  |: 

1 

82)  F(l  — r.  l—g,|)=  Ci  J  w'' (l-^u)-^ e-i'^du 


+    Ci  j{\  +  w)-''u-^t  f-rirt. 
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c7.  Im  Fall  p  negativ,  g  positiv  ist,  zerlegt  man  g  in  die  ganze 
positive  Zahl  n  und  den  positiven  echten  Bruch  B ;  dies  giebt  nach 
Formel  53) 

und  nach  Formel  50) 

83)  9  =  e-^D-Ce^l^-i^-'Fa-s,!-!?,!)]. 

wobei  der  Factor  ( —  l)**  weggelassen  wurde,  weil  er  sich  in  die  will* 

kührlichen  Constanten  C^  und  C^  einrechnen  lässt.     Da  nun  1  —  s 

und  1  —  p  positiv  sind,  so  gilt  in  der  Formel  83)  bei  positivem  | 

der  Werth: 

1 

8  i)     F  (1  — s,  1  — jp,  I)  =  Gl  /  w-'(l  —  %C)-'Pe-^''  du 

b 

+  Cie-^  I  (1  +u)-'u''Pe-^'du, 

0 

und  bei  negativem  |: 

1 

85)     F  (1  — s,  1  — j?,  I)  =  Ci  /  M-'  (1  +  m)-!»  ß-^«  du 

b 

-f-  Cw  «-•(!+ tt)-Pe^«dtt. 

0 

Die  Formeln  76)  bis  85)  sind  vollkommen  brauchbar,  so  lange 
^  eine  reelle  Grösse  oder  eine  complexe  Yariabele  ist,  deren  reeller 
Bestandtheil  nicht  verschwindet;  sie  verlieren  dagegen  ihre  Allge- 
meingültigkeit bei  rein  imaginären  |.  Aus  den  mit  M  und  N  an- 
gestellten Proberechnungen  geht  nämlich  hervor,  dass  zwar  M  unter 
allen  Umständen  ein  particuläres  Integral  der  betrachteten  Differen- 
tialgleichung darstellt,  dass  hingegen  N  bei  rein  imaginären  |  keinen 
angebbaren  Werth  hat,  weil 

(1  +  OD)Poo^e— "^^^i 

eine  unbestimmte  Grösse  ist.    Der  Fall  eines  rein  imaginären  |  kann 
aber  vorkommen,  nämlich  dann,  wenn  die  Differentialgleichung 

nicht  von  Hause  aus  gegeben,  sondern  durch  Transformation  her- 
geleitet worden  ist.  Handelt  es  sich  z.B.  um  die  Differentialgleichung 

84* 
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so  müssen  zunächst  die  unter  0,  a  auf  S.  522  erwähnten  Umwand- 
lungen vor  genommen  werden,  und  dabei  erhält  man 

a^i  =  0,    ßi  =  1,    «1  =  0,    ßi  =  0,    «0  =  6», 

1=  2V^  +  ra?=  41>V— a?, 

y  =  c-*'+2»r^F(—  1,  —  l  41)  V^; 

in  der  That  entspricht  hier  einem  positiven  x  ein  rein  imaginäres  |. 
Unter  diesen  Umstünden  wird  es  nöthig,  ganz  allgemeine  Formeln 
aufzustellen ,  wobei  man  sich  aber  auf  die  reducirte  Differentialglei- 
chung beschränken  kann. 

Wenn  p  und  q  positive  echte  Brüche  sind,  die  wir  mit  r  und  5 
bezeichnen  wollen,  so  ist 

1 

9  =  /  (r,  s,  I)  =y  u»--!  (1  — «)- 1  c-5«  du 

0 

ein  allgemein  richtiges  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung 

86)  ^0  +  (r  +  «  +  l)ff  +r9  =  0; 

es  kommt  also  nur  darauf  an,  ein  zweites  particuläres  Integral  sa 
finden.     Nun  führt  aber  die  Substitution 

zu  der  neuen  Differentialgleichung 

^Jf  +  (2-«-'^  +  l)^  +  (1-8)  (0  =  0, 

in  dieser  sind  1  —  s  und  1  —  r  wiederum  positive  echte  Bräche, 
mithin  genügt  ihr  der  Ausdruck  co  =  /  (1  —  8,  1  —  r,  |)  und  folg- 
lich wird  die  Gleichung  86)  auch  erfüllt  durch 

Im  Allgemeinen  ist  dieser  Ausdruck  verschieden  von  /  (r,  5,  |) 
und  stellt  demnach  ein  zweites  particuläres  Integral  Ton  86)  dar; 
hieraus  folgt  als  allgemeines  Integral 

9  =  C,/(r,8,Ö  +  C,|»-'-/(l-».  1-r.l). 
d.h. 
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1 
87)     (p  =  Ci  f  W-^il  ~M)*~ie-^»e?ti 


1 


0 

Diese  Formel  bedarf  einer  Modification,  wenn  r  +  ^  =  1»  denn 
es  werden  dann  beide  Particularintegrale  einander  gleich  und  sum- 
miren  sieb  zu  einem  nur  particulären  Integrale.  Um  diesen  Aus- 
nahmefall zu  erledigen,  setzen  wir  vorläufig  r  +  S  =  1  —  S  und 
bezeichnen  für  den  Augenblick  die  beiden  in  Nro.S?)  vorkommenden 
particulären  Integrale  mit  q)i  und  972»  so  dass 

9  =  dg?!  +  Ca  92; 
bei  Aenderung  der  Constanten  lässt  sich  dafür  schreiben 

d.  i.  vermöge  der  Werthe  von  ipi  und  (p2 

1 

q>  =z  C  I  W- *  (1  —  tt)«-i  c-^»  du 
0 

0 

wobei  im  zweiten  particulären  Integrale  (92) 

—  r  =  s—  1  +  «,     — s=rr—  1  +  « 

gesetzt  wurde.     Durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  6 

ergiebt  sich  unter  der  Bedingung  r  -{-  s  =  1 

1 

88)     q>  —  C'J  W-i  (1  —  w)*-i  c~^  dtt 

0 

1 

+  C"J  W-i  (1  -  w)'-i  e-5«  Z  K«  (1  —  t*)]  du. 

0 

Für  echt  gebrochene  positive  r  und  s  ist  also  das  Integral  von 

Nro.  86)  entweder  durch  Nro.  87)  oder  durch  Nro.  88)  bestimmt,  je 

nachdem  r  -^  8  von  der  Einheit  differirt  oder  nicht;  wir  bezeichnen 

dasselbe  mit  9  =  P  (r,  5,  |). 

Die  Reductionsformeln  54)  bis  57)  erledigen  nun  sogleich  alle 
übrigen  Fälle,  wobei  immer  m  und  n  ganze  positive  Zahlen,  r  und 
S  positive  echte  Brüche  bedeuten  mögen ;  man  hat  nur  für  F  (r,  9,  |) 
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den  vorhin  angegehenen  Werth  oder  den  analog  gebildeten  Werth 
von  F  (l  —  s,  1  —  r,  §)  zu  Bubstituiren. 

Für  die  vorhin  erwähnte  Differentialgleichung 

ist  z.  B. 

mithin  nach  Formel  55),  wobei  w  =  n=  l,r  =  s  =  |, 

5  =  -|«2)[e-£D{e+£f(i.J.|)}]; 

wegen  r  +  ^  =  1  hat  man  nach  Nro.  88) 

1  1 

Substituirt  man  diesen  Ausdruck  in  die  vorige  Gleichung,  so  er- 
hält man  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Differentiationen 
1  '  1 

y  /       l/tt(l— u) 

+  c"  vfVu{y^)  e-  ^'  -  ?  [|  M  (1  — «)]  f/  ?'. 

0 

Das  Gesammtresultat  dieser  Untersuchungen  lässt  sich  in  venig 
Worte  zusammenfassen:  Durch  die  früher  angegebenen  Transfur- 
mationen  wird  die  ursprüngliche  Differentialgleichung  1)  auf  ihre 
einfachste  Form  45)  gebracht;  zufolge  der  Relationen  54)  bis  3') 
dürfen  die  in  der  reducirten  Differentialgleichung  vorkommenden 
Coefficienten  als  positive  echte  Brüche  angesehen  werden;  für  dic-sen 
Fall  liefert  entweder  die  Formel  87)  oder  die  Formel  88)  das  nöthige 
allgemeine  Integral,  und  somit  lässt  sich  auch  die  allgemeine  Diffe- 
rentialgleichung unter  allen  Umständen  integriren  *). 


*)  Die  Reduction  auf  die  Normalform  45)  ist  von  Weiler  geseigt  wor- 
den in  Cr  eile 's  Journal  Bd.  öl;  die  hauptsächlichsten  Formeln  lur  Inte- 
gration (namentlich  87  und  88)  hat  Spitzer  in  seinen  „Stndien  über  die 
Integration  linearer  Differentialgleichungen*'  (Wien  1860)  entwickelt,  jedoch 
erscheinen  die  Spitz  er' sehen  Formeln  deshalb  weniger  übersichtlich  als  die 
oben  angegebenen,  weil  ihr  Urheber  immer  die  allgemeine  Differentialglei- 
chung 1)  behandelt,  statt  auf  die  einfachere  Normalform  soräckzugehen. 


